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1 Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàþò ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèìè ïðîÿâëåíèÿìè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ê òàêèì ýôôåêòàì îòíîñÿòñÿ: êèðàëüíûé
âðàùàòåëüíûé ýôôåêò [12], êèðàëüíûé ìàãíèòíûé ýôôåêò ([1],[2],[7]), ýôôåêò ðàçäå-
ëåíèÿ êèðàëüíîãî çàðÿäà [8], êèðàëüíàÿ ìàãíèòíàÿ âîëíà [3], êèðàëüíàÿ âðàùàòåëüíàÿ
âîëíà [6]. Îáû÷íî â îñíîâå êàæäîãî èç òàêèõ ýôôåêòîâ ëåæèò òðåóãîëüíàÿ äèàãðàììà,
êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ ÷ëåíîâ â ýôôåêòèâíîì ëàãðàíæèàíå âî âíåø-
íèõ ïîëÿõ. È êàæäûé èç ýòèõ ýôôåêòîâ ñâÿçàí ñ îïðåäåë¼ííîé àíîìàëèåé. Íàïðèìåð,
êèðàëüíûé ìàãíèòíûé ýôôåêò - ñ àêñèàëüíîé àíîìàëèåé, êèðàëüíûé âðàùàòåëüíûé
ýôôåêò - ñ ãðàâèòàöèîííîé è ò.ä.

Âñå ýòè ýôôåêòû ìîãóò òàê èëè èíà÷å ïîìî÷ü èçó÷èòü ñâîéñòâà ÊÕÄ. Êèðàëüíûé
ìàãíèòíûé ýôôåêò ïðåäñòàâëÿåò â ýòîì êà÷åñòâå îñîáåííóþ öåííîñòü, ïîñêîëüêó îäíèì
èç óñëîâèé åãî âîçíèêíîâåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå êèðàëüíîãî õèìïîòåíöèàëà, ñîçäàâàå-
ìîãî ïåðåõîäàìè ìåæäó òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè. Êðîìå òîãî, òîò ôàêò,
÷òî âûðàæåíèå äëÿ êèðàëüíîé àíîìàëèè íå çàâèñèò îò ïåòëåâûõ ïîïðàâîê, ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ êèðàëüíîãî ìàãíèòíîãî ýôôåêòà âåðíî êàê â ðåæèìå ñëàáîé,
òàê è â ðåæèìå ñèëüíîé ñâÿçè (ñì. [14]).

Äàííàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò îáçîð íåêîòîðûõ ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ ýôôåêòîâ òàêîãî
òèïà, à òàêæå âû÷èñëåíèÿ äëÿ àíàëîãè÷íîãî ýôôåêòà âî âíåøíåì òåíçîðíîì ïîëå.
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2 Êèðàëüíûé ìàãíèòíûé ýôôåêò: óñëîâèÿ äëÿ âîç-

íèêíîâåíèÿ

Êèðàëüíûé ìàãíèòíûé ýôôåêò � ýòî ýôôåêò âîçíèêíîâåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ïà-
ðàëëåëüíîãî ìàãíèòíîìó ïîëþ. Òàêîé ýôôåêò ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â êâàðê-ãëþîííîé
ïëàçìå â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Äëÿ åãî âîçíèêíîâåíèÿ íåîáõîäèìî íàëè÷èå ýô-
ôåêòèâíîãî êèðàëüíîãî õèìïîòåíöèàëà; åãî âîçíèêîâåíèå ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ òîïî-
ëîãè÷åñêèì áýêãðàóíäîì (íàïðèìåð, ñî ñôàëåðîíàìè - ãëþîííûìè êîíôèãóðàöèÿìè,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè èíñòàíòîíîâ, òîëüêî ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ - êîãäà
ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ "ïåðåïðûãèâàíèÿ"÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, à
íå òóííåëèðîâàíèÿ, ñì. [15]), à ñàìà ïëàçìà äîëæíà íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè äåêîí-
ôàéíìåíòà. [1] Íàëè÷èå êèðàëüíîãî õèìïîòåíöèàëà îçíà÷àåò ïðèñóòñòâèå â ïëîòíîñòè
ëàãðàíæèàíà äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî âèäà µ5ψ̄γ

0γ5ψ. Òàêîãî ñëàãàåìîå ïðèâîäèò
ê íàëè÷èþ íåíóëåâîé ïëîòíîñòè ïðàâûõ ÷àñòèö è ëåâûõ àíòè÷àñòèö. Â ýòîì ëåãêî óáå-
äèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì ñïåêòð óðàâíåíèÿ Äèðàêà (äëÿ ïðîñòîòû îáî-
çíà÷èì íàïðàâëåíèå èìïóëüñà ðåøåíèÿ çà îñü z). Òîãäà ñïåêòð èìååò ñëåäóþùèé âèä
(èíäåêñ R èëè L îáîçíàþò ñïèðàëüíîñòü ñîîòâåòñòâîþùåãî ðåøåíèÿ, èíäåêñ +/- � òî,
ïîëîæèòåëüíà èëè îòðèöàòåëüíà ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü z):

ωR± = ±pz − µ5 (1)

ωL± = ∓pz + µ5 (2)

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî â íàèíèçøåì ýíåðãåòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè èìåþòñÿ ïðàâûå ÷àñòèöû
è ëåâûå àíòè÷àñòèöû ñ èìïóëüñàìè, ìåíüøèìè ïî ìîäóëþ ÷åì µ5. Óæå íà ýòîì óðîâíå
ïîíèìàíèÿ ìû ìîæåì ïðèâåñòè ïðîñòåéøåå îáúÿñíåíèå ïðè÷èí âîíèêíîâåíèÿ êèðàëü-
íîãî ìàãíèòíîãî ýôôåêòà. Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî ðå÷ü èä¼ò î ïîëîæèòåëüíî
çàðÿæåííûõ ÷àñòèöàõ, à ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè z. Òîãäà çà ñ÷¼ò âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñî âíåøíèì ïîëåì âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå
â ãàìèëüòîíèàíå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì −s ·B. È òîãäà
èòîãîâîå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà ïðèîáðåòàåò âèä:

ωR+ = pz − µ5 − εB (3)

ωR− = −pz − µ5 + εB (4)

ωL+ = −pz − µ5 − εB (5)

ωL− = pz − µ5 + εB (6)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïàðàëëåëüíî B äâèæåòñÿ áîëüøå ÷àñòèö,
÷åì àíòè÷àñòèö: èìåþòñÿ àíòè÷àñòèöû ñ èìïóëüñàìè òîëüêî îò 0 äî µ5− εB, à ÷àñòèöû
� ñ èìïóëüñàìè îò 0 äî µ5 + εB (ñì. ðèñóíîê; âîëíèñòûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ïðèñóò-
ñòâóþùèå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè àíòè÷àñòèöû, óãëîâàòûìè ëèíèÿìè � ÷àñòèöû). Ïî
àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå àíòèïàðàëëåëüíî B äâèæåòñÿ áîëüøå àíòè÷àñòèö, ÷åì ÷àñòèö.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî îçíà÷àåò âîçíèêíîâåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà âäîëü B.
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−µ5 + εB

Îáñóäèì ðàçíûå ñïîñîáû ïîëó÷èòü òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ êèðàëüíîãî ìàãíèòíîãî
ýôôåêòà.

3 Êèðàëüíûé ìàãíèòíûé ýôôåêò: àêñèàëüíàÿ àíîìà-

ëèÿ è ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ

Ïðîñòåéøèé (íî îñòàâëÿþùèé ìíîãî âîïðîñîâ) ñïîñîá ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ êè-
ðàëüíîãî ìàãíèòíîãî ýôôåêòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì [1]. Ïðåäñòàâèì, ÷òî íàøà ñèñòåìà
íàõîäèòñÿ âî âíåøíèõ ìàãíèòíîì è ýëåêòðè÷åñêîì ïîëÿõ. Îáîçíà÷èì e çàðÿä ôåðìèîíà.
Òîãäà ïî ôîðìóëå äëÿ àêñèàëüíîé àíîìàëèè:

d4N5

dtd3x
=

e2

2π2
E ·B (7)

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèñóòñòâèè êèðàëüíîãî õèìïîòåíöèàëà ïðåâðàùåíèå ëåâûõ ÷àñòèö
â ïðàâûå, âûçâàííîå àíîìàëèåé, ñòàíîâèòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè íå áåñïëàòíûì: íà ïðåâðà-
ùåíèå îäíîé ëåâîé ÷àñòèöû â ïðàâóþ òðåáóåòñÿ µR − µL = 2µ5 ýíåðãèè. Ýòî îçíà÷àåò
¾ïîãëîùåíèå¿ ýíåðãèè ñî ñëåäóþùåé ñêîðîñòüþ íà åäèíèöó îáú¼ìà:

d4W

dtd3x
=
e2µ5

2π2
E ·B (8)

Âîçíèêàåò çàêîíîìåðíûé âîïðîñ: îòêóäà áåð¼òñÿ ýòà ýíåðãèÿ? Åñòåñòâåííûé îòâåò
íà ýòîò âîïðîñ � ýòî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äâèãàþùèõñÿ â íàïðàâëåíèè ìåíüøåãî ïî-
òåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ. Ïðèðàâíèâàÿ äâà âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè, ïîëó÷àåì:
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e2µ5

2π2
E ·B = j · E (9)

Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ E, ìû ïîëó÷àåì âûðàæå-
íèå äëÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà:

j =
e2µ5

2π2
B (10)

Ìû âèäèì, ÷òî çà âîçíèêíîâåíèå êèðàëüíîãî ìàãíèòíîãî ýôôåêòà îòâåòñòâåííà êàê
êèðàëüíàÿ àíîìàëèÿ ÊÕÄ, òàê è êèðàëüíàÿ àíîìàëèÿ â ýëåêòðîìàãíåòèçìå: ïåðâàÿ
ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ µ5, à âòîðàÿ � ê âîçíèêíîâåíèþ òîêà.

4 Êèðàëüíûé ìàãíèòíûé ýôôåêò: àêñèîí è ýôôåêòèâ-

íîå äåéñòâèå

Ñóùåñòâóåò åù¼ îäèí èçÿùíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îòâåòà äëÿ êèðàëüíîãî ìàãíèòíîãî
ýôôåêòà, ñâÿçûâàþùèé åãî ñ ðåçóëüòàòàìè Ãîëäñòîóíà è Âèëü÷åêà. (È ïîêàçûâàþùèé
íåçàâèñèìîñòü ýôôåêòà îò ìàññû ôåðìèîíà). Èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íàëè÷èå êè-
ðàëüíîãî õèìïîòåíöèàëà ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ïîñëåäñòâèå íàëè÷èÿ â ïëîòíîñòè
ëàãðàíæèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ àêñèîííûì ïîëåì.

Lf = ψ̄[i(∂µ − ieAµ)γµ −meia(x)γ5 ]ψ (11)

Â òàêîé ñèòóàöèè µ5 = ∂ta. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èíòåðåñóþùèé íàñ ðå-
çóëüòàò èç òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ ôåðìèîíîâ ñ àêñèîíîì è ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.
Íàéä¼ì àíîìàëüíûé ëàãðàíæèàí äëÿ ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé ôåðìèîí, âî âíåøíèõ ýëåê-
òðîìàãíèòíîì è àêñèîííîì ïîëÿõ. [9] Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî ïîíÿòü, êàê óñòðîåíà ýô-
ôåêòèâíàÿ "òðîéíàÿ âåðøèíà". Â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå âêëàä äàþò äâå òðåóãîëüíûå
äèàãðàììû.

k

k − q

k

−→
p

µ

ν

−→
q

−→
p− q

A1

k

k − p+ q

k − p

−→
p

µ

ν
p−
q

q

A2

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: p � èìïóëüñ àêñèîíà, q � èìïóëüñ ôîòîíà ñ ïîëÿðèçàöèåé µ,
p − q � èìïóëüñ ôîòîíà ñ ïîëÿðèçàöèåé ν. Òîãäà äâå èíòåðåñóþùèå íàñ àìïëèòóäû
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ðàâíû (ìíîæèòåëü (-1) � ñòàíäàðòíûé ìíîæèòåëü äëÿ ôåðìèîííîé ïåòëè):

A1 =

∫
d4k

(2π)4
(−1)Tr(i

��k +m

k2 −m2 + iε
ieγµi

��k − �q +m

(k − q)2 −m2 + iε
ieγνi

��k − �p+m

(k − p)2 −m2 + iε
(−im)γ5) =

= −e2m
∫

d4k

(2π)4
Tr

(��k +m)γµ(��k − �q +m)γν(��k − �p+m)γ5
(k2 −m2 + iε)((k − q)2 −m2 + iε)((k − p)2 −m2 + iε)

(12)

A2 = −e2m
∫

d4k

(2π)4
Tr

(��k +m)γν(��k − �p+ �q +m)γµ(��k − �p+m)γ5
(k2 −m2 + iε)((k − p+ q)2 −m2 + iε)((k − p)2 −m2 + iε)

(13)

Âû÷èñëèì ñëåäû îò ÷èñëèòåëåé ýòèõ âûðàæåíèé. Èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî

Tr(γµγνγργσγ5) = −4iεµνρσ (14)

à âêëàäû îò ïðîèçâåäåíèé ñ äðóãèì êîëè÷åñòâîì îáû÷íûõ ãàììà ìàòðèö ðàâíû íóëþ.
Ïîýòîìó ÷èñëèòåëü â A1 ðàâåí:

− e2m2(−4i)[kα(k − q)βεαµβν + kα(k − p)δεαµνδ + (k − q)β(k − p)δεµβνδ] =

= 4ie2m2[−kαqβεαµβν − kαpδεαµνδ − kβpδεµβνδ + qβpδεµβνδ − kδqβεµβνδ] = 4ie2m2qβpδεµβνδ
(15)

×èñëèòåëü â A2:

−e2m2(−4i)[kα(k−p+q)βεαµβν+kα(k−p)δεαµνδ+(k−p+q)β(k−p)δεµβνδ] = 4ie2m2qβpδεµβνδ
(16)

Òåïåðü, åñëè áû ìû áûëè çàèíòåðåñîâàíû â òî÷íûõ âûðàæåíèÿx äëÿ A1 è A2, íàì
íóæíî áû áûëî ââåñòè ôåéíìàíîâñêèå ïàðàìåòðû, ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî íîâîìó èì-
ïóëüñó l, à çàòåì è ïî ôåéíìàíîâñêèì ïàðàìåòðàì. Íî íàøà çàäà÷à ïðîùå. Ïîñêîëüêó
íàñ èíòåðåñóåò ýôôåêòèâíûé ëàãðàíæèí ñèñòåìû â ïîñòîÿííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå
è ïðè ïîñòîÿííîì êèðàëüíîì õèìïîòåíöèàëå, òî èç âñåãî ðàçëîæåíèÿ A1 +A2 â ðÿä ïî
èìïóëüñàì íàì íóæåí òîëüêî ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé pq. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåãðàë íàì
íóæíî âçÿòü â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî p è q. Ïîñëå ââåäåíèÿ ôåéíìàíîâñêèõ ïàðàìåòðîâ
íîâûé èìïóëüñ îáîçíà÷èì l.

A1 = 4ie2m2qβpδεµβνδ

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)

∫
2d4l

(l2 −∆ + iε)3(2π)4
=

= 4ie2m2qβpδεµβνδ
−2i

2(4π)2

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz
1

∆
=
e2m2

4π2
qβpδεµβνδ

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz
1

∆

(17)

Ïîñêîëüêó ∆ = m2 + o(1), èíòåãðàë ïî y è z äà¼ò â èíòåðåñóþùåì íàñ ïîðÿäêå ìíîæè-
òåëü 1

m2 , è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

A1 =
e2qβpδεµβνδ

4π2
(18)

A1 + A2 =
e2qβpδεµβνδ

2π2
(19)
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Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëíîå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû äâà ôîòîíà � àêñèîí
èìååò âèä:

−e2

2π2
(−iqβ)(−ipδ)ε∗µ(q)ε∗ν(p− q)εµβνδ (20)

È îòñþäà ìû íàõîäèì, ÷òî àíîìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà ðàâíà:

Lanom =
e2

8π2
FµνAρ∂σaε

µνρσ (21)

Âû÷èñëèì òîê, âûçâàííûé íàëè÷èåì ýòîé äîáàâêè. Çàìåòèì, ÷òî:

δLanom
δAρ

=
e2

8π2
εµνρσFµν∂σa (22)

δLanom
δ(∂µAρ)

=
e2

4π2
εµραβAα∂βa (23)

∂µ
δLanom
δ(∂µAρ)

=
e2

4π2
εµραβ∂µAα∂βa+

e2

4π2
εµραβAα∂µ∂βa =

e2

8π2
εµραβFµα∂βa (24)

Ïîýòîìó ïîëíàÿ ïîïðàâêà ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ðàâíà:

e2

8π2
(εµνρσFµν∂σa− εµραβFµα∂βa) =

e2

4π2
εµνρσFµν∂σa (25)

È ¾óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà¿ ïðèíèìàþò âèä:

∂µF
µρ +

e2

4π2
εµνρσFµν∂σa = jρ (26)

Ò.ê. ðå÷ü èä¼ò î ñèñòåìå â ïîñòîÿííîì âíåøíåì ïîëå, îíè äàþò íàì âûðàæåíèå äëÿ
àíîìàëüíîãî òîêà:

jρ =
e2

4π2
εµνρσFµν∂σa (27)

Â äàííîì ñëó÷àå ∂0a = µ5, è, ïîëîæèâ B íàïðàâëåííûì âäîëü îñè z, ìû ïîëó÷àåì
óæå ïðèâû÷íîå íàì âûðàæåíèå:

j3 =
e2

4π2
2ε1230F12∂0a =

e2µ5

2π2
B (28)

5 Êèðàëüíûé ìàãíèòíûé ýôôåêò: êèðàëüíàÿ êèíåòè-

÷åñêàÿ òåîðèÿ

Ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé îáñóæäàòü ïîäîáíûå ýôôåêòû â îòñóòñòâèèå òåðìîäèíàìè÷å-
ñêîãî ðàâíîâåñèÿ � êèðàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ. [4] Îñîáåííûé èíòåðåñ îí ïðåä-
ñòàâëÿåò åù¼ è ïîòîìó, ÷òî â í¼ì êèðàëüíûé ìàãíèòíûé ýôôåêò âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ
íàëè÷èþ êðèâèçíû Áåððè äëÿ âåéëåâñêèõ ôåðìèîíîâ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî
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óêàçûâàåò íà íàëè÷èå ãëóáîêîé ñâÿçè ìåæäó àêñèàëüíîé àíîìàëèåé è ìîíîïîëåì Áåððè
(ïðî ñâÿçü ìåæäó àêñèàëüíîé àíîìàëèåé è ìîíîïîëåì Áåððè ñì. [4], [16]). Ìû áóäåì
ðàáîòàòü ñ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì

df

dt
≡ ∂f

∂t
+
∂f

∂x
ẋ +

∂f

∂p
ṗ = C[f ] (29)

Çäåñü f(t, x, p) � ýòî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ðåæèì, â êî-
òîðîì ñòîëêîâåíèÿ ðåäêè, à ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè äâèæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü êëàññè-
÷åñêèì. Â äàëüíåéøåì ñòîëêîíîâåíèÿ íàñ âîîáùå íå áóäóò èíòåðåñîâàòü è ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî C[f ] = 0.

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí äëÿ áåçìàññîâîé âåéëåâñêîé ÷àñòèöû âèäà:

H = σp (30)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âîcïîëüçóåìñÿ ôîðìàëèçìîì ôåéí-
ìàíîâñêîãî èíòåãðàëà. Çàïèøåì àìïëèòóäó ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ ñî ñïèíîì i â ñîñòî-
ÿíèå ñî ñïèíîì f çà íåêîòîðîå âðåìÿ.

〈f | eiH(tf−ti) | i〉 =

[∫
DxDpP exp

{
i

∫ tf

ti

(pẋ− σp)dt

}]
fi

(31)

Ýòà çàïèñü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ìû áåð¼ì óïîðÿäî÷åííîå âäîëü ïóòè ïðîèçâåäåíèå ìàò-
ðèö exp{−iσp∆t} è èíòåãðèðóåì ïî âñåì ïóòÿì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå x(t), p(t). Áåç-
ìàññîâûå ÷àñòèöû, êîòîðûå ìû îïèñûâàåì, èìåþò îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå ñïèðàëüíîñòè
(ñîñòîÿíèÿì ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñïèðàëüíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò àíòè÷àñòèöû). Ïîýòîìó
÷òîáû ïîíÿòü, êàê óñòðîåíî äâèæåíèå ÷àñòèö, íàì íóæíî ïîëó÷èòü ìàòðèöó ïåðåõîäà
â ñïèðàëüíîì áàçèñå.

Ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ÷àñòèö ñî âíåøíèìè ïîëÿìè îïåðàòîð ýâîëþ-
öèè äèàãîíàëåí â ñïèðàëüíîì áàçèñå (è èç äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò áåç òðóäà ïîëó÷àåì
äåéñòâèå, îïèñûâàþùåå ïîâåäåíèå ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö � ñîñòîÿíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé
è îòðèöàòåëüíîé ñïèðàëüíîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåõîäèòü ê êëàñ-
ñè÷åñêîìó ïðåäåëó â ïðèñóòñòâèè âíåøíèõ ïîëåé, íóæíî, ÷òîáû íåäèàãîíàëüíûå êîì-
ïîíåíòû ïîä ýêñïîíåíòîé áûëè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äèàãîíàëüíûìè. Íàïðèìåð, ïðè
íàëè÷èè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî e|B| � |p|2.

Ìû ìîæåì ïðîèçâåñòè ïåðåõîä ê ñïèðàëüíîìó áàçèñó â êàæäîé òî÷êå ñ ïîìîùüþ
óíèòàðíîé ìàòðèöû Vp, òàêîé, ÷òî:

V†pσpVp = |p|σ3 (32)

Åñëè èìïóëüñû â äâà ñîñåäíèõ ìîìåíòà âðåìåíè t1 è t2 ðàâíû p1 è p2 ñîîòâåòñòâåííî, òî
ìû ìîæåì âñòàâèòü â íàøå âûðàæåíèå â ôåéíìàíîâñêîì èíòåãðàëå åäèíè÷íûå ìàòðèöû
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

. . .Vp2V
†
p2

exp{−iσp2∆t}Vp2V
†
p2
×Vp1V

†
p1

exp{−iσp1∆t}Vp1V
†
p1
· · · =

= . . .Vp2 exp{−i|p2|σ3∆t}V†p2
Vp1 exp{−i|p1|σ3∆t}V†p1

. . .
(33)
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Åñëè ðàçíèöà ìåæäó èìïóëüñàìè ∆p = p2 − p1 ìàëà, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü âîçíèêà-
þùåå ìåæäó ýêñïîíåíòàìè óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

V†p2
Vp1 = V†p2

(Vp2+Vp1−Vp2) = 1+V†p2
(Vp1−Vp2) ≈ 1−∆pV†p∇pVp ≈ exp(−iâp∆p)

(34)
ãäå âp � ýòî ýðìèòîâ îïåðàòîð 2× 2 âèäà:

âp = −iV†p∇pVp (35)

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü èíòåðåñóþùóþ íàñ àìïëèòóäó
ïåðåõîäà â ñëåäóþùåì âèäå:

〈f | eiH(tf−ti) | i〉 =

[
Vpf

∫
DxDpP exp

{
i

∫ tf

ti

(pẋ− |p|σ3 − âpṗ)dt

}
V†pi

]
fi

(36)

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íàì íóæíî ïîíÿòü, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò íàáîð ìàò-
ðèö âp. Åñëè ñðàâíèòü óðàâíåíèå íà âp ñ îïðåäåëåíèåì ñâÿçíîñòè Áåððè â èìïóëüñíîì
ïðîñòðàíñòâå (ãäå ìû ðàññìàòðèâàåì èìïóëüñ êàê ïàðàìåòð, îò êîòîðîãî çàâèñÿò ñîá-
ñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà), òî íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî:

âp,i =

(
−A+,i 0

0 −A−,i

)
(37)

ãäå èíäåêñ i íóìåðóåò ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû, A± � ñâÿçíîñòü Áåððè äëÿ ñîñòî-
ÿíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé/îòðèöàòåëüíîé ñïèðàëüíîñòüþ. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå [âp]11 ≡ ap.
Òîãäà, èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ ñâÿçíîñòè Áåððè â èìïóëüñíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïîëó÷àåì:

ap = −A+ =
1

2|p|(|p| − p3)
(p2,−p1, 0) (38)

b ≡ ∇p × ap =
p̂

2|p|2
, p̂ =

p

|p|
(39)

Ýòîò ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå
ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

I =

∫ tf

ti

(pẋ + eAẋ− eΦ− |p| − apṗ)dt (40)

ãäå e � çàðÿä ÷àñòèöû.
Ïðîâàðüèðóåì ýòî äåéñòâèå ïî x(t) è p(t):

δI =

∫ tf

ti

[(δp)·ẋ+p·(δẋ)+eA·(δẋ)+eẋ∂iA·(δxi)−e∂iΦ·(δxi)−
p

|p|
·(δp)−ap·(δṗ)−ṗ∂iap·(δpi)]dt

(41)
Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì:
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δI =

∫ tf

ti

(δpi)(ẋi − p̂i − ṗ∂iap)dt+

∫ tf

ti

(δxi)(−ṗi − eȦi − eẋ∂iA− e∂iΦ)dt (42)

Îòñþäà ëåãêî íàõîäèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

ẋ = p̂ + ṗ× b (43)

ṗ = −eȦ− e∇Φ + eẋ×B = e(E + ẋ×B) (44)

Âèäíî, ÷òî â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âñå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå
ñ íàëè÷èåì ôàçû Áåððè, ïðîïàäàþò, ïîñêîëüêó ṗ = 0. Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ,
ïîëó÷àåì:

ẋ = p̂ + ṗ× b = p̂ + e(E + ẋ×B)× b = p̂ + eE× b− eẋ (b ·B) + eB (b · ẋ) (45)

Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì:

√
Gẋ = p̂ + eE× b + eB (b · p̂) (46)

√
Gṗ = eE + ep̂×B + e2b (E ·B) (47)

ãäå
√
G = 1 + ebB. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè óðàâíåíèÿ â (29) ìîæíî íàéòè îêîí÷àòåëüíîå óðàâ-

íåíèå íà ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.
Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êèðàëüíîãî ìàã-

íèòíîãî ýôôåêòà.
Åñòåñòâåííûì áûëî áû íà÷àòü ñ íàïèñàíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö (òåîðåìà

Ëèóâèëëÿ). Îäíàêî çäåñü íàì ñòîèò áûòü àêêóðàòíûìè: äëÿ äàííîé ñèñòåìû êîîðäèíà-
òû xi è pi íå ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè, è ôàçîâûé îáú¼ì d3xd3p/(2π3) íå ñîõðàíÿåòñÿ.

Áîëåå ¾ïðàâèëüíûì¿ îáú¼ìîì â äàííîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûé îáúåì
√
Gd3xd3p/(2π3).

Ìîæíî ïîêàçàòü [5] (ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà), ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò óðàâåíèþ
Ëèóâèëëÿ ñ èñòî÷íèêîì:

∂

∂t

√
G+

∂

∂x
(
√
Gẋ) +

∂

∂p
(
√
Gṗ) = 2πe2E ·Bδ3(p) (48)

Èñòî÷íèê â ïðàâîé ÷àñòè âîçíèêàåò èç-çà ìîíîïîëÿ Áåððè: ∇p · b = 2πδ3(p).
Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà èìååò âèä:

j = e

∫
d3p

(2π)3

√
Gf ẋ (49)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà óðàâíåíèå íà ẋ, ïîëó÷àåì:

j = e

∫
d3p

(2π)3
f p̂ + e2E×

∫
d3p

(2π)3
fb + e2B

∫
d3p

(2π)3
f p̂ · b (50)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå - ýòî îáû÷íîå âûðàæåíèå äëÿ òîêà, âòîðîå - àíîìàëüíûé õîëëîâ-
ñêèé òîê. Îáà îíè îáðàùàþòñÿ â íîëü äëÿ ñîñòîÿíèé ñ èçîòðîïíûì ðàñïðåäåëåíèåì

9



èìïóëüñà, íàïðèìåð â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. À âîò ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå - ýòî èíòåðåñó-
þùåå íàñ âûðàæåíèå äëÿ íåðàâíîâåñíîãî ÊÌÝ.

Ïîñìîòðèì, êàêîé îòâåò ïîëó÷èòñÿ, åñëè âû÷èñëèòü çíà÷åíèå òîêà äëÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ôåðìè-Äèðàêà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Îáîçíà÷èì E = |p|. Òîãäà èìååì:

jCME = e2B

∫
d3p

(2π)3
f p̂ · b = e2B

∫
d3p

(2π)3
f

2|p|2
=

e2B

(2π)2

∫ ∞
0

f(E)dE (51)

Â èíòåðåñóþùåé íàñ ñèòóàöèè ïîëó÷àåì:

jCME =
e2µB

(2π)2
(52)

Îòëè÷èå îòâåòà â äâà ðàçà è òî, ÷òî â í¼ì ôèãóðèðóåò µ, íå äîëæíî íàñ ñìóùàòü,
ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ âåéëåâñêèìè ÷àñòèöàìè, è â äàííîì ñëó÷àå µ � ýòî àíàëîã
µ5.

6 Êèðàëüíàÿ ìàãíèòíàÿ âîëíà

Îäíèì èç èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé íàëè÷èÿ â êâàðê-ãëþîííîé ïëàçìå â ñîñòîÿíèè äå-
êîíôàéíìåíòà âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå êèðàëüíîãî ìàãíèòíîãî ýôôåêòà è ýôôåê-
òà ðàçäåëåíèÿ êèðàëüíîãî çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå êîëëåêòèâíîãî âîçáóæäåíèÿ
íîâîãî òèïà, êîòîðîå íàçûâàþò êèðàëüíîé ìàãíèòíîé âîëíîé (ïîñêîëüêó äëÿ å¼ âîç-
íèêíîâåíèÿ íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü ìàãíèòíîå ïîëå). [3] Ýòà âîëíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è àêñèàëüíîãî çàðÿäà.

Ýôôåêò ðàçäåëåíèÿ êèðàëüíîãî çàðÿäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â ïðèñóòñòâèè
âíåøíåãî ìàãíèòíîãî âîçíèêàåò ïëîòíîñòü àêñèàëüíîãî òîêà, ðàâíàÿ (ñì. [8])

j5 =
e2µ

2π2
B (53)

Ïîÿñíèòü íà ïàëüöàõ, ïî÷åìó âîçíèêàåò âîëíà òàêîãî òèïà, ìîæíî òàê. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî â êàêîé-òî òî÷êå âîçíèêëà ôëóêòóàöèÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà. Ýòî
êîëåáàíèå ïðèâåä¼ò ê ëîêàëüíûì êîëåáàíèÿì ïëîòíîñòè àêñèàëüíîãî òîêà (ïî ôîðìóëå
äëÿ ýôôåêòà ðàçäåëåíèÿ êèðàëüíîãî çàðÿäà). Èç-çà ýòîãî âîçíèêíóò êîëåáàíèÿ ïëîò-
íîñòè êèðàëüíîãî çàðÿäà, êîòîðûå ïðèâåäóò ê âîçíèêíîâåíèþ êîëåáàíèé ïëîòíîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà. Îíè â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâåäóò ê ïðîñòðàíñòâåííûì êîëåáàíèÿì
ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âîëíà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ
ñîáîé âçàèìîñâÿçàííûå êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è àêñèàëüíîãî çàðÿäîâ.
Ýòî äëèííîâîëíîâàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäà, äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîòîðîé
âûãëÿäèò êàê äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ çâóêîâîé âîëíû:

ω = ∓vχk − iDLk
2 + . . . (54)

Âûâåäåì óðàâíåíèå äëÿ êèðàëüíîé ìàãíèòíîé âîëíû. Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ïîíèìàòü
ïîä j íå ñàìè ïëîòíîñòè òîêà, à ïëîòíîñòè òîêà, ïîäåë¼ííûå íà ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä.
Ýòî áóäåò óäîáíî òåì, ÷òî òîãäà ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä íå âõîäèò â âûðàæåíèå j0 ÷åðåç
ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ ÊÌÝ è ÝÐÊÇ â ìàòðè÷íîì âèäå:
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(
~jV
~jA

)
=
e ~B

2π2

(
0 1
1 0

)(
µV
µA

)
(55)

Íàñ èíòåðåñóþò ëèíåàðèçîâàííûå êîëåáàíèÿ jA è jV . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëàçìà íåé-
òðàëüíà, è ìû èìååì äåëî òîëüêî ñ ìàëûìè êîëåáàíèÿìè âáëèçè íóëÿ. Çàïèøåì ëèíåé-
íîå ðàçëîæåíèå õèìïîòåíöèàëîâ ïî j0A è j0V .(

µV
µA

)
=

(
∂µV
∂j0V

∂µV
∂j0A

∂µA
∂j0V

∂µA
∂j0A

)(
j0V
j0A

)
+O

(
(j0)2

)
=

(
αV V αV A
αAV αAA

)(
j0V
j0A

)
+O

(
(j0)2

)
(56)

Çàìåòèì, ÷òî

µi =
∂F
∂j0i

(57)

ãäå F � ýòî ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà, ñîñòî-
ÿùàÿ èç α èìååò ñëåäóþùèé âèä:

αij =
∂2F
∂j0i ∂j

0
j

(58)

Åñëè ìû èìååì äåëî ñ P-÷¼òíîé ÊÕÄ, òî αAV = αV A = 0 â íåéòðàëüíîé ïëàçìå (ò.ê.
ïðè P-ïðåîáðàçîâàíèè ìåíÿþò çíàê). Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî αV V = αAA = α.
(Ýòî ïðèáëèæåíèå áóäåò õîðîøî ðàáîòàþùèì â êèðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ôàçå). Òîãäà
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî: (

~jV
~jA

)
=
e ~Bα

2π2

(
0 1
1 0

)(
j0V
j0A

)
(59)

Äèàãîíàëèçóåì ýòó ñèñòåìó, ïåðåéäÿ ê êèðàëüíîìó áàçèñó:

jµL ≡
1

2
(jµV − j

µ
A) , jµR ≡

1

2
(jµV + jµA) (60)

Ïîñëå ÷åãî ïðèõîäèì ê äâóì íåçàâèñèìûì ñîîòíîøåíèÿì:

~jL,R = ±
(
e ~Bα
2π2

)
j0L,R (61)

ãäå çíàê çàâèñèò îò êèðàëüíîñòè òîêà, î êîòîðîì èä¼ò ðå÷ü. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå âåð-
íî â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà õèìïîòåíöèàë ìåíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî
è ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äèôôóçèåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèéòè ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ, ïîä-
ñòàâèì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ â çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà ∂µj

µ
L,R = 0. Òîãäà, åñëè ïîëå

B íàïðàâëåíî âäîëü îñè z, ìû ïîëó÷àåì:

(∂0 ±
e ~Bα

2π2
∂3)j

0
R,L = 0 (62)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âîëíû, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ êîòîðûõ ðàâíà:

vχ =
eBα

2π2
=
eB

4π2

(
∂µL
∂j0L

)
=
eB

4π2

(
∂µR
∂j0R

)
(63)

ïðè÷¼ì êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè ïðàâûõ ÷àñòèö ðàñïðîñòàíÿþòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ, à ëåâûå � ïðîòèâ.
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7 Êèðàëüíûé âðàùàòåëüíûé ýôôåêò è êèðàëüíàÿ âðà-

ùàòåëüíàÿ âîëíà

Êèðàëüíûå âðàùàòåëüíûå ýôôåêòû - îäíè èç ýôôåêòîâ-ðîäñòâåííèêîâ êèðàëüíîãî ìàã-
íèòíîãî ýôôåêòà è ýôôåêòà ðàçäåëåíèÿ êèðàëüíîãî çàðÿäà. Çàêëþ÷àþòñÿ îíè â ñëå-
äóþùåì: âî âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω ïëàçìå âîçíèêàþò ýëåêòðè÷åñêèé è
àêñèàëüíûé òîêè, ïàðàëëåëüíûå ω è ðàâíûå:

JV =
1

π2
µµ5ω (64)

JA = [
1

6
T 2 +

1

2π2
(µ2 + µ2

5)]ω (65)

Ýòè ýôôåêòû ñâÿçàíû ñ ãðàâèòàöèîííîé àíîìàëèåé (òàê æå, êàê ÊÌÝ è ÝÐÊÇ
ñâÿçàíà ñ àêñèàëüíîé). Îäíàêî åñòü äâà (òî÷íåå, êàê ìèíèìóì äâà) ñïîñîáà óâèäåòü,
÷òî ïî ñóòè ýòî î÷åíü ïîõîæèå ýôôåêòû.

Ïåðâûé ñïîñîá ñâÿçàí ñ òðåóãîëüíûìè äèàãðàììàìè ñ âåðøèíàìè jµ5 , eAνψ̄γ
νψ è

µuνψ̄γ
νψ (äëÿ ÊÌÝ) è jµ5 , µuνψ̄γ

νψ è µuνψ̄γ
νψ (äëÿ ÊÂÝ). Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü

çäåñü ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ, îäíàêî çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷èå â 2 ðàçà â ÷èñëîâûõ
êîýôôèöèåíòàõ â âûðàæåíèÿõ äëÿ ÊÌÝ è ÊÂÝ ñâÿçàíî ñ ñèììåòðè÷íîñòüþ òðåóãîëü-
íîé äèàãðàììû äëÿ ÊÂÝ. [10]

Âòîðîé ñïîñîá ïðèõîäèò èç êèðàëüíîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè. Ðàññìîòðèì êóñî÷åê
æèäêîñòè, äâèæóùèéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû
îòñ÷¼òà. Òîãäà â ëèíåéíîì ïîðÿäêå ïî ω óðàâíåíèå íà èìïóëüñ ïðèîáðåòàåò âèä (ïî
ñóòè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ñèëà Êîðèîëèñà):

ṗ = 2|p|ẋ×ω +O(ω2) (66)

Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ ýòîé ñèëû ýêâèâàëåíòåí ðåçóëüòàòó âîçäåéñòâèÿ
¾ìàãíèòíîãî ïîëÿ¿, ðàâíîãî B = 2|p|ω

e
. Ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè èç ðàçäåëà 5,

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè-Äèðàêà: [4]

jCV E = ω

∫
2d3p

(2π)3
f p̂ · b|p| = ω

∫
d3p

(2π)3
f

|p|
=

ω

4π2

∫ ∞
0

f(E)2EdE =
µ2ω

(2π)2
(67)

Êðîìå òîãî, âî âðàùàþùåéñÿ ïëàçìå âîçíèêàåò ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ áåñùåëåâàÿ ìî-
äà, ïîõîæàÿ íà êèðàëüíóþ ìàãíèòíóþ âîëíó - êèðàëüíàÿ âðàùàòåëüíàÿ âîëíà. [6]

8 Àíàëîã êèðàëüíîãî ìàãíèòíîãî ýôôåêòà äëÿ òåíçîð-

íîãî ïîëÿ

Çàäà÷à, êîòîðóþ ìû õîòèì ðåøèòü, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íàéòè è èçó÷èòü ýôôåêòû,
àíàëîãè÷íûå êèðàëüíîìó ìàãíèòíîìó ýôôåêòó, â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî òåíçîðíîãî
ïîëÿ Habc (ïîòåíöèàëîì äëÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîëå Bab).
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Äëÿ ýòîãî ìû âû÷èñëÿåì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äëÿ òðåóãîëüíîé äèàãðàììû, ãäå âåð-
øèíû âîçíèêàþò èç ÷ëåíîâ ψσabψ, ψγdψ è ψψ. Èìïóëüñû ìåæäó âåðøèíàìè ðàâíû p,
p+t è p+k. (k � ýòî èìïóëüñ ïîëÿHabc, t� èìïóëüñ ôîòîíà). Òîãäà èñêîìûé ìàòðè÷íûé
ýëåìåíò ïðèîáðåòàåò âèä:∫

d4p

(2π)4
Tr(σabi �p+m

p2 −m2 + iε
γdi �p+ �t+m

(p+ t)2 −m2 + iε
mi �p+��k +m

(p+ k)2 −m2 + iε
) (68)

Èñïîëüçóåì òåõíèêó ôåéíìàíîâñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ çíàìåíàòåëÿ.

1

(p2 −m2 + iε)((p+ t)2 −m2 + iε)((p+ k)2 −m2 + iε)
=

1∫
0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)
2

D3

(69)
ãäå

D = x(p2 −m2 + iε) + y((p+ t)2 −m2 + iε) + z((p+ k)2 −m2 + iε) =

= p2 −m2 + 2ypt+ 2zpk + yt2 + zk2 + iε
(70)

Ìû îïðåäåëÿåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

q = p+ ty + zk (71)

÷òîáû âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàò:

D = q2 −∆ + iε (72)

ãäå
∆ = m2 + 2yztk − (y − y2)t2 − (z − z2)k2 (73)

Ïðåæäå ÷åì âûðàæàòü ÷èñëèòåëü ÷åðåç íîâûå ïåðåìåííûå, âû÷èñëèì âñå ñëåäû.
×èñëèòåëü èìååò âèä:

pc(p+ t)e(p+ k)fTr([γ
a, γb]γcγdγeγf ) +m2pcTr([γ

a, γb]γcγd)

+m2(p+ t)eTr([γ
a, γb]γdγe) +m2(p+ k)fTr([γ

a, γb]γdγf )
(74)

Çäåñü åñòü äâå ÷àñòè: ñîäåðæàùàÿ ñëåä øåñòè ãàììà ìàòðèö è âñ¼ îñòàëüíîå. Íà÷í¼ì
ñ ïåðâîé ÷àñòè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî:

Tr(γaγbγcγdγeγf ) = 4[gab(gcdgef − gcegdf + gcfgde)− gac(gbdgef − gbegdf + gbfgde)

+ gad(gbcgef − gcegbf + gcfgbe)− gae(gcdgbf − gbcgdf + gcfgbd) + gaf (gcdgbe − gcegbd + gbcgde)]
(75)

Â âûðàæåíèè [γa, γb]γcγdγeγf ñëàãàåìûå, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè
a− b, èñ÷åçíóò, à àíòèñèììåòðè÷íûå óäâîÿòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî:

Tr([γa, γb]γcγdγeγf ) = 8[−gac(gbdgef + gbfgde) + gad(gbcgef + gcfgbe)

− gae(gcdgbf + gcfgbd) + gaf (gcdgbe + gbcgde)]
(76)
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Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ïåðâóþ ÷àñòü ÷èñëèòåëÿ ïîäûíòå-
ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ:

8[(p+ t)(p+ k)[gadpb − gbdpa] + p(p+ k)[gad(p+ t)b − gbd(p+ t)a]+

+ (p+ t)d[pb(p+ k)a − pa(p+ k)b] + pd[(p+ k)a(p+ t)b − (p+ k)b(p+ t)a]]
(77)

Óïðîùàÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

8[gad[pb(2p2 + 2pk + tp+ tk) + tb(p2 + pk)]− gbd[pa(2p2 + 2pk + tp+ tk) + ta(p2 + pk)]+

pd[2(kapb − kbpa) + patb − pbta + (katb − kbta)] + td[kapb − kbpa]]
(78)

Âòîðàÿ æå ÷àñòü ÷èñëèòåëÿ, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ñëåäû îò ÷åòûð¼õ ãàììà ìàòðèö, ðàâíà:

8m2[(−gacgbd + gadgbc)pc + (−gadgbe + gaegbd)(p+ t)e + (−gadgbf + gafgbd)(p+ k)f ] =

= 8m2[−gad(pb + tb + kb) + gbd(pa + ta + ka)]
(79)

Ïîëíîå âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëèòåëÿ:

8m[gad[pb(2p2 + 2pk + tp+ tk −m2) + tb(p2 + pk −m2)− kbm2]−
− gbd[pa(2p2 + 2pk + tp+ tk −m2) + ta(p2 + pk −m2)− kam2]+

+ pd[2(kapb − kbpa) + patb − pbta + (katb − kbta)] + td[kapb − kbpa]]
(80)

Òåïåðü íàì íóæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé:

p = q − ty − zk (81)

Ìû ìîæåì óïðîñòèòü âûðàæåíèå, êîòîðîå ïîëó÷èòñÿ (çàìåíèòü åãî íà äðóãîå, ïðèâî-
äÿùåå ê òàêîìó æå îòâåòó), èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ôàêòû:∫

d4q

(2π)4
qa

D3
= 0 (82)

∫
d4q

(2π)4
qaqb

D3
=

∫
d4q

(2π)4

1
4
gabq2

D3
(83)∫

d4q

(2π)4
qaqbqc

D3
= 0 (84)

Êîýôôèöèåíò ïåðåä q2 ðàâåí:

8m(gad[−3zkb + tb(
3

2
− 3y)]− gbd[−3zka + ta(

3

2
− 3y)]) (85)

Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå:

gad[(−ytb − zkb)(2yztk − 2ytk − 2zk2 − yt2 − ztk + tk −m2)+

+ tb(yztk − ytk − zk2 −m2)− kbm2]−
− gbd[(−yta − zka)(2yztk − 2ytk − 2zk2 − yt2 − ztk + tk −m2)+

+ ta(yztk − ytk − zk2 −m2)− kam2]+

+ ytd(takb − katb) + (ytd + zkd)(2y + z − 1)(katb − takb)

(86)
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Ìû âèäèì, ÷òî äàííûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ðàñõîäèòñÿ è ÷òî îí íå óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ ïîïåðå÷íîñòè. Ïîñìîòðèì, ñõîäèòñÿ ëè ïîïåðå÷íàÿ ÷àñòü. Äëÿ ýòîãî ôîð-
ìàëüíî ñâåðí¼ì ðàñõîäÿùóþñÿ ÷àñòü ïî èíäåêñó d ñ ïðîåêòîðîì Πc

d = tctd
t2
− gcd, à çà-

òåì ïî èíäåêñó c ñ ïðîåêòîðîì Πd
c = tdtc

t2
− gdc . Çàêîíîìåðíî íà ìåñòå gad âîçíèêàåò

gad − tatd

t2
Ïîëó÷àåì:

8m((gad − tatd

t2
)[−3zkb + tb(

3

2
− 3y)]− (gbd − tbtd

t2
)[−3zka + ta(

3

2
− 3y)]) (87)

Âèäèì, ÷òî âûäåëåíèå ïîïåðå÷íîé ÷àñòè äèàãðàììû íå ñïàñàåò íàñ îò ðàñõîäèìîñòè.
Íî ãëàâíàÿ ïðîáëåìà � ýòî îòñóòñòâèå ïîïåðå÷íîñòè.

Ñ àíàëîãè÷íûìè ïðîáëåìàìè ìû ñòàëêèâàåìñÿ è ïðè âû÷èñëåíèè íåìíîãî äðóãîé
äèàãðàììû, ãäå âìåñòî òåíçîðíîãî ïîëÿ � ïñåâäîòåíçîðíîå.

Âûðàæåíèå äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà èìååò âèä:

e

∫
d4p

(2π)4
Tr(γ5[γa, γb](γcpc +m)γd(γe(p+ t)e +m)(γf (p+ k)f +m))

(p2 −m2 + iε)((p+ t)2 −m2 + iε)((p+ k)2 −m2 + iε)
(88)

×èñëèòåëü ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ñ ÷åòûðüìÿ è ñ øåñòüþ ãàììàìè. Ïåðâàÿ ÷àñòü
ðàâíà:

−8im2(εabcdpc + εabde(p+ t)e + εabdf (p+ k)f ) = −8im2εabde(p+ t+ k)e (89)

Äëÿ âòîðîé ÷àñòè íàì ïîíàäîáèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ Tr(γ5[γa, γb]γcγdγeγf ). Âîñïîëüçó-
åìñÿ òåì, ÷òî

Tr(γ5γaγbγcγdγeγf ) = 4i(−εabcdgef + εabcegdf − εabcfgde− εcdefgab + εbdefgac− εadefgbc) (90)

Ïîýòîìó:

Tr(γ5[γa, γb]γcγdγeγf ) = −8i(εabcdgef − εabcegdf + εabcfgde − εbdefgac + εadefgbc) (91)

È âòîðîå ñëàãàåìîå â ÷èñëèòåëå ðàâíî:

− 8i[εabcdpc(p+ t)(p+ k)− εabcepc(p+ t)e(p+ k)d + εabcfpc(p+ k)f (p+ t)d−
− εbdef (p+ t)e(p+ k)fp

a + εadef (p+ t)e(p+ k)fp
b] = −8i[εabcdpc(p

2 + tp+ kp+ tk)−
− εabcepcte(p+ k)d + εabcfpckf (p+ t)d + (εadefpb − εbdefpa)(p+ t)e(p+ k)f ]

(92)

Âåñü ÷èñëèòåëü:

− 8i[εabcd[pc(p
2 + tp+ kp+ tk)−m2(p+ t+ k)c]− εabcepcte(p+ k)d + εabcfpckf (p+ t)d+

+ (εadefpb − εbdefpa)(p+ t)e(p+ k)f ]
(93)

Òåïåðü ââîäèì ôåéíìàíîâñêèå ïàðàìåòðû è äåëàåì çàìåíó

p = q − ty − zk (94)

Êîýôôèöèåíò ïåðåä q2 (ïîñëå óïðîùåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ òîãî, ÷òî â ïîäûíòåãðàëüíîì
âûðàæåíèè ìîæíî çàìåíÿòü qaqb íà 1

4
q2gab):

−2iεabcd(kc(2− 2z)− 2ytc) (95)

Âèäèì, ÷òî ïðîáëåìà ñ íåïîïåðå÷íîñòüþ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà åñòü è çäåñü.
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