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1 Введение

Киральные эффекты возникают в разных областях применения кван-
товой теории поля. Например, в кварк-глюонной плазме в физике
высоких энергий и в Вейлевских полуметаллах и Дираковских ме-
таллах в физике конденсированного состояния [1]. Киральные эф-
фекты есть макроскопические проявления киральной аномалии, ко-
торая заключается в несохранении на квантовом уровне аксиально-
го тока безмассовых фермионов. Одним из примеров является ки-
ральный магнитный эффект (КМЭ), ток вдоль магнитного поля в
равновесии:

𝑗𝑒𝑙𝜇 = 𝜎𝑀𝐵𝜇, (1.1)

где 𝑢𝜇 -4-скорость элемента жидкости, а 𝐵𝜇 = 1
2𝜖𝜇𝜈𝛼𝛽𝑢

𝜈𝐹 𝛼𝛽 - маг-
нитное поле в системе покоя. Впервые этот эффект был получен
как линейный отклик свободных фермионов на внешнее поле [2]. Но
затем выведен в гидродинамике как прямое следствие аномального
несохранения тока [3]. В обоих случая

𝜎𝑀 =
𝑒2𝜇5
2𝜋2

, (1.2)

где 𝜇5 = 𝜇𝐿 − 𝜇𝑅 - химический потенциал по киральному заряду.
Примечательным свойством киральных эффектов является бездис-
сипативность. Проще всего это можно увидеть, обратив время в обе-
их частях равенства (1.1). Для обыкновенной проводимости (⃗𝑗𝑒𝑙 =

𝜎𝐸�⃗�) обе части равенства имеют разную временную четность поэто-
му 𝜎𝐸 → −𝜎𝐸, но знак проводимости фиксируется соотношениями
Онсагера, поэтому обыкновенная проводимость есть необратимый
диссипативный эффект. Для КМЭ четность обеих частей одинако-
ва, что по аналогии с эффектом Холла говорит о недиссипативно-
сти явления. Более явно недиссипативность видна в кинетическом
подходе к описанию киральных сред, где они возникают как след-
ствие нетривиальной фазы Берри и не связаны с наличием интегра-
ла столкновений[4].
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2 Неаномальная гидродинамика

Гидродинамика - это универсальное описание инфракрасного пове-
дения теорий. Она опирается на предложение о локальном равнове-
сии и медленном изменении параметров равновесия. Правильными
степенями свободы в гидродинамическом пределе являются локаль-
ные параметры равновесия и скорость локальной системы покоя 𝑢𝜇,
нормированной условием 𝑢𝜇𝑢

𝜇 = −1. При отсутствии сохраняющих-
ся токов локальное равновесие описывается 1 термодинамическим
потенциалом (например, температурой 𝑇 ). При наличии сохраняю-
щихся токов 𝑗𝑎𝜇 для описания равновесия необходимо добавить соот-
ветствующее количество химических потенциалов 𝜇𝑎. Для описания
динамики перечисленных степеней свободы достаточно уравнений
сохранения тензора энергии-импульса (ТЭИ) и токов (количество
степеней свободы совпадает с количеством уравнений):

𝜕𝜇𝑇
𝜇𝜈 = 0; 𝜕𝜇(𝑗

𝑎)𝜇 = 0, (2.1)

где 𝑇 𝜇𝜈 и (𝑗𝑎)𝜇 должны быть выражены через вышеупомянутые сте-
пени свободы.
В силу предположения о медленности изменения параметров равно-
весия естественным малым параметром в гидродинамике являются
градиенты термодинамических величин и локальной скорости.

2.1 Гидродинамика в нолевом порядке

В нулевом порядке по градиентам вид ТЭИ и токов фиксируется
рассмотрением системы покоя жидкости(см. [6, 27]):

𝑇 𝜇𝜈 = (𝜖+ 𝑝)𝑢𝜇𝑢𝜈 + 𝑝𝑔𝜇𝜈, (𝑗𝑎)𝜇 = 𝜌𝑎𝑢𝜇, (2.2)

где 𝜖 - плотность энергии в системе покоя, 𝑝 - давление, 𝜌𝑎 -плотность
заряда в системе покоя жидкости.

2.2 Гидродинамика в высших порядках

В высших порядках по градиентам ТЭИ и токи получают соответ-
ствующие поправки:

𝑇 𝜇𝜈 = (𝜖+ 𝑝)𝑢𝜇𝑢𝜈 + 𝑝𝑔𝜇𝜈 + 𝜏𝜇𝜈, (𝑗𝑎)𝜇 = 𝜌𝑎𝑢𝜇 + 𝜈𝜇. (2.3)
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Форма этих поправок зависит от определения системы покоя жидко-
сти. Популярным выбором является система отсчета Ландау 𝑢𝜇𝜏

𝜇𝜈 =
0, 𝑢𝜇𝜈

𝜇 = 0. В нашем рассмотрении большую роль будет играть "эн-
тропийная"система отсчета 𝑠𝜇 = 𝑠𝑢𝜇.
В системе отсчета Ландау поправки первого порядка принимают
вид:

𝜏𝜇𝜈 = −𝜂𝑃 𝜇𝛼𝑃 𝜈𝛽(𝜕𝛼𝑢𝛽 + 𝜕𝛽𝑢𝛼 −
1

2
𝑔𝛼𝛽𝜕𝜇𝑢

𝜇)− 𝜁𝑃 𝜇𝜈𝜕𝜇𝑢
𝜇, (2.4)

𝜈𝜇 = −𝜎𝑇𝑃 𝜇𝜈𝜕𝜈(𝜇/𝑇 ), (2.5)

где 𝑃 𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈 + 𝑢𝜇𝑢𝜈 - проектор на подпространство ортогональное
скорости. Соотношения Онсагера диктуют коэффициентам 𝜈, 𝜁, 𝜎
быть неотрицательными. Отличие от нуля любого из этих коэффи-
циентов приводит к производству энтропии и диссипации в среде.
Ток энтропии фиксируется неотрицательной дивергенцией[27]

𝑠𝜇 = 𝑠𝑢𝜇 − 𝜇

𝑇
𝜈𝜇. (2.6)

5



3 Аномальная гидродинамика

3.1 Гидродинамика с одним аномальным током

В присутствии внешнего ЭМ поля и аномалии гидродинамические
уравнения (2.1) перепишутся как[3]

𝜕𝜇𝑇
𝜇𝜈 = 𝐹 𝜈𝜆𝑗𝜆; 𝜕𝜇𝑗

𝜇 = 𝐶𝐸 ·𝐵. (3.1)

В этом случае обычный ток энтропии уже не отвечает неотрица-
тельной дивергенции:

𝜕𝜇(𝑠𝑢
𝜇 − 𝜇

𝑇
𝜈𝜇) = − 1

𝑇
𝜕𝜇𝑢𝜈𝜏

𝜇𝜈 − 𝜈𝜇(𝜕𝜇
𝜇

𝑇
− 𝐸𝜇

𝑇
)− 𝐶

𝜇

𝑇
𝐸 ·𝐵. (3.2)

Последнее слагаемое может придать всему выражению любой знак.
Это можно исправить рассмотрев нарушающие четность градиент-
ные поправки:

𝜈𝜇 = −𝜎𝑇𝑃 𝜇𝜈𝜕𝜈

(︁𝜇
𝑇

)︁
+ 𝜎𝐸𝜇 + 𝜉𝜔𝜇 + 𝜉𝐵𝐵

𝜇; (3.3)

𝑠𝜇 = 𝑠𝑢𝜇 − 𝜇

𝑇
𝜈𝜇 +𝐷𝜔𝜇 +𝐷𝐵𝐵

𝜇, (3.4)

где 𝜔𝜇 = 1
2𝜖

𝜇𝜈𝛼𝛽𝑢𝜈𝜕𝛼𝑢𝛽.
Рассмотрение идеальной гидродинамики однозначно фиксирует ис-
комые транспортные коэффициенты:

𝜉 = 𝐶

(︂
𝜇2 − 2

3

𝜌𝜇3

𝜖+ 𝑝

)︂
; 𝜉𝐵 = 𝐶

(︂
𝜇− 1

2

𝜌𝜇2

𝜖+ 𝑝

)︂
. (3.5)

3.2 Аномальная гидродинамика с векторным и

аксиальным токами

В более реалистичной гидродинамической модели [7]:

𝜕𝜇𝑇
𝜇𝜈 = 𝐹 𝜈𝜆𝑗𝑉𝜆 ; 𝜕

𝜇𝑗𝑉𝜇 = 0; 𝜕𝜇𝑗𝐴𝜇 = 𝐶𝐸 ·𝐵 (3.6)

аналогично получаем

𝜈𝜇𝑎 =
𝜇

2𝜋2
𝐵𝜇 +

(︂
𝜇2 + 𝜇25
2𝜋2

+
𝑇 2

6

)︂
𝜔𝜇; (3.7)

𝜈𝜇𝑣 =
𝜇5
2𝜋2

𝐵𝜇 +
𝜇𝜇5
𝜋2

𝜔𝜇. (3.8)
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Следует обратить внимание на редукцию от формул (3.7) и (3.8) к
неаномальной гидродинамике

𝑒→ 0, 𝜇5 → 0. (3.9)

В аксиальном токе остается неисчезающий вклад пропорциональ-
ный вортисити

𝑗𝜇𝑎 =

(︂
𝜇2

2𝜋2
+
𝑇 2

6

)︂
𝜔𝜇. (3.10)

Сохранение этого вклада - нетривиальное ограничение на динамику
среды. К рассмотрению этого ограничения мы вернемся позднее.
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4 Эффективная теория поля

При добавлении химического потенциала исходный гамильтониан
получает добавку:

�̂� → �̂� − 𝜇�̂�− 𝜇5�̂�
𝐴. (4.1)

Для лагранжиана соответствующее изменение имеет обратный знак:

𝛿𝐿 = −𝛿𝐻 = 𝜇�̂�+ 𝜇5�̂�
𝐴. (4.2)

Для среды из фермионов плотности векторного и аксиального за-
рядов имеют вид 𝑞 = 𝜓𝛾0𝜓, 𝑞

𝐴 = 𝜓𝛾0𝛾5𝜓. Поскольку химические
потенциалы вводятся по отношению к системе покоя жидкости окон-
чательная добавка к плотности лагранжиана имеет вид:

𝛿ℒ = 𝜇𝑢𝛼𝜓𝛾𝛼𝜓 + 𝜇5𝑢
𝛼𝜓𝛾𝛼𝛾5𝜓. (4.3)

При 𝜇5 = 0 эта добавка эквивалентна замене

𝑒𝐴𝜇 → 𝑒𝐴𝜇 + 𝜇𝑢𝜇. (4.4)

Рассмотрим, как это отразится на уравнении аномалии.
Обычное аномальное уравнение

𝜕𝜇𝑗
𝜇 =

𝑒2

2𝜋2
𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽 (4.5)

может быть переписано как сохранение расширенного кирального
заряда

𝑄𝐴 = 𝑄𝐴
𝑛𝑎𝑖𝑣𝑒 +

𝑒2

4𝜋2
ℋ, 𝑑

𝑑𝑡
𝑄𝐴 = 0, (4.6)

где ℋ =
∫︀
𝑑3𝑥�⃗� · �⃗�, 𝑄𝐴 =

∫︀
𝑑3𝑥𝑗0. Замена (4.4) приводит к дальней-

шей модификации заряда:

𝑄𝐴
ℎ𝑦𝑑𝑟𝑜 = 𝑄𝐴

𝑛𝑎𝑖𝑣𝑒 +𝑄𝐴
𝑚ℎ +𝑄𝐴

𝑚𝑓ℎ +𝑄𝐴
𝑓ℎ, (4.7)

где, например,

𝑄𝑓ℎ =
1

4𝜋2

∫︁
𝑑3𝑥𝑗0𝑓ℎ, (4.8)

𝑗𝜇𝑓ℎ = 𝜖𝜇𝜈𝛼𝛽𝜇𝑢𝜇𝜕𝛼(𝜇𝑢𝛽). (4.9)
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5 Сохранение спиральностей в

классической магнитогидродинамике

Сохранение полученных спиральностей по отдельности интенсивно
обсуждалось в контексте обычной магнитогидродинамике. Здесь бу-
дут воспроизведены основные результаты [8, 10] Основное уравнение
для изучения поведения спиральностей - это релятивистская версия
уравнения Эйлера

(𝑝+ 𝜖)𝑎𝜇 = (−𝜕𝜇𝑝− 𝑢𝜇𝑢𝜈𝜕𝜈𝑝) = −𝑃 𝜇𝜈𝜕𝜈𝑝, (5.1)

где 𝑎𝜇 = 𝑢𝜈𝜕𝜈𝑢
𝜇 - это ускорение. Электрическое поле считаем вы-

ключенным. Также нам удобно использовать соотношение Гиббса-
Дюхема:

𝑑𝑝 = 𝜌𝑑𝜇+ 𝑠𝑑𝑇. (5.2)

Теперь изучим поведение различных частей аксиального тока в
кирально нейтральной заряженной жидкости.
После некоторых преобразований можно показать, что 𝑗𝛼𝑓ℎ, связан-
ный с потоковой спиральностью, имеет следующую дивергенцию:

𝜕𝛼𝑗
𝛼
𝑓ℎ =

2𝑇 2𝜇𝑠

𝑝+ 𝜖
𝜔𝛼𝜕𝛼

(︁𝜇
𝑇

)︁
. (5.3)

Таким образом, если
𝜇

𝑇
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (например, 𝑇 → 0), то этот вклад в

аксиальный ток сохраняется сам по себе.

Теперь обратимся к смешанной магнитно-потоковой спирально-
сти в отсутствие электрического поля. Дивергенция соответствую-
щего тока

(𝑗𝛼𝑓𝑚ℎ),𝛼 = 1/4𝜖𝛼𝛽𝛾𝛿𝜔𝛼𝛽𝐹𝛾𝛿 . (5.4)

Следующий шаг - это выразить 𝐹𝛼𝛽 в терминах 𝐵𝜇, когда 𝐸𝜈 = 0:

𝐹𝛼𝛽 = 𝜖𝛼𝛽𝛾𝛿𝐵
𝛾𝑢𝛿 . (5.5)

Используя это мы приходим к

(𝑗𝛼𝑓𝑚ℎ),𝛼 =
𝑇 2𝜇𝑠

𝑝+ 𝜖
𝐵𝛼𝜕𝛼

(︁𝜇
𝑇

)︁
, (5.6)
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и ток снова сохраняется, если 𝑇 → 0 или
𝜇

𝑇
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Наконец, рассмотрим магнитную спиральность. Соответствую-
щий 4-ток определяется как

𝑗𝛼𝑚ℎ =
1

2
𝜖𝛼𝛽𝛾𝛿𝐴𝛽𝐹𝛾𝛿 . (5.7)

Дивергенция этого тока пропорциональна произведению магнитного
и электрического полей 𝐵𝜇 и 𝐸𝜇,

(𝑗𝛼𝑚ℎ),𝛼 = −2𝐵𝜇𝐸𝜇 , (5.8)

и мы находим, что 𝑄𝑚ℎ = 𝑒2

4𝜋2ℋ .
Выражение (5.8) кинематично по природе. Динамическая пред-

посылка, которая обеспечивает сохранение тока 𝑗𝛼𝑚ℎ - это, в случае
𝑇 = 0, зануление 𝐸𝜇:

𝐸𝜇 → 0, 𝑖𝑓 𝜎𝐸 → ∞ . (5.9)

Также легко вычислить скорость диссипации магнитной спирально-
сти при нулевой температуре и конечной проводимости 𝜎𝐸 в клас-
сической гидродинамике [9]:

𝑑ℋ
𝑑𝑡

=
−2

𝜎𝐸

∫︁
𝑑3𝑥 �⃗� · curl �⃗� , (5.10)

детали вывода можно найти в [8].
В самом общем случае для сохранения суммы всех трех спираль-

ностей находим

𝜕𝛼(𝜇𝐵
𝛼 + 𝜇2𝜔𝛼) +

1

8
𝜖𝛼𝛽𝛿𝛾𝐹𝛼𝛽𝐹𝛾𝛿 =

= −1

2
(𝐹 𝛼𝛽 + 𝜔𝛼𝛽)𝑢𝛽(𝐹𝛼𝛾 + �̃�𝛼𝛾)𝑢

𝛾 = (5.11)

= − 𝑠𝑇

2(𝜖+ 𝑝)

(︁
𝐸𝛼 − 𝑇𝑃 𝛼𝛽𝜕𝛽

(︁𝜇
𝑇

)︁)︁
(𝐹𝛼𝛾 + �̃�𝛼𝛾)𝑢

𝛾

и аналогичный результат для термальной части потоковой спираль-
ности:

𝜕𝜇(𝑇
2𝜔𝜇) =

2𝑇 2𝜌

𝜖+ 𝑝
𝜔𝜇

(︁
𝐸𝜇 − 𝑇𝜕𝜇

(︁𝜇
𝑇

)︁)︁
. (5.12)
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Таким образом, ограничения накладываемые на сохранение спи-
ральностей выполнены, если отвечающая за проводимость величи-
на 𝐸𝛼 − 𝑇𝑃 𝛼𝛽𝜕𝛽

(︀
𝜇
𝑇

)︀
обращается в ноль. Это соответствует пределу

𝜎 → ∞.
Также необходимо заметить, что вязкость аналогично приводит к
диссипации спиральности, поэтому вне предела идеальной жидко-
сти нужно дополнительно потребовать 𝜂 → 0.
Еще одна особенность, которая объединяет разные типы спираль-
ностей - это то, что соответствующие заряды связаны с числом за-
цеплений магнитных и потоковых вихрей. В частности, потоковая
спиральности - это мера зацепленности потоковых вихрей между
собой [21]. Потоково-магнитная спиральности измеряет количество
зацеплений между потоковыми вихрями и магнитными линиями то-
ка. И, наконец, магнитная спиральность можно записать в терминах
переплетения линий токов магнитного поля.

Отношение различных типов спиральностей к топологии служит
источником теорем о неперенормируемости. В частности (??) в слу-
чае магнитостатики переписать как топологическую 3d массу фото-
на. Если рассмотреть ток в форме 𝐽𝑖(𝑥) = 𝐼

∫︀
𝑑𝜏𝛿3(�⃗� − �⃗�(𝜏)�̇�𝑖(𝜏),

то член взаимодействия двух токовых колец

𝑉 =
2𝐼𝐼 ′

𝜎𝑀

∫︁
𝐶

∫︁
𝐶 ′
𝑑𝑥𝑖𝑑𝑦𝑗𝜖𝑖𝑗𝑘

(𝑥− 𝑦)𝑘

4𝜋|𝑥− 𝑦|3
, (5.13)

где 𝜎𝑀 определена в (1.1). Интеграл в (5.13) очевидно пропорцио-
нален коэффициенту зацепления Гаусса двух контуров тока. Более
того, можно показать[14], что член взаимодействия (5.13) не пере-
нормируется в любом порядке электромагнитных взаимодействий.
В итоге, рассмотрение киральной аномалии в гидродинамике при-
водит ко включению в сохраняющийся аксиальный заряд потоко-
вой, магнитной и смешанной спиральностей. Все три спирально-
сти сохраняются в идеальной гидродинамике. Киральная аномалия
объединяет все спиральности, которые ранее рассматривались лишь
раздельно.
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6 Нестабильности киральной плазмы

В работе [13] было показано, что в среде с 𝜇5 ̸= 0 будет генериро-
ваться ЭМ поле. В терминах спиральностей это отвечает переходу
𝑄𝑛𝑎𝑖𝑣𝑒 → 𝑄𝑚ℎ. В киральной среде с степенями свободы жидкости
естественно ожидать также нестабильностей вида 𝑄𝑛𝑎𝑖𝑣𝑒 → 𝑄𝑓ℎ и
𝑄𝑚ℎ → 𝑄𝑓ℎ, так как в термальном равновесии различные степе-
ни свободы возбуждены одинаково. Отсюда также можно сделать
заключение о конечной точке упомянутых нестабильности, система
будет стремиться прийти в состояние, где все спиральности одного
масштаба:

𝑄𝐴
𝑛𝑎𝑖𝑣𝑒 ∼ 𝑄𝐴

𝑚ℎ ∼ 𝑄𝐴
𝑚𝑓ℎ ∼ 𝑄𝐴

𝑓ℎ . (6.1)

Здесь стоит упомянуть несколько моментов:

∙ Состояние с𝑄𝐴
𝑛𝑎𝑖𝑣𝑒 ̸= 0, 𝑄𝐴

𝑓ℎ = 𝑄𝐴
𝑚ℎ = 𝑄𝐴

𝑓𝑚ℎ = 0 может распасть-
ся не только в регион с ненулевой магнитной спиральностью[?,
13, 14], но также в регионы с макроскопическим вращением
плазмы так, что 𝑄𝐴

𝑓ℎ ̸= 0.

∙ В частности, можно ожидать, что не только primordial магнит-
ное поле могло произойти из исходной асимметрии между ле-
вым и правым, но и таким же образом могло появиться спи-
ральное движение на космологическом масштабе.

∙ Интересно вновь отметить, что переходы между различными
типами спиральностей обсуждались в литературе независимо
от киральных сред. В то же время расширенный аксиальный
заряд (4.9) позволяет изучать эти нестабильности системати-
чески. В частности, в статье [24] присутствует подробное об-
суждение генерации магнитного поля из исходного спирального
движения. На нашем языке это отвечает нестабильности:

𝑄𝐴
𝑓ℎ → 𝑄𝐴

𝑚ℎ.

∙ Новое утверждение, которое дает рассмотрение киральной сре-
ды - это переход 𝑄𝑛𝑎𝑖𝑣𝑒 ̸= 0 в другие компоненты аксиального
заряда (4.9).
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7 Заключение

Рассмотрим сперва предел нулевой электромагнитной константы свя-
зи, 𝛼𝑒𝑙 → 0. Тогда сохранение аксиального заряда (4.9) подразуме-
вает, что классически киральные среды - это идеальные жидкости
без диссипации(︀

𝜎𝐸
)︀
𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑖𝑐𝑎𝑙

→ ∞ , (𝜂)𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑖𝑐𝑎𝑙 → 0 , (𝛼𝑒𝑙 → 0 ), (7.1)

где 𝜂 - это вязкость.
Заметим, что условие (7.1) применимо вне равновесия. При этом,

если условие (7.1) удовлетворено, то нет ничего удивительного в на-
личии бездиссипативного тока (1.1) в равновесии.

Также было показано, что покоящаяся киральная жидкость неста-
бильна по отношению к генерации вихрей. Этому имеются косвен-
ные подтверждения в решеточных симуляциях. Конкретнее, в [11]
показано, что в состоянии идеальной жидкости, не содержащем вих-
рей, вихри генерируются (при конечной температуре). В нашей ра-
боте обсуждалось сходное явление, когда в среде с ассиметрией меж-
ду правым и левым генерируется преимущественно правые или ле-
вые вихри в зависимости от знака химического потенциала 𝜇5. Вви-
ду дуальности между между идеальными невращательными жидко-
стями без химического потенциала при нулевой температуре и жид-
костями с химическим потенциалом и конечной температурой (см.,
например, [12]) можно рассматривать явление, найденное в [11], как
неявное подтверждение идеи о спонтанной генерации ненулевой мак-
роскопической спиральности в киральных жидкостях с 𝜇5 ̸= 0.
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