
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò

(ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè

Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà áàêàëàâðà

¾Èíòåãðèðóåìûå ñïèíîâûå öåïî÷êè ñ

äàëüíîäåéñòâèåì¿

ñòóäåíòà 121 ãðóïïû

Áåêåòîâà Ì.Å.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

ä. ô.-ì. í. Çàáðîäèí À. Â.

Äîëãîïðóäíûé 2015



Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå 2

2 Ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà 3

3 Òðàíñôåð-ìàòðèöà, óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà 4

4 Àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå 6

5 Ñïåêòð è âû÷åòû òðàíñôåð-ìàòðèöû, óðàâíåíèÿ Áåòå 8

5.1 XXX-ìîäåëü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
5.2 XXZ-ìîäåëü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
5.3 Òî÷êà ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

6 Ñâÿçü ñ ìîäåëüþ Ðóéñåíààðñà-Øíàéäåðà 15

6.1 XXX-ìîäåëü è ðàöèîíàëüíàÿ RS-ìîäåëü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
6.2 XXZ-ìîäåëü è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ RS-ìîäåëü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

6.2.1 Ñïåêòð äëÿ ñëó÷àÿ N = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
6.2.2 Ñïåêòð äëÿ ñëó÷àÿ N = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

7 Çàêëþ÷åíèå 23

8 Ïðèëîæåíèå 24

1



1 Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìå÷àòåëüíàÿ ñâÿçü, ñóùåñòâóþùàÿ ìåæäó êâàíòîâû-
ìè èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè è èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ðå÷ü
èäåò î êâàíòîâîé ìîäåëè ñïèíîâîé öåïî÷êè, íàèáîëåå ðàííèì è èçâåñòíûì ïðèìåðîì êî-
òîðîé ñëóæèò îäíîðîäíàÿ èçîòðîïíàÿ (XXX) ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà, ïåðâîå ïîëíîå ðåøåíèå
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ êîòîðîé áûëî äàíî â ñòàòüå [1] è çíàìåíîâàëî ïîÿâëåíèå ìåòîäà,
èçâåñòíîãî êàê àíçàö Áåòå [1],[2]; è î êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ íà ïðÿìîé, íîñÿùåé íàçâàíèå ìîäåëè Ðóéñåíààðñà-Øíàéäåðà (RS)
[3].

Ïåðâûå óïîìèíàíèÿ î ïîäîáíîãî ðîäà ñïåêòðàëüíîé ñâÿçè, èëè, èíà÷å, êâàíòîâî � êëàññè-
÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ, èìåþò ìåñòî â ðàáîòàõ [4],[5], ãäå îíî îáîçíà÷åíî äëÿ áîëåå øèðîêîãî
êëàññà, íåæåëè äàííûé êîíêðåòíûé ñëó÷àé. Ìû çäåñü áóäåì îïèðàòüñÿ íà óòâåðæäåíèÿ èç ðà-
áîò [6],[7], ñòðîãî äåìîíñòðèðóþùèå íàëè÷èå òàêîé ñâÿçè, áîëåå äåòàëüíî ðàçîáðàííîé òàêæå
â [8]-[10].

Ñòèëü ïîâåñòâîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå òàêîâ, ÷òî ïàðàëëåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ïî ñëîæíîñòè ñëó÷àÿ - èçîòðîïíîé XXX è àíèçîòðîïíîé XXZ ìîäåëåé. Êîíêðåò-
íî, â ðåôåðàòèâíîé ôîðìå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ XXX è ðàöèîíàëüíîãî ñëó÷àÿ RS,
ïîäûòîæåííûå â ñòàòüå [11], ïîñëå ÷åãî àíàëîãè÷íûé õîä ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ óæå äëÿ
àíèçîòðîïíîé XXZ è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé RS. Ñîáñòâåííî, èçíà÷àëüíî ïðîäåëàííàÿ ðàáîòà
èìåëà öåëüþ ïîñëóæèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì àíàëîã ñòàòüè [11].

Îñíîâíûå èçëàãàåìûå óòâåðæäåíèÿ ñëóæàò ïðîâåðêå ãèïîòåçû î ñäâèæêå êîðíåé â XXZ è
åé äâîéñòâåííîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé RS, îòñóòñòâóþùåé â ñëó÷àå XXX - ðàöèîíàëüíîé RS. Ñ
öåëüþ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ýòà ïðîâåðêà ïðîèçâîäèòñÿ â îñîáîé òî÷êå ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ,
ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé êà÷åñòâåííî îòëè÷àåò ñëó÷àè XXZ è XXX äðóã îò äðóãà.

Âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ïîíÿòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â íåñêîëüêèõ ïåð-
âûõ ãëàâàõ. Ïðîöåññ èõ ñàìîñòîÿòåëüíîé ïðîâåðêè, îñîçíàíèÿ è ïîñëåäóþùåãî èçîæåíèÿ èìåë
äëÿ àâòîðà áîëüøóþ îáðàçîâàòåëüíóþ öåííîñòü.

Îáîçíà÷åíèÿ

Â ïîñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ, òî÷íåå, â ïåðâîé ïîëîâèíå, ãäå ðå÷ü èäåò î êâàíòîâûõ ìîäåëÿõ,
çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷àþòñÿ, êàê ïðàâèëî, îïåðàòîðû íàä ïðîñòðàíñòâîì
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü ðàçíèöó ìåæäó îïåðà-
òîðîì è åãî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, îïåðàòîð âûäåëÿåòñÿ êàê Ĥ. Òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð
òàì, ãäå ýòî íóæíî, âûäåëÿåòñÿ òàê æå � 1̂. Âñå âûêëàäêè ïðîâîäÿòñÿ ñ ~ = 1, ÷òî ëåãêî
âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïðè æåëàíèè èçó÷èòü ïîâåäåíèå ìîäåëåé â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå.
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2 Ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà

Ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà, èëè ìîäåëü ñïèíîâîé öåïî÷êè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíóþ ðå-
øåòêó, â óçëàõ êîòîðîé íàõîäÿòñÿ N ÷àñòèö ñî ñïèíàìè 1/2, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîòîðûìè
îãðàíè÷èâàåòñÿ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Îïåðàòîðû ñïèíîâ Sαj , ãäå j íóìåðóåò óçåë ðåøåòêè,
à α = x, y, z îòâå÷àþò ïðîåêöèÿì íà ðàçíûå äåêàðòîâû îñè êîîðäèíàò, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

Sαj =
~
2
σαj , (2.1)

ãäå îïåðàòîðû σαj äåéñòâóþò íà jûõ óçëàõ ðåøåòêè êàê ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëåííûå
ìàòðèöû Ïàóëè

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
, (2.2)

è êàê òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð - íà äðóãèõ óçëàõ. Îïåðàòîðû Sαj ïîä÷èíÿþòñÿ êîììóòàöè-
îííûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ SU(2) [

Sαj , S
β
k

]
= i~δjkεαβγSγj , (2.3)

ãäå δjk - ñèìâîë Êðîíåêåðà, εαβγ - ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû. Â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì
ïîëàãàòü ~ = 1 - íåñìîòðÿ íà êâàíòîâûé õàðàêòåð ïðîöåññîâ, äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ïîñëåäóþùåãî ïîâåñòâîâàíèÿ ýòî íåñóùåñòâåííî. Ïîâûøàþùèå è ïîíèæàþùèå îïåðàòîðû

S±j = Sxj ± iS
y
j (2.4)

óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì[
Szj , S

±
k

]
= ±δjkS±j ,

[
S+
j , S

−
k

]
= 2δjkS

z
j . (2.5)

Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàòðèöû Ïàóëè

σ+ =
σx + iσy

2
=

(
0 1
0 0

)
, σ− =

σx − iσy

2
=

(
0 0
1 0

)
.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèñûâàåì ïðåèìóùåñòâåííî ìîäåëü ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè, òî åñòü

Sαj+N = Sαj , (2.6)

â ïîñëåäóþùèõ æå ðàçäåëàõ ýòî óñëîâèå èçìåíèòñÿ, ÷òî áóäåò îãîâîðåíî îòäåëüíî.
Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà âêëàäû ïðîåêöèé ñïèíîâ íà ðàçíûå îñè â ýíåðãèþ ðàçëè÷íû, ÷òî

óñëîâíî îáîçíà÷àåòñÿ â íàçâàíèè ìîäåëè èíäåêñîì XYZ, ãàìèëüòîíèàí äëÿ öåïî÷êè èç N
ñïèíîâ äàåòñÿ âûðàæåíèåì

ĤXY Z =
N∑
j=1

[
Jxj(j+1)S

x
j S

x
j+1 + Jyj(j+1)S

y
j S

y
j+1 + Jzj(j+1)S

y
j S

y
j+1

]
, (2.7)

ãäå Jxj(j+1), J
y
j(j+1), J

x
j(j+1) - êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ñëó÷àé, êîãäà ýòè

êîíñòàíòû ðàçëè÷íû, íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì. È, ñîîòâåòñòâåííî, îäíîðîäíûì, êîãäà îíè
îäèíàêîâû. Â äàëüíåéøåì, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü ôîðìóëû, ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû
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ó Jαj(j+1) ≡ Jα, òàê êàê âñåãäà áóäåò ïîíÿòíî, î êàêîì ñëó÷àå èäåò ðå÷ü. Ñëó÷àè Jx = Jy =
Jz è Jx = Jy 6= Jz íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî XXX è XXZ ìîäåëÿìè. Íàñ â äàëüíåéøåì
áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðåèìóùåñòâåííî XXZ ìîäåëü, â ñâÿçè ñ ÷åì ìû ïåðåèìåíóåì ïàðàìåòðû,
ïîëîæèâ Jx = Jy = J, Jz = J/∆, ãäå ∆ - ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè.

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé êàæäîãî èç ñïèíîâ Hj áàçèñíûå âåêòîðû |↑〉j è
|↓〉j ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà Szj

Szj |↑〉j = 1
2
|↑〉j , S

z
j |↓〉j = −1

2
|↓〉j ,

S−j |↑〉j = |↓〉j , S−j |↓〉j = 0,

S+
j |↑〉j = 0, S+

j |↓〉j = |↑〉j .
(2.8)

Òåïåðü ãàìèëüòîíèàí (2.7) äëÿ îäíîðîäíîé XXZ ìîäåëè ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

HXXZ = J
N∑
j=1

[
1

2

(
S+
j S
−
j+1 + S−j S

+
j+1

)
+ ∆

(
SzjS

z
j+1 −

1

4

)]
, (2.9)

ãäå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïîïðàâëåíî íà 1/4, ÷òîáû äàâàòü íåíóëåâîé âêëàä â ñîñòîÿíèè, êîãäà
ñîñåäíèå ñïèíû ïðîòèâîíàïðàâëåíû.

Î÷åâèäíî, ñëó÷àé ∆ = 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé XXX ìîäåëü; ñëó÷àé ∆ = 0 íàçûâàþò XX
ìîäåëüþ; ñëó÷àé ∆ → ∞ ýêâèâàëåíòåí ìîäåëè Èçèíãà. Ñëó÷àé J > 0 îòâå÷àåò àíòèôåððî-
ìàãíåòèêó, J < 0 - ôåððîìàãíåòèêó. Ïðè |∆| > 1 è J∆ < 0 (J∆ > 0) öåïî÷êà âåäåò ñåáÿ
êàê ôåððîìàãíåòèê (àíòèôåððîìàãíåòèê) âäîëü îñè z. Òàê êàê ôåððîìàãíåòèêè â ïðèðîäå
âñòðå÷àþòñÿ ðåæå, ôèçè÷åñêè íàèáîëåå ðåëåâàíòåí ñëó÷àé J > 0, ñ òåîðåòè÷åñêîé æå òî÷-
êè çðåíèÿ èíòåðåñíåå âñåãî ñëó÷àé |∆| < 1. Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ â ñïåêòðå èìååòñÿ
õàðàêòåðíàÿ ùåëü ïðè |∆| > 1, èñ÷åçþùàÿ ïðè |∆| = 1.

Ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé äàííîé ìîäåëè H = ⊗Nj=1Hj èìååò ðàçìåðíîñòü 2N . Òîãäà
îïåðàòîðû Sαj èìåþò ôîðìàëüíî âèä Sαj = 1⊗(j−1) ⊗ Sα ⊗ 1⊗(N−j), äåéñòâóÿ íåòðèâèàëüíî
òîëüêî íà óçëàõ ñ íîìåðàìè j. Âàêóóìîì ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèå

|0〉 = ⊗Nj=1 |↑〉 (2.10)

ñî âñåìè ñïèíàìè "ââåðõ". Âñÿêîå áàçèñíîå ñîñòîÿíèå òîãäà ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïîíèæàþùèõ îïåðàòîðîâ íà âàêóóì.

3 Òðàíñôåð-ìàòðèöà, óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà

×àñòíûå ñëó÷àè ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà - õîðîøî èçâåñòíûå ïðèìåðû èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.
Èíòåãðèðóåìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òàêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò íàáîð èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ -
âåëè÷èí, ñîðàíÿþùèõñÿ ïðè èíâîëþöèè. Òî åñòü, â Ãàìèëüòîíîâîé ôîðìóëèðîâêå, ñóùåñòâóåò
íàáîð îïåðàòîðîâO1,O2, ..., êîììóòèðóþùèõ ñ ãàìèëüòîíèàíîì [Ĥ,Oi] = 0, ∀i, è ìåæäó ñîáîé

[Oi,Oj] = 0, ∀i, j.

Â äàëüíåéøåì ìû îïðåäåëèì äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà îïåðàòîð, íàçû-
âàåìûé òðàíñôåð-ìàòðèöåé T (λ), ÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèåé íåêîãî ïàðàìåòðà λ, íàçûâàåìîãî
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ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Íàèáîëåå çàìå÷àòåëüíîå åå ñâîéñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ýòèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

T (λ) = exp
( ∞∑
k=0

ck
k!
Ok(λ− λ0)k

)
, (3.1)

ãäå ck, λ0 - íåêèå êîíñòàíòû. Èíûìè ñëîâàìè, âñÿêèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ ìîæíî ëåãêî ïîëó-
÷èòü, çíàÿ òðàíñôåð-ìàòðèöó

Ok = 1/ck
dk

dλk
log T (λ)|λ=λ0 . (3.2)

Èç ýòîãî ñâîéñòâà è èç êîììóòàöèîííûõ ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà

[T (λ), T (µ)] = 0. (3.3)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòûñêèâàòü òðàíñôåð-ìàòðèöû ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, âçÿâ ñëåä â äî-
ïîëíèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèéH0

∼= Hj îò äðóãîãî îïåðàòîðà, íàçûâàåìîãî êâàíòîâîé
ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè

T (λ) = TrH0T (λ), (3.4)

èìåþùåé âèä

T (λ) =

(
A(λ) B(λ)
C(λ) D(λ)

)
. (3.5)

Åå ýëåìåíòàìè â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû íàä H, ñàìà æå îíà äåéñòâóåò,
òàêèì îáðàçîì, íà H0 ⊗H. Îáîçíà÷èì

T1(λ) = T (λ)⊗ 1̂, T2(λ) = 1̂⊗ T (λ) (3.6)

îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå íà H(1)
0 ⊗H

(2)
0 ⊗H. Òîãäà èç êîììóòàöèîííîãî ñâîéñòâà òðàíñôåð-

ìàòðèö (3.3) è ñâîéñòâ ñëåäà îò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Tr(A ⊗ B) = TrA · TrB ñëåäóåò,
÷òî

TrH(1)
0 ⊗H

(2)
0

[T1(λ), T2(µ)] = 0, (3.7)

à çíà÷èò, èç èíâàðèàíòíîñòè ñëåäà îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè, ñóùåñòâîâîâàíèå
òàêîãî îáðàòèìûé îïåðàòîð íàä H(1)

0 ⊗H
(2)
0 , ÷òî

R12(λ, µ)T1(λ)T2(µ)R−112 (λ, µ) = T2(λ)T1(µ), (3.8)

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì (3.7). Äîìíîæèâ ñïðàâà (3.8) íà R12(λ, µ), ïîëó÷èì

R12(λ, µ)T1(λ)T2(µ) = T2(λ)T1(µ)R12(λ, µ). (3.9)

Òàêîé îïåðàòîð íàçûâàþò R-ìàòðèöåé, îí ïîä÷èíÿåòñÿ íàáîðó óñëîâèé, îáðàçóÿ çàìå÷àòåëü-
íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, íàçûâàåìóþ àëãåáðîé ßíãà-Áàêñòåðà. Äåéñòâèå îïåðàòîðà
ïåðåñòàíîâêè P12 íà òîæäåñòâî (3.8) ïðèâîäèò ê

(R21(µ, λ))−1T1(λ)T2(µ) = T2(µ)T1(λ)(R21(µ, λ))−1. (3.10)
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Îòêóäà ïîëó÷àåì R12(λ, µ) = f(λ, µ)(R21(µ, λ))−1. ßñíî òîãäà, ÷òî f(λ, µ) = f(µ, λ), à çíà÷èò
[R12(λ, µ), R21(µ, λ)] = 0. R-ìàòðèöó, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íîðìèðîâàòü, ïîëîæèâ f(λ, µ) =
1, òîãäà

R12(λ, µ)R21(µ, λ) = 1̂. (3.11)

Òåïåðü, îïðåäåëèâ

T1(λ) = T (λ)⊗ 1̂⊗ 1̂,

T2(λ) = 1̂⊗ T (λ)⊗ 1̂,

T3(λ) = 1̂⊗ 1̂⊗ T (λ),

(3.12)

ïîëó÷èì, íàêîíåö, èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé

T1T2T3 = R−123 T1T3T2R23 = R−123 R
−1
13 T3T1T2R13R23 = R−123 R

−1
13 R

−1
12 T3T2T1R12R13R23

T1T2T3 = R−112 T1T3T2R12 = R−112 R
−1
13 T3T1T2R13R12 = R−112 R

−1
13 R

−1
23 T3T2T1R23R13R12

(3.13)

óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà

R12(λ, µ)R13(λ, ν)R23(µ, ν) = R23(µ, ν)R13(λ, ν)R12(λ, µ). (3.14)

4 Àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ñïîñîáîì íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
êîîðäèíàòíîãî Áåòå-àíçàöà [1], â êîòîðîì âèä ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíà óãàäû-
âàëñÿ â êàæäîì èç íåïåðåìåøèâàþùèõñÿ ñåêòîðîâ (ñåêòîðîì ìîäåëè íàçûâàþò êîëè÷åñòâî
ïåðåâåðíóòûõ "âíèç" ñïèíîâ). Óæå äëÿ ñåêòîðà ñ äâóìÿ ïåðåâåðíóòûìè ñïèíàìè, ãäå òàêèõ
ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé C2

N , ýòîò ìåòîä ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì âûêëàäêàì, ïîýòîìó âïîñëåä-
ñòâèè áûë èçîáðåòåí [12] êóäà ìåíåå çàòðàòíûé è êóäà áîëåå áîãàòûé àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä.

Ïåðâûì èíòðåñíûì íàì îáîáùåíèåì òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ äèàãîíàëüíîé R-ìàòðèöû áóäåò
òàêàÿ

R(λ, µ) =


1 0 0 0
0 b(λ, µ) c(λ, µ) 0
0 c(λ, µ) b(λ, µ) 0
0 0 0 1

 , (4.1)

ãäå b(λ, µ), c(λ, µ) - ôóíêöèè ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ λ è µ, êîòîðûå ïîëîæåíû ðàçëè÷íû-
ìè òîëüêî äëÿ ÿñíîñòè òîãî, ÷òî R-ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà. Êàê
ñëåäñòâèå, îíè âõîäÿò â ýòè ôóíêöèè àíòèñèììåòðè÷íî, ò.å. R(λ, µ) íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå
λ↔ −µ, ïîýòîìó âî âñåõ äàëüíåéøèõ âûêëàäêàõ ìû âñåãäà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèÿìè
òîëüêî îäíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ, îáðàòíóþ æå ðåäóêöèþ ìîæíî ñîâåðøèòü çàìå-
íîé λ → λ − µ. Îáîçíà÷åíèÿ a, b, c, d âûáðàíû òàêèìè, ò.ê. ýòè ôóíêöèè ñóòü ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ, íàçûâàåìûõ, ñîîòâåòñòâåííî, A,B,C,D.

Ýòà ìàòðèöà ïðåäñòàâèìà â âèäå

R(λ, µ) =
1 + b(λ, µ)

2
1̂⊗ 1̂ +

1− b(λ, µ)

2
σz ⊗ σz + c(λ, µ)(σ+ ⊗ σ− + σ− ⊗ σ+).

Ðàíåå ìû âûÿñíèëè, ÷òî îíà ïîä÷èíÿåòñÿ òîæäåñòâó (3.11)

R12(λ, µ)R21(µ, λ) = 1,
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îòêóäà èìååì

b(λ, µ)b(µ, λ) + c(λ, µ)c(µ, λ) = 1, b(λ, µ)c(µ, λ) + c(λ, µ)b(µ, λ) = 0, (4.2)

à òàêæå
(b(λ, µ)− b(λ, ν))c(µ, ν) + c(λ, µ)c(λ, ν)b(µ, ν) = 0,

c(λ, µ)(b(λ, ν)− b(µ, ν))− b(λ, µ)c(λ, ν)c(µ, ν) = 0,

(1− b(λ, µ)b(µ, ν))c(λ, ν)− c(λ, µ)c(µ, ν) = 0,

òî åñòü ðÿä óñëîâèé íà ôóíêöèè b è c. Èç óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ìàòðèöó ìîíîäðîìèè

T (λ) =

(
A(λ) B(λ)
C(λ) D(λ)

)
(4.3)

ñ R-ìàòðèöåé
R12(λ, µ)T1(λ)T2(µ) = T2(λ)T1(µ)R12(λ, µ),

ñëåäóåò ðÿä òîæäåñòâ, ñâÿçûâàþùèõ äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ-êîìïîíåíò ïåðâîé. Ïîäðîáíî âñå
ýòè òîæäåñòâà âûâåäåíû è ïåðå÷èñëåíû â ïðèëîæåíèè, äëÿ ðàçúÿñíåíèÿ ìåòîäà àëãåáðàè÷å-
ñêîãî àíçàöà ñåé÷àñ íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà:

A(µ)B(λ) =
1

b(λ− µ)
B(λ)A(µ)− c(λ− µ)

b(λ− µ)
B(µ)A(λ), (4.4)

D(λ)B(µ) =
1

b(λ− µ)
B(µ)D(λ)− c(λ− µ)

b(λ− µ)
B(λ)D(µ), (4.5)

ãäå ââèäó îñîáåííîé ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ñëó÷àåâ XXX è XXZ ìîäåëè ôóíêöèè
äâóõ ïàðàìåòðîâ çàâèñÿò â äåéñòâèòåëüíîñòè òîëüêî îò èõ ðàçíîñòè, ò.å b(λ, µ) ≡ b(λ − µ) è
c(λ, µ) ≡ c(λ− µ).

Ñóòü àëãåáðàè÷åñêîãî Áåòå-àíçàöà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé
òðàíñôåð-ìàòðèöû (3.4)

T (λ) = TrH0T (λ) = A(λ) +D(λ).

Â ðåçóëüòàòå ýòîé ïðîöåäóðû èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé êîòîðûõ îíà
ÿâëÿåòñÿ, ïðèâîäÿòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Âèä ìàòðèöû ìîíîäðîìèè è êîììóòàöèîííûå
ñîîòíîøåíèÿ íà åå ýëåìåíòû ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî B è C âûïîëíÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðîëü
ïîíèæàþùåãî è ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà.

Êàê è â ìåòîäå êîîðäèíàòíîãî àíçàöà, íà÷èíàåì ñ âàêóóìà - |0〉. Ýòî ñîñòîÿíèå - ñîáñòâåííîå
äëÿ A è D è àííèãèëèðóåòñÿ ïîíèæàþùèì îïåðàòîðîì C :

A(λ) |0〉 = a(λ) |0〉 , D(λ) |0〉 = d(λ) |0〉 , C(λ) |0〉 = 0.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òðàíñôåð-ìàòðèöû

τ(λ) |0〉 = τ0(λ) |0〉 = (a(λ) + d(λ)) |0〉 . (4.6)

Âñå ïðî÷èå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâà-
òåëüíûì äåéñòâèåì ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà, ïåðåõîäÿ, òàêèì îáðàçîì, â íóæíûé ñåêòîð:

|{λj}M〉 ≡
M∏
j=1

B(λj) |0〉 . (4.7)
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×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòè ñîñòîÿíèÿ ñîáñòâåííûå, ïîäåéñòâóåì íà íèõ îïåðàòîðîìè A
è D, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿìè (4.4),(4.5), ÷òîáû ïðîíåñòè èõ âïðàâî:

A(λ)
M∏
j=1

B(λj) |0〉 = ΩA

M∏
j=1

B(λj) |0〉+
M∑
i=1

ΩA
i B(λ)

M∏
j 6=i

B(λj) |0〉 ,

ãäå îáîçíà÷åíî

ΩA = a(λ)
M∏
j=1

1

b(λj − λ)
, ΩA

i = −a(λi)
c(λi − λ)

b(λi − λ)

M∏
j 6=i

1

b(λj − λi)
,

è àíàëîãè÷íî

D(λ)
M∏
j=1

B(λj) |0〉 = ΩD

M∏
j=1

B(λj) |0〉+
M∑
i=1

ΩD
i B(λ)

M∏
j 6=i

B(λj) |0〉 ,

ãäå

ΩD = d(λ)
M∏
j=1

1

b(λ− λj)
, ΩD

i = −d(λi)
c(λ− λi)
b(λ− λi)

M∏
j 6=i

1

b(λi − λj)
.

Òîãäà òàê ïîñòðîåííûå ñîñòîÿíèÿ (4.7) áóäóò ñîáñòâåííûìè äëÿ òðàíñôåð ìàòðèöû åäèí-
ñòâåííî åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

ΩA
i + ΩD

i = 0 ∀i,

÷òî, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (4.2), âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, åñëè

a(λj)

d(λj)

M∏
j 6=i

b(λj − λi)
b(λi − λj)

= 1. (4.8)

Òàê ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ Áåòå â äîâîëüíî îáùåì ñëó÷àå íåäèàãîíàëüíîé R-ìàòðèöû. Ñî-
îòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òðàíñôåð-ìàòðèöû íà òàêèõ ïîëó÷åííûõ ïîâûøåíèåì
ñîñòîÿíèÿõ:

τM(λ) = ΩA + ΩD = d(λ)
M∏
j=1

1

b(λ− λj)
+ a(λ)

M∏
j=1

1

b(λj − λ)
. (4.9)

5 Ñïåêòð è âû÷åòû òðàíñôåð-ìàòðèöû, óðàâíåíèÿ Áåòå

Ìû ðàáîòàåì ñ R-ìàòðèöåé âèäà

R(λ, µ) =


1 0 0 0
0 b(λ, µ) c(λ, µ) 0
0 c(λ, µ) b(λ, µ) 0
0 0 0 1

 , (5.1)

ãäå äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ èìååì

b(λ) =
λ

λ+ η
, c(λ) =

η

λ+ η
� XXX, ñëó÷àé |∆| = 1, (5.2)
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b(λ) =
sinh(λ)

sinh(λ+ η)
, c(λ) =

sinh(η)

sinh(λ+ η)
� XXZ, ñëó÷àé |∆ = cosh(η)| < 1, (5.3)

b(λ) =
sin(λ)

sin(λ+ η)
, c(λ) =

sin(η)

sin(λ+ η)
� XXZ, ñëó÷àé |∆ = cos(η)| > 1. (5.4)

Äëÿ XXX-ìîäåëè ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè η, îäíàêî ìû â ñâî-
èõ âûêëàäêàõ áóäåì åãî óäåðæèâàòü äëÿ ïðîçðà÷íîñòè àíàëîãèè ìåæäó XXX è XXZ. Äëÿ
ïîñëåäíåé ìû áóäåì ðàáîòàòü â îáëàñòè |∆| < 1. Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè îïðåäåëÿåòñÿ òîãäà
êàê

T (λ, {ξi}) = LN(λ, ξN) . . . L2(λ, ξ2)L1(λ, ξ1) (5.5)

ïðîèçâåäåíèå N îïåðàòîðîâ Lj(λ, ξj) = R0j(λ − ξj), äåéñòâóþùèõ íåòðèâèàëüíî íà H0 ⊗Hj,
ãäå ïàðàìåòðû ξi, êàê âèäíî, ñóòü ïîïðàâêè ê ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó λ íà êàæäîì èç
óçëîâ. Îíè íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè íåîäíîðîäíîñòè, òàê êàê ñîäåðæàò â ñåáå ðàçíèöó ìåæäó
êîíñòàíòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ Ji(i+1) ìîäåëè.

5.1 XXX-ìîäåëü

Â ñëó÷àå XXX-ìîäåëè îïåðàòîð Ëàêñà Lj ëåãêî ðàçëîæèòü â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ åäè-
íè÷íîãî îïåðàòîðà 1̂0j è îïåðàòîðà ïåðåñòàíîâêè P0j ïðîñòðàíñòâ H0 è Hj :

Lj(λ, ξj) = R0j(λ− ξj) =
λ− ξj

λ− ξj + η
1̂0j +

η

λ− ξj + η
P0j, (5.6)

ãäå â ìàòðè÷íîì âèäå

1̂0j =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , P0j =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 . (5.7)

Òîãäà ìàòðèöà ìîíîäðîìèè ïðèíèìàåò âèä

T (λ) =
( N∏
j=1

(λ− ξj + η)−1
)

[(λ− ξN)1̂ + ηP ]0N . . . [(λ− ξ1)1̂ + ηP ]01 (5.8)

Äëÿ íà÷àëà ïðîâåðèì ñâÿçü (3.2) ìåæäó ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé òðàíñôåð-ìàòðèöû
è ãàìèëüòîíèàíîì, ïîëîæèâ äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé îäíîðîäíûì ξj = ξ, ∀j. Íåêîòîðûå ïîëåç-
íûå íàì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïåðåñòàíîâêè:

P 2
0j = 1̂0j, PjkPkl = PjlPjk, TrH0P0j = 1̂j.

Â òàêîì ñëó÷àå, â òî÷êå λ = ξ òðàíñôåð-ìàòðèöà åñòü

T (ξ) = TrH0T (ξ) = TrH0(P0N . . . P02P01) = (TrH0P01)P1N . . . P13P12 = U, (5.9)

ãäå U - îïåðàòîð öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà âñåé ðåøåòêè. Òåïåðü ÷òîáû íàéòè âòîðîé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ

d

dλ
log T (λ)|λ=ξ = (T (ξ))−1

d

dλ
T (λ)|λ=ξ,
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íåîáõîäèìî çíàòü ïðîèçâîäíóþ îïåðàòîðà Ëàêñà

d

dλ
Lj(λ, ξ) = η−1[1̂− P ]0j,

îòêóäà

η
d

dλ
T (λ)|λ=ξ = TrH0

(
[1̂− P ]0NP0(N−1) . . . P01 + · · ·+ P0N . . . P02[1̂− P ]01

)
=

= TrH0

(
P01[1̂− P ]1NP1(N−1) . . . P12 + P01P1N [1̂− P ]1(N−1) . . . P12 + . . .

)
+

+ TrH0

(
PN(N−1)PN(N−2 . . . PN2[1̂− P ]N1P0N

)
.

(5.10)

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ÿñíî, ÷òî

η(T (ξ))−1
d

dλ
T (λ)|λ=ξ =

N∑
j=1

[Pj(j+1) − 1̂j(j+1)].

Èñïîëüçóÿ òåïåðü òîò ôàêò, ÷òî∑
α=x,y,z

σαj ⊗ σαj+1 = 2Pj(j+1) − 1̂j(j+1), (5.11)

ïîëó÷èì, íàêîíåö, ÷òî äåéñòâèòåëüíî

Q1 ∝
d

dλ
log T (λ)|λ=ξ =

1

2

N∑
j=1

∑
α=x,y,z

1

2
(σαj σ

α
j+1 − 1̂) =

N∑
j=1

∑
α=x,y,z

(
Sαj S

α
j+1 −

1

4

)
= ĤXXX . (5.12)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû (4.9) â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå äàþòñÿ âûðàæåíèåì

τ(λ) =
M∏
k=1

λ− λk − η
λ− λk

+
N∏
j=1

λ− ξj
λ− ξj + η

M∏
k=1

λ− λk + η

λ− λk
. (5.13)

Äî ñèõ ïîð â íàøåé çàäà÷å ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ A è B áûëè ðàâíû

a(λ) = 1, d(λ) =
N∏
j=1

b(λ− ξj),

îäíàêî äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì áóäåò óäîáíî ñìåíèòü íîðìèðîâêó, ÷òîáû óñòðàíèòü
îñîáåííîñòè ýòèõ ôóíêöèé â òî÷êàõ ξj − η, ïåðåîïðåäåëèâ

ã(λ) =
N∏
j=1

(λ− ξj + η), d̃(λ) =
N∏
j=1

(λ− ξj). (5.14)

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè íà

N∏
j=1

(λ− ξj + η). (5.15)

10



Ïîìèìî ýòîãî, ìû òàêæå ïåðåîïðåäåëèì ìàòðèöó ìîíîäðîìèè, ïðîèçâåäÿ ïîâîðîò (íàçûâàå-
ìûé äàëåå "òâèñò"):

T̃ = TrH0(gLN . . . L2L1), (5.16)

êîòîðûé ñîõðàíÿåò êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (3.3) òðàíñôåð-ìàòðèöû, òàê êàê äëÿ ëþ-
áîãî òàêîãî g ∈ GL(2) âåðíî, ÷òî (g⊗g)R = R(g⊗g). Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ðàñöåíèâàòü
êàê èçìåíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.6) íàøåé çàäà÷è. Ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
g - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

g =

(
g1 0
0 g2

)
. (5.17)

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé öåïî÷êè ôèçè÷åñêè ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðàçíûå
âêëàäû â ãàìèëüòîíèàí äâóõ ðàçíûõ ïðîåêöèé ñïèíà, âçÿâ êîðåíü èç g = gN0 è ðàçíåñÿ òàêèå
îïåðàòîðû âíóòðè ñëåäà, ïî îäíîìó g0 íà óçåë. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Áåòå (4.8) íå
èçìåíÿò ñâîé âèä ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè è ñóòü

g1
g2

N∏
j=1

λi − ξj + η

λi − ξj
=

M∏
k 6=i

λi − λk + η

λi − λk − η
. (5.18)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû T̃ òåïåðü

τ̃(λ) = g1

N∏
j=1

(λ− ξj + η)
M∏
k=1

λ− λk − η
λ− λk

+ g2

N∏
j=1

(λ− ξj)
M∏
k=1

λ− λk + η

λ− λk
. (5.19)

Èçó÷èì òåïåðü ïîâåäåíèå ïîâåðíóòîé (5.16) òðàíñôåð-ìàòðèöû, íîðìèðîâàííîé íà ïîëè-
íîì

N∏
j=1

(λ− ξj), (5.20)

â òî÷êàõ ξj. Âèä ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (5.19) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äîëæíî áûòü ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå

T̃ (λ)∏
j(λ− ξj)

=
N∑
j=1

λ− ξj + η

λ− ξj
Ĥj =

N∑
j=1

(
Ĥj +

η

λ− ξj
Ĥj

)
, (5.21)

çäåñü íå çàâèñÿùèå îò λ îïåðàòîðû Ĥj - âû÷åòû òðàíñôåð-ìàòðèöû. Îíè, êàê âûÿñíèòñÿ â
äàëüíåéøåì, èãðàþò îñîáåííî âàæíóþ ðîëü. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñåé÷àñ äëÿ ïðîñòîòû
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âñå ξj ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî åñòü â íèõ òðàíñôåð-ìàòðèöà
èìååò ïîëþñà íå ñòàðøå ïåðâîãî ïîðÿäêà. ßñíî, ÷òî òðàíñôåð-ìàòðèöà íå èìååò îñîáåííîñòåé
â òî÷êàõ λi, òàê êàê îíè óñòðàíåíû óðàâíåíèÿìè Áåòå (5.18). Èç ÿâíîãî âûðàæåíèÿ (5.8) äëÿ
ìàòðèöû ìîíîäðîìèè âèä ýòèõ âû÷åòîâ

Ĥj =

(
1 + η

PjN
(ξj − ξN)

)
. . .

(
1 + η

Pj(j+1)

(ξj − ξj+1)

)
gj

(
1 + η

Pj(j−1)
(ξj − ξj−1)

)
. . .

(
1 + η

Pj1
(ξj − ξ1)

)
(5.22)

äàåòñÿ ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòûå äðîáè, ñïðàâåäëèâûì äëÿ ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èõ
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (5.19) òðàíñôåð-
ìàòðèöû

Hj = g1

N∏
l 6=j

ξj − ξl + η

ξj − ξl

M∏
k=1

ξj − λk − η
ξj − λk

. (5.23)
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Ðàçëîæåíèå (5.21) ñïðàâåäëèâî, â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû äëÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî, â λ ∈ C\{ξj}. Èç ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïåðåíîðìèðîâàííîãî (5.15),(5.20) îïåðàòîðà
Ëàêñà (5.6) â λ→ ±∞

L̃j(±∞, ξj) = 1̂0j (5.24)

ïîëó÷èì, ÷òî ìàòðèöà ìîíîäðîìèè âûðîæäàåòñÿ â òîæåñòâåííûé îïåðàòîð T̃ (±∞) = g · (1̂0⊗
1̂), òî åñòü

T̃ (±∞)∏
j(±∞− ξj)

= Tr g · 1̂. (5.25)

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåâ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ðàçëîæåíèÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû (5.21) â
λ→ ±∞, ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû Êîøè î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ

N∑
j=1

Ĥj = Tr g · 1̂, (5.26)

à çíà÷èò äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Ĥj äîëæíî áûòü âåðíî âàæíîå äëÿ íàñ â äàëüíåéøåì
òîæäåñòâî

N∑
j=1

Hj = Tr g. (5.27)

Ðàçóìååòñÿ, ïîñëåäíåå ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì ïóòåì èç ðàçëîæåíèÿ (5.21) è (5.19), òàê êàê íà-
áîðû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òðàíñôåð-ìàòðèöû è åå âû÷åòîâ Ĥj ñîâïàäàþò. Òàêîé õîä íå
äîêàçûâàåò ïîëíîñòüþ òåîðåìó Êîøè, íî áóäåò, òåì íå ìåíåå, íàì óäîáåí âïîñëåäñòâèè.

5.2 XXZ-ìîäåëü

Òåïåðü, ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîãî XXX-ñëó÷àÿ, ïðîâåäåì òå æå ïðîöå-
äóðû ñ áîëåå XXZ. Îïåðàòîð Ëàêñà òåïåðü èìååò âèä

Lj(λ, ξj) = R0j(λ− ξj) =


1 0 0 0

0
sinh(λ−ξj)

sinh(λ−ξj+η)
sinh η

sinh(λ−ξj+η) 0

0 sinh η
sinh(λ−ξj+η)

sinh(λ−ξj)
sinh(λ−ξj+η) 0

0 0 0 1

 . (5.28)

Íàì, êàê è â ñëó÷àå ñ XXX-ìîäåëüþ, óäîáíî ïðåäñòàâèòü ýòîò îïåðàòîð â âèäå ñëåäóþùåé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

Lj(λ, ξj) =
1

sinh(λ− ξj + η)

(
l1j 1̂0j + lPj P0j + lzjσ

z
0 ⊗ σzj

)
, (5.29)

ãäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ðàâíû

l1j =
1

2
(sinh(λ− ξj + η) + sinh(λ− ξj)− sinh η),

lPj = sinh η,

lzj =
1

2
(sinh(λ− ξj + η)− sinh(λ− ξj)− sinh η).

(5.30)
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Òîãäà ìàòðèöà ìîíîäðîìèè - ýòî óïîðÿäî÷åííîå ïðîèçâåäåíèå

T (λ) =

j=1∏
j=N

1

sinh(λ− ξj + η)

(
l1j 1̂0j + lPj P0j + lzjσ

z
0 ⊗ σzj

)
. (5.31)

Êàê è ðàíåå, ñïåðâà ðàññìîòðèì îäíîðîäíûé ñëó÷àé ξj = ξ, ∀j, è óáåäèìñÿ, ÷òî âîñïðîèçâî-
äèòñÿ ãàìèëüòîíèàí XXZ-ìîäåëè. Òðàíñôåð-ìàòðèöà â òî÷êå ξ

T (ξ) = TrH0T (ξ) = TrH0(P0N . . . P01) = P1N . . . P12 = U −

îïåðàòîð ïîëíîãî öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà öåïî÷êè. Òåïåðü îòûùåì

Q1 ∝
d

dλ
log T (λ)|λ=ξ.

Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì

d

dλ
Lj(λ, ξ)|λ=ξ =

1

sinh η
(cosh2(η/2)1̂− cosh η P − sinh2(η/2)σz0 ⊗ σzj ),

îòêóäà

sinh η
d

dλ
log T (λ)|λ=ξ =

N∑
j=1

[cosh2(η/2)P − cosh η 1̂− sinh2(η/2)σz ⊗ σz]j(j+1), (5.32)

ò.ê. ïîñëå âçÿòèÿ ñëåäà îïåðàòîðû Ëàêñà îñòàíóòñÿ ëîêàëüíûìè è ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà îá-
ðàòíûé îïåðàòîð èõ ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü èç-çà êîììóòàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè

sinh η
d

dλ
log T (λ)|λ=ξ =

N∑
j=1

1

2
(σzjσ

z
j+1 + σyjσ

y
j+1 + cosh η σzjσ

z
j+1 − cosh η 1̂), (5.33)

÷òî â òî÷íîñòè ðàâíî ĤXXZ , ñ ó÷åòîì ∆ = cosh η.
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê íåîäíîðîäíîìó ñëó÷àþ è ïåðåíîðìèðóåì òðàíñôåð-ìàòðèöó ïîäîáíî

òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèëî â ñëó÷àå XXX-ìîäåëè, âûáðàâ

ã(λ) =
N∏
j=1

sinh(λ− ξj + η), d̃(λ) =
N∏
j=1

sinh(λ− ξj), (5.34)

òîãäà ìàòðèöà ìîíîäðîìèè äîìíîæèòñÿ íà
∏j=1

j=N(sinh(λ− ξj + η)). Ïîñëå äåéñòâèÿ òâèñòà

T̃ = TrH0(gL0N . . . L02L01) (5.35)

óðàâíåíèÿ Áåòå (4.8) íå èçìåíÿò ñâîé âèä

g1
g2

N∏
j=1

sinh(λi − ξj + η)

sinh(λi − ξj)
=

M∏
k 6=i

sinh(λi − λk + η)

sinh(λi − λk − η)
. (5.36)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû T̃ òåïåðü äàþòñÿ

τ̃(λ) = g1

N∏
j=1

sinh(λ−ξj+η)
M∏
k=1

sinh(λ− λk − η)

sinh(λ− λk)
+g2

N∏
j=1

sinh(λ−ξj)
M∏
k=1

sinh(λ− λk + η)

sinh(λ− λk)
. (5.37)
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Íàñ, êàê è ðàíåå, èíòåðåñóåò ðàçëîæåíèå íîðìèðîâàííîé òðàíñôåð-ìàòðèöû:

T̃ (λ)∏
j sinh(λ− ξj)

=
N∑
j=1

sinh(λ− ξj + η)

sinh(λ− ξj)
Ĥj =

N∑
j=1

(
cosh η + sinh η coth(λ− ξj)

)
Ĥj. (5.38)

Âîçíèêøèé ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ îòâå÷àåò òîìó, ÷òî ïåðèîä ïî λ âäîëü ìíèìîé îñè
ó ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà åñòü iπ, íî íå 2iπ � òàêîâ ïåðèîä è ó íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé òðàíñôåð-ìàòðèöû, òàê êàê sinh(z + iπ) = − sinh(z). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ
âû÷åòîâ ìîæíî íàéòè, íå âûïèñûâàÿ èõ ÿâíî, ò.ê. ôóíêöèÿ 1/ sinh z èìååò â íóëå ïîëþñ
ïåðâîãî ïîðÿäêà, êàê è 1/z, è âû÷åò Res|z=0(1/ sinh z) = 1. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Hj = g1

N∏
l 6=j

sinh(ξj − ξl + η)

sinh(ξj − ξl)

M∏
k=1

sinh(ξj − λk − η)

sinh(ξj − λk)
. (5.39)

Âèä îïåðàòîðîâ Ĥj äàåòñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.29),(5.30), ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

Ĥj = R̃jN(ξj − ξN) . . . R̃j(j+1)(ξj − ξj+1)gjR̃j(j−1)(ξj − ξN) . . . R̃j1(ξj − ξ1), (5.40)

ãäå ïåðåîáîçíà÷åíî
R̃jk(ξj − ξk) = l̃1jk1̂jk + l̃PjkPjk + l̃zjkσ

z
j ⊗ σzk, (5.41)

è êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (5.30)

l̃1jk =
1

2

(
sinh(ξj − ξk + η)

sinh(ξj − ξk)
+ 1− sinh η

sinh(ξj − ξk)

)
,

l̃Pjk =
sinh η

sinh(ξj − ξk)
,

l̃zjk =
1

2

(
sinh(ξj − ξk + η)

sinh(ξj − ξk)
− 1− sinh η

sinh(ξj − ξk)

)
.

(5.42)

Ðàçëîæåíèå (5.38) ñïðàâåäëèâî, êàê è â ñëó÷àå ñ XXX, â λ ∈ C \ {ξj ± iπk}, k ∈ Z, ò.å.
îñîáûõ òî÷åê ñ÷åòíî ìíîãî è λ =∞, ñîîòâåòñòâåííî, íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé. Ïðåäåëüíîå
ïîâåäåíèå â λ→ ±∞ ïåðåíîðìèðîâàííîãî (5.34),(5.38) îïåðàòîðà Ëàêñà (5.29) äàåòñÿ

L̃j(±∞, ξj) = 1
2
(e±η + 1)1̂0j + 1

2
(e±η − 1)σz0 ⊗ σzj , (5.43)

îòêóäà ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûé âèä òðàíñôåð-ìàòðèöû (5.35), ÷åì ïîäòâåðäèòü òåîðå-
ìó Êîøè àíàëîãè÷íî XXX ñëó÷àþ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ, îäíàêî, ïîëó÷åíèåì ñîîòíîøåíèÿ íà
ñîáñòâåííûå ÷èñëà âû÷åòîâ Ĥj, à èìåííî, äëÿ ðàçëîæåíèÿ (5.38) â ïðåäåëå èìååì

τ̃(±∞)∏
j sinh(±∞− ξj)

=
N∑
j=1

(cosh η ± sinh η)Hj, (5.44)

ïîñëå ÷åãî, çàìåòèâ, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (5.37) òðàíñôåð-ìàòðèöû ðàâíû

τ̃(±∞)∏
j sinh(±∞− ξj)

= g1e
±η(N−M) + g2e

±ηM ,

âûÿñíèì, íàêîíåö, àíàëîã òîæäåñòâà (5.27) äëÿ ñëó÷àÿ XXZ:

N∑
j=1

Hj = g1
sinh(ηN − ηM)

sinh η
+ g2

sinh(ηM)

sinh η
. (5.45)
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5.3 Òî÷êà ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ

Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ XXZ-ìîäåëè, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùåé åå îò XXX-ìîäåëè, ÿâëÿ-
åòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ò.í. òî÷êè ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùåé η = iπ/2. Ôèçè÷åñêè
η = iπ/2 îòâå÷àåò, ââèäó ∆ = cosh(iπ/2) = 0, ãàìèëüòîíèàíó

ĤXX = J
N∑
j=1

(Sxj S
x
j+1 + Syj S

y
j+1). (5.46)

Òàêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ óæå XX-ìîäåëüþ (J = Jx = Jy). Ñâîå íàçâàíèå òî÷êà ñâîáîäíûõ
ôåðìèîíîâ ïîëó÷èëà ïîòîìó, ÷òî (5.46), áóäó÷è âûïèñàí ÷åðåç ïîâûøàþùèå è ïîíèæàþùèå
îïåðàòîðû, íàïîìèíàåò ñèñòåìó íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ. ×òîáû áûëè êîððåêòíî
ñîáëþäåíû êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôåðìèîíîâ, îäíàêî, íåîáõîäèìî ýòè ïðåîáðàçî-
âàòü, äîîïðåäåëèâ êàæäîìó èç íèõ îïðåäåëåííóþ ôàçó. Òàêîå ïðèâåäåíèå ê ôîðìå ðîæäåíèÿ-
óíè÷òîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Éîðäàíà-Âèãíåðà [14], îíî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè,
ëåãêî äèàãîíàëèçîâàòü ãàìèëüòîíèàí XX ìîäåëè äàæå â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ.

Àëãåáðàè÷åñêè ïîâåäåíèå â ýòîé òî÷êå îñîáåííî òåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé Áåòå

g1
g2

N∏
j=1

sinh(λi − ξj + η)

sinh(λi − ξj)
=

M∏
k 6=i

sinh(λi − λk + η)

sinh(λi − λk − η)
.

èç-çà ïåðèîäè÷íîñòè sinh(z+ iπ) = − sinh(z) ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ñóùåñòâåííî óïðîùà-
åòñÿ:

g1
g2

N∏
j=1

i coth(λi − ξj) = (−1)M−1 (5.47)

Â îñîáî ïðîñòîì ñëó÷àå îäíîðîäíîé ìîäåëè, êîãäà ξj = ξ, ∀j, ýòî óðàâíåíèå íà êîðíè N -îé
ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:(

i coth(λi − ξ)
)N

=
g2
g1

(−1)M−1.

Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì ïåðåïèñûâàòü òå èëè èíûå òîæäåñòâà â ýòîé òî÷êå ñâî-
áîäíûõ ôåðìèîíîâ ââèäó çàìåòíîãî èõ óïðîùåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé Áåòå äëÿ íåîäíîðîäíîé ìîäåëè, òåì íå ìåíåå, íå óïðîùàåòñÿ â ýòîé òî÷êå òàê
ñóùåñòâåííî, ÷òîáû èìåòü ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

6 Ñâÿçü ñ ìîäåëüþ Ðóéñåíààðñà-Øíàéäåðà

Êàê áûëî óæå óïîìÿíóòî âî Ââåäåíèè, îñíîâíûì îñâåùàåìûì â äàííîé ðàáîòå ôàêòîì
ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ñâÿçè ìåæäó ïîäðîáíî ðàññìîòðåííûìè âûøå êâàíòîâûìè ìîäåëÿìè ìàã-
íåòèêîâ ñ èçâåñòíûì ïðèìåðîì êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè - ìîäåëüþ Ðóéñåíààðñà-
Øíàéäåðà [3], êîòîðóþ äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü RS-ìîäåëüþ. Â ïîñëåäóþùèõ
ðàçäåëàõ ìû, â òîì ÷èñëå, ââåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îïðåäåëåíèÿ, ñëåäóÿ
àíàëîãèè ìåæäó XXX è XXZ ñëó÷àÿìè ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà.
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6.1 XXX-ìîäåëü è ðàöèîíàëüíàÿ RS-ìîäåëü

RS-ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðèðóåìóþ ìîäåëü êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Îíà îïè-
ñûâàåò äâèæåíèå N òî÷åê íà ïðÿìîé ñî âçàèìîäåéñòâèåì. Ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè âûãëÿäèò â
ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå òàê:

H = η−1
N∑
i=1

e−ηpi
N∏
k 6=i

qi − qk + η

qi − qk
. (6.1)

Ýòó ìîäåëü ÷àñòî íàçûâàþò ðåëÿòèâèñòñêîé äåôîðìàöèåé èçâåñòíîé ìîäåëè Êàëîäæåðî-
Ìîçåðà [15], â êîòîðóþ îíà ïåðåõîäèò â ïðåäåëå η → 0 (η ïîýòîìó åùå íàçûâàþò îáðàòíîé
ñêîðîñòüþ ñâåòà â ýòîé ìîäåëè). Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

q̇i = ∂piH , ṗi = −∂qiH (6.2)

ñâÿçûâàþò ñêîðîñòè ñ èìïóëüñàìè

q̇i = −e−ηpi
N∏
k 6=i

qi − qk + η

qi − qk
,

îòêóäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

q̈i = −
∑
k 6=i

2η2q̇iq̇k
(qi − qk)((qi − qk)2 − η2)

.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî RS-ìîäåëü èíòåãðèðóåìà, âûñøèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ äàþòñÿ ñëå-
äàì ñòåïåíåé ìàòðèöû, íàçûâàåìîé ìàòðèöåé Ëàêñà ýòîé ìîäåëè

Hk = η−1Tr(Lk). (6.3)

Åå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

Lij =
ηq̇i

qi − qj + η
(6.4)

çàâèñÿò îò íàáîðà L = L({qi}, {q̇i}). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû [16] óðàâ-
íåíèþ Ëàêñà

L̇ = [M,L], (6.5)

ãäå ââåäåíà ìàòðèöà

Mij =
(∑
k 6=i

ηq̇k
qi − qk

−
∑
k

ηq̇k
qi − qk + η

)
δij +

ηq̇i
qi − qj

(1− δij).

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Ëàêñà -
èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Ìàòðèöó Ëàêñà óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

L = Q̇ · C, (6.6)

ãäå Q = diag(q1, q2, . . . qN) è

Cij =
η

qi − qj + η
− (6.7)
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ò.í. ìàòðèöà Êîøè.
Òåïåðü, êîãäà äàíû âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, ïðîÿñíèì óòâåðæäåíèå î ñâÿçè êâàí-

òîâîé XXX-ìîäåëè è ðàöèîíàëüíîé ìîäåëè RS. Åñëè â ïðèâåäåííîì âûøå âûðàæåíèè äëÿ
ìàòðèöû Ëàêñà çàìåíèòü ôîðìàëüíî êîîðäèíàòû qi òî÷åê ñèñòåìû íà ðàíåå íàìè ðàññìàò-
ðèâàåìûå ξi - ïàðàìåòðû íåîäíîðîäíîñòè, àññîöèèðîâàííûå ñ óçëàìè ðåøåòêè

qi → ξi, ∀i,

ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè η îòîæäåñòâèòü ñ îáðàòíîé ñêîðîñòüþ ñâåòà η (ïîòîìó, ñîáñòâåííî, òàê
è ââîäèëîñü ýòî îáîçíà÷åíèå), ïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, ÷òî ðàçìåð ðåøåòêè N ñîâïàäàåò
ñ ÷èñëîì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ïîñëå ÷åãî ïîëîæèòü

q̇i = 1/ηHi({ξl}N , {λl}M), (6.8)

ãäå Hi - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âû÷åòîâ òðàíñôåð ìàòðèöû XXX-ìîäåëè, íàìè ðàíåå ïîëó-
÷åííûå, òî ïîñëå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöà Ëàêñà ïðèìåò âèä

L({ξi}, {Hi}) = diag(H1, H2, . . . HN) · C, (6.9)

ãäå C = C({ξi}) - ìàòðèöà Êîøè. Óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû Ëàêñà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ òåïåðü ýëåìåíòàìè ìàòðèöû òâèñòà, à èìåííî, â
èíâàðèàíòíîì ñåêòîðå M ïåðåâåðíóòûõ ñïèíîâ, åå ñïåêòð

Spec(L) =
(
g1, . . . , g1︸ ︷︷ ︸

N−M

, g2, . . . , g2︸ ︷︷ ︸
M

)
, (6.10)

îòêóäà, ê òîìó æå, âûñøèå ãàìèëüòîíèàíû RS-ìîäåëè äàþòñÿ âûðàæåíèåì

ηHk = (N −M)gk1 +Mgk2 .

Â îáùåì æå ñëó÷àå ìàòðèöà Ëàêñà ìîäåëè RS íå ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó è ñîäåð-
æèò Æîðäàíîâû êëåòêè.

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (6.10) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåé÷àñ ðàöèîíàëüíîãî
ñëó÷àÿ äàíî â ñòàòüå [6]. Îïèøåì åãî âêðàòöå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùèé ñëó÷àé g ∈ GL(n), êîòîðûé î÷åâèäíûì îáðàçîì ðåäóöèðóåò-
ñÿ ê g ∈ GL(2). Îò òåêóùèõ îáîçíà÷åíèé âñå äàëüíåéøèå âûêëàäêè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî
ãëîáàëüíîé ñìåíîé çíàêà. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè îïðåäåëèòü äâå òàêèå ìàòðèöû

Lij
N×N

({ξl}N , {λl}M , g1) =
g1η

ξi − ξj + η

N∏
k 6=j

ξj − ξk + η

ξj − ξk

M∏
γ=1

ξj − λγ
ξj − λγ + η

(6.11)

è

L̃αβ
M×M

({λl}M , {ξl}N , g1) =
g1η

λα − λβ + η

M∏
γ 6=β

λβ − λγ − η
λβ − λγ

N∏
k=1

λβ − ξk
λβ − ξk − η

, (6.12)

òî èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû íà óðàâíåíèÿõ Áåòå (5.18) ñâÿçàíû òîæäåñòâîì:

det
N×N

(
Lij({ξl}N , {λl}M , g1)− λ

)
= (g1 − λ)N−M det

M×M

(
L̃αβ({λl}M , {ξl}N , g1)− λ

)
. (6.13)
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà îïèðàåòñÿ íà ðÿä òåõíè÷åñêèõ ëåìì, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò
òåîðåìû îá èíâàðèàíòíîñòè îïðåäåëèòåëÿ îòíîñèòåëüíî ñìåíû áàçèñà, ò.å ïðåäñòàâèìîñòè
ìàòðèöû Ëàêñà â âèäå íåêîé êîìáèíàöèè ìàòðèö âåñüìà ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïîñëå ÷åãî äî-
êàçàòåëüñòâî àïåëëèðóåò ê óñòðàíèìîñòè ïîëþñîâ âèäà

1

ξi − ξj
è

1

ξi − ξj + η

ó íåêîòîðûõ âîçíèêøèõ â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ìàòðèö è ïîëþñîâ âèäà

1

λi − λj
è

1

λi − λj + η

ó èì äâîéñòâåííûõ (â âûøåîáîçíà÷åííîì ñìûñëå L̃ ↔ L). Â ñëó÷àå g ∈ GL(n) â [6], ÿñ-
íî, òîæäåñòâî (6.13) ïðèìåíÿåòñÿ 2n ðàç, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû Ëàêñà âûñòóïàþò ýëåìåíòû g1, g2, . . . , gn ìàòðèöû g ∈ GL(n) â êðàòíî-
ñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåêòîðàì. Â íàøåì æå ñëó÷àå GL(2), ðàçóìååòñÿ, ñåêòîð îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ïåðåâåðíóòûõ ñïèíîâ M, ïîñåìó äîñòàòî÷íî äâóõêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ
òàêîãî òîæäåñòâà, ïîñëå ÷åãî, â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ (6.10),

det
N×N

(
Lij({ξl}N , {λl}M , g1)− λδij

)
= (g1 − λ)N−M(g2 − λ)M . (6.14)

6.2 XXZ-ìîäåëü è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ RS-ìîäåëü

Ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíîé ñâÿçè ìåæäó àíèçîòðîïíîé ìîäåëüþ ñïèíîâîé öåïî÷êè è òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèì ñëó÷àåì êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè Ðóéñåíààðñÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì
óòâåðæäåíèåì äàííîé ðàáîòû. Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, ïîñëå íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé,
áóäåò âûÿâëåíà ïîëåçíîñòü ðàíåå ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé (5.27),(5.45) äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ
íèæåèçëàãàåìîé ãèïîòåçû.

Ìàòðèöà Ëàêñà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àÿ RS-ìîäåëè âûãëÿäèò òàê

Lij =
sinh η

sinh(qi − qj + η)
eηpi

N∏
k 6=i

sinh(qi − qk − η)

sinh(qi − qk)
. (6.15)

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, òàêèì îáðàçîì,

H = TrL =
N∑
i=1

eηpi
N∏
k 6=i

sinh(qi − qk − η)

sinh(qi − qk)
.

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà
q̇i = ∂piH , ṗi = −∂qiH

ñâÿçûâàþò ñêîðîñòè ñ èìïóëüñàìè

q̇i = ηeηpi
N∏
k 6=i

sinh(qi − qk − η)

sinh(qi − qk)
. (6.16)

Ìàòðèöà Ëàêñà

Lij =
sinh η

sinh(qi − qj + η)
η−1q̇i (6.17)
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äîñòàâëÿåò - òî÷íî òàê æå, êàê è â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå RS-ìîäåëè, - íàáîð èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ ñèñòåìû [3]

Hk = (sinh η)−1Tr(Lk).

Èíâîëþöèÿ ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàêñà

L̇ = [M,L],

ãäå ìàòðèöóMij ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Êàê è ðàíåå, ìàòðèöó Ëàêñà óäîáíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

L = Q̇ · C, (6.18)

ãäå Q = diag(q1, q2, . . . qN) è

Cij = η−1
sinh η

sinh(qi − qj + η)
−

ìàòðèöà Êîøè.
Êàê è â ïðîøëîì ñëó÷àå, òåïåðü ïðîèçâîäèòñÿ ôîðìàëüíàÿ çàìåíà

qi → ξi, q̇i → ηHi, (6.19)

ãäå ξi - ïàðàìåòðû íåîäíîðîäíîñòè XXZ ìîäåëè,Hi - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âû÷åòîâ òðàíñôåð-
ìàòðèöû, òî åñòü ìàòðèöà Ëàêñà âûãëÿäèò òåïåðü êàê

L({ξi}, {Hi}) = diag(H1, H2, . . . , HN) · C. (6.20)

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñâÿçü ìåæäó êëàññè÷åñêîé RS-ìîäåëüþ è ìîäåëüþ Ãåéçåíáåðãà ñîõðàíÿ-
åòñÿ è â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå, à èìåííî, ÷òî ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Spec(L) =
(
. . . , e−2ηg1, g1, e

2ηg1, . . .︸ ︷︷ ︸
(N−M) - 2

, . . . , e−ηg2, e
ηg2, . . . ,︸ ︷︷ ︸

M | 2

)
, (6.21)

ãäå, êàê âèäíî, â îòëè÷èå îò ðàöèîíàëüíîãî ñëó÷àÿ, ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû ðàçäâèíó-
òû êðàòíûå e2η èíòåðâàëû (÷åòíîñòè M è N âûáðàíû äëÿ íàãëÿäíîñòè). ßñíî ïîòîìó, ÷òî
íàèáîëåå ïîëíûì è àäåêâàòíûì çàäà÷å äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîé ñâÿçè áûëî áû
ïîâòîðåíèå êîíñòðóêöèè äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãà äåòåðìèíàíòíîãî òîæäåñòâà (6.13) èç ïðåäû-
äóùåé ãëàâû. À èìåííî, ÷òî äëÿ ìàòðèö

Lij
N×N

({ξl}N , {λl}M , g1) =
g1 sinh η

sinh(ξi − ξj + η)

N∏
k 6=j

sinh(ξj − ξk + η)

sinh(ξj − ξk)

M∏
γ=1

sinh(ξj − λγ)
sinh(ξj − λγ + η)

(6.22)

è

L̃αβ
M×M

({λl}M , {ξl}N , g1) =
g1 sinh η

sinh(λα − λβ + η)

M∏
γ 6=β

sinh(λβ − λγ − η)

sinh(λβ − λγ)

N∏
k=1

sinh(λβ − ξk)
sinh(λβ − ξk − η)

(6.23)

íà óðàâíåíèÿõ Áåòå (5.36) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå èõ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå ïîëèíîìû

det
N×N

(
Lij({ξl}N , {λl}M , g1)−λδij

)
= det(g1S−λδkm) det

M×M

(
L̃αβ({λl}M , {ξl}N , g1)−λδαβ

)
, (6.24)
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ãäå ââåäåíà äîïîëíèòåëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N −M ×N −M

Sij = δij exp[η(N + 1− 2i)], (6.25)

êîòîðàÿ, êàê âèäíî, îñóùåñòâëÿåò ýòó ñäâèæêó ñïåêòðà. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà
(6.24) ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç àâòîðîâ ñòàòüè [6]. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå XXZ ìîäåëè àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îïèðàòüñÿ íà óñòðàíèìîñòü ïîëþñîâ âèäà

1

sinh(ξi − ξj)
è

1

sinh(ξi − ξj + η)

ó íåêîòîðûõ âîçíèêøèõ â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ìàòðèö è ïîëþñîâ âèäà

1

sinh(λi − λj)
è

1

sinh(λi − λj + η)

ó èì äâîéñòâåííûõ, òàê êàê âñå ïðåäûäóùèå øàãè äîêàçàòåëüñòâà íå çàâèñÿò ñóùåñòâåííî îò
âèäà ýòèõ ôóíêöèé � ðàöèîíàëüíûõ, ãèïåðáîëè÷åñêèõ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ. Ïîâåäåíèå æå
ôóíêöèè 1/ sinh z â òî÷êå z = 0, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñîâïàäàåò ñ ïîâåäåíèåì ôóíê-
öèè 1/z â ñìûñëå óñòðàíèìîñòè îñîáåííîñòåé, ïîýòîìó àëãîðèòì äîêàçàòåëüñòâà îñòàíåòñÿ
íåèçìåííûì.

Íåîáõîäèìîñòü âûøåóïîìÿíóòîé ðàçäâèæêè ñïåêòðà (6.21) ìàòðèöû Ëàêñà íà ÷èñëà e2η

ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, íå ïðèáåãàÿ ê òîæäåñòâó (6.24). Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå ìàòðèöû Ëàêñà

det
N×N

(Lij − zδij) =
N∑
k=0

ckz
k = 0. (6.26)

Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, îíî èìååò N êîðíåé zj ∈ C. Èç âèäà ìàòðèöû Ëàêñà
(6.20) èìååì Lii = Hi, òîãäà äëÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ êîðíåé (6.26) ïî òåîðåìå Âèåòà
ïîëó÷àåì, ââèäó cN = (−1)N , cN−1 = (−1)N−1

∑
j Hj,

N∑
j=1

zj = −cN−1/cN =
N∑
j=1

Hj,
N∏
j=1

zj = (−1)N detC ·
N∏
j=1

Hj, (6.27)

ãäå C - ìàòðèöà Êîøè. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïîñëå ñìåíû çíàêîâ ïîä àðãóìåíòîì ïðàâûå ÷àñòè
âûðàæåíèé (5.39) äëÿ Hj â ïðîèçâåäåíèè äàþò ïðîèçâåäåíèå âñåõ ëåâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé
Áåòå (5.36), ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ â ïðîèçâåäåíèè âçàèìîóíè÷òîæàþòñÿ èç-çà ñèììåòðèè.
Îñòàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ëèøü

N∏
j=1

Hj = gN−M1 gM2

N∏
j=1

( N∏
l 6=j

sinh(ξj − ξl + η)

sinh(ξj − ξl)

)
, (6.28)

òî åñòü, åñëè âåðíî (6.21), òî èç-çà ñèììåòðè÷íîé ñäâèæêè â ïðîèçâåäåíèè âñåõ ñîáñòâåííûõ
÷èñåë íàëè÷èå ïîñëåäíåé íåëüçÿ îäíîçíà÷íî óñòàíîâèòü. Îäíàêî äëÿ ñóììû ñîáñòâåííûõ
÷èñåë Hj ïîëó÷åííîå íàìè ðàíåå âûðàæåíèå (5.45) ñîãëàñóåòñÿ ñ òàêèì âèäîì ñïåêòðà, äî-
ñòàâëÿÿ ñóììó ÷ëåíîâ äâóõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé

g1

+b(N−M)/2c∑
k=−b(N−M)/2c

e2kη + g2

M/2∑
k=−M/2

e2kη = g1
sinh(ηN − ηM)

sinh η
+ g2

sinh(ηM)

sinh η
. (6.29)

Íàì êàæåòñÿ âàæíûì òåïåðü ïðîâåðèòü ÿâíî ïðàâèëüíîñòü ãèïîòåçû î âèäå ñïåêòðà äëÿ
ñëó÷àåâ íåáîëüøèõ N è M.
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6.2.1 Ñïåêòð äëÿ ñëó÷àÿ N = 2

Íèæå ìû ïðîèçâåäåì ýòó ïðîâåðêó äëÿ îñîáåííî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ N = 2,M = 1. Óðàâíå-
íèÿ Áåòå ïðèíèìàþò âèä

sinh(λ1 − ξ1 + η)

sinh(λ1 − ξ1)
sinh(λ1 − ξ2 + η)

sinh(λ1 − ξ2)
=
g2
g1
,

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âû÷åòîâ òðàíñôåð-ìàòðèöû ïðèíèìàþò âèä

H1 = g1
sinh(ξ1 − ξ2 + η)

sinh(ξ1 − ξ2)
sinh(ξ1 − λ1 − η)

sinh(ξ1 − λ1)
,

H2 = g1
sinh(ξ2 − ξ1 + η)

sinh(ξ2 − ξ1)
sinh(ξ2 − λ1 − η)

sinh(ξ2 − λ1)
.

Ìàòðèöà Ëàêñà

L = diag(H1, H2) ·

(
1 sinh η

sinh(ξ1−ξ2+η)
sinh η

sinh(ξ2−ξ1+η) 1

)
åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

det(L − z) = (H1 − z)(H2 − z)−H1H2
sinh2 η

sinh(ξ1 − ξ2 + η) sinh(ξ2 − ξ1 + η)
= 0.

Ïðîèçâåäåíèå åãî êîðíåé

z1z2 = H1H2

(
1− sinh2 η

sinh(ξ1 − ξ2 + η) sinh(ξ2 − ξ1 + η)

)
= H1H2 detC

â òî÷êå η = iπ/2 ýòî

z1z2 = i2g1g2 coth(ξ1 − ξ2) coth(ξ2 − ξ1) tanh2(ξ1 − ξ2) = g1g2.

Ñóììà êîðíåé
x1 + x2 = H1 +H2 = g1 + g2,

òî åñòü ñïåêòð ìàòðèöû Ëàêñà åñòü â òî÷íîñòè

Spec(L) = (g1, g2),

÷òî íå îòëè÷àåòñÿ îò ðàöèîíàëüíîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ïðîâåðêè ôàêòà ðàçäâèæêè ñïåêòðà íèæå
ïðîâåðèì äëÿ N = 3,M = 2.
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6.2.2 Ñïåêòð äëÿ ñëó÷àÿ N = 3

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé N = 3, M = 2. Óðàâíåíèÿ Áåòå

sinh(λ1 − ξ1 + η)

sinh(λ1 − ξ1)
sinh(λ1 − ξ2 + η)

sinh(λ1 − ξ2)
sinh(λ1 − ξ3 + η)

sinh(λ1 − ξ3)
=
g2
g1

sinh(λ1 − λ2 + η)

sinh(λ1 − λ2 − η)
,

sinh(λ2 − ξ1 + η)

sinh(λ2 − ξ1)
sinh(λ2 − ξ2 + η)

sinh(λ2 − ξ2)
sinh(λ2 − ξ3 + η)

sinh(λ2 − ξ3)
=
g2
g1

sinh(λ2 − λ1 + η)

sinh(λ2 − λ1 − η)
.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âû÷åòîâ òðàíñôåð-ìàòðèö

H1 = g1
sinh(ξ1 − ξ2 + η)

sinh(ξ1 − ξ2)
sinh(ξ1 − ξ3 + η)

sinh(ξ1 − ξ3)
sinh(ξ1 − λ1 − η)

sinh(ξ1 − λ1)
sinh(ξ1 − λ2 − η)

sinh(ξ1 − λ2)
,

H2 = g1
sinh(ξ2 − ξ1 + η)

sinh(ξ2 − ξ1)
sinh(ξ2 − ξ3 + η)

sinh(ξ2 − ξ3)
sinh(ξ2 − λ1 − η)

sinh(ξ2 − λ1)
sinh(ξ2 − λ2 − η)

sinh(ξ2 − λ2)
,

H3 = g1
sinh(ξ3 − ξ1 + η)

sinh(ξ3 − ξ1)
sinh(ξ3 − ξ2 + η)

sinh(ξ3 − ξ2)
sinh(ξ3 − λ1 − η)

sinh(ξ3 − λ1)
sinh(ξ3 − λ2 − η)

sinh(ξ3 − λ2)
.

Ìàòðèöà Ëàêñà

L = diag(H1, H2, H3) ·

 1 sinh η
sinh(ξ1−ξ2+η)

sinh η
sinh(ξ1−ξ3+η)

sinh η
sinh(ξ2−ξ1+η) 1 sinh η

sinh(ξ2−ξ3+η)
sinh η

sinh(ξ3−ξ1+η)
sinh η

sinh(ξ3−ξ1+η) 1

 .

Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì â òî÷êå η = iπ/2

det(L − z) = (H1 − z)(H2 − z)(H3 − z) +
2H1H2H3

cosh(ξ1 − ξ2) cosh(ξ2 − ξ3) cosh(ξ1 − ξ3)
−

−(H1 − z)
H2H3

cosh2(ξ2 − ξ3)
− (H2 − z)

H1H3

cosh2(ξ1 − ξ3)
− (H3 − z)

H1H3

cosh2(ξ1 − ξ2)
.

Ïðîèçâåäåíèå êîðíåé
−z1z2z3 = H1H2H3 detC,

ãäå
H1H2H3 = (−1)3i6g1g

2
2 coth2(ξ1 − ξ2) coth2(ξ1 − ξ3) coth2(ξ2 − ξ3),

à
detC = tanh2(ξ1 − ξ2) tanh2(ξ1 − ξ3) tanh2(ξ2 − ξ3),

îòêóäà
z1z2z3 = g1g

2
2.

Ñóììà êîðíåé
z1 + z2 + z3 = H1 +H2 +H3,

ðàâíà èç (5.45) ∑
i

Hi = g1 + g2
sinh 2η

sinh η
= g1,

ãäå η = iπ/2, ò.å eη = i. Äëÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìû íå âïðàâå çàêëþ÷èòü, ÷òî

SpecL = (ω1, iω2,−iω2),

Òàê êàê äî ïîëíîé îïðåäåëåííîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íå õâàòàåò ñóììû ïîïàðíûõ ïðî-
èçâåäåíèé êîðíåé, îäíàêî êëþ÷åâîé äëÿ ïîâåñòâîâàíèÿ ìîìåíò - ðàçäâèæêó ñïåêòðà - ìû
ïðîäåìîíñòèðîâàëè.
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7 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåí, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàÿâëåííîé âî ââåäåíèè öåëüþ, äîñòàòî÷íî
ïîäðîáíûé àíàëèç çàìå÷àòåëüíîãî ÿâëåíèÿ ñâÿçè ìåæó êâàíòîâûìè è êëàññè÷åñêèìè èí-
òåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè. Âàæíûì êîíêðåòíûì ïðîìåæóòî÷íûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ, â
÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå (6.7) äëÿ ñóììû âû÷åòîâ òðàíñôåð-ìàòðèöû â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå,
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îïåðàòîðíûé âàðèàíò òåîðåìû Êîøè (6.7); ïîçâîëèâøåå äîãàäàòüñÿ
î ñóùåñòâîâàíèè åå àíàëîãà, ïîëó÷åííîãî ïîòîì äëÿ ñóììû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âû÷åòîâ
òðàíñôåð-ìàòðèöû â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå (5.45), ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå ïîçâîëèëî ïðî-
èçâåñòè ïðîâåðêó íåîáõîäèìîñòè ãèïîòåçû î âèäå ñïåêòðà ìàòðèöû Ëàêñà (6.21). Ýòî äåìîí-
ñòðèðóåò ïðàâèëüíîñòü òàêîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ ïîäîáíûõ ìîäåëåé à
òàêæå âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà äëÿ áîëåå îáùåãî, ýëëèïòè÷åñêîãî
ñëó÷àÿ.

Âîçìîæíûì ïðîäîëæåíåì ðàáîòû ïî äàííîé òåìàòèêå âèäèòñÿ èçó÷åíèå ñâÿçè òàêèõ ìî-
äåëåé ñ ðàçëè÷íûìè ñþæåòàìè â òåîðèè ïîëÿ, à òàêæå ñ âûøåóïîìÿíóòîé ïðîöåäóðîé ôåð-
ìèîíèçàöèè Éîðäàíà-Âèãíåðà, èìåþùåé áîãàòûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð äàííîé ðàáîòû âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ, Çàáðîäèíó Àíòîíó Âëàäèìèðîâè÷ó, çà ââîäíûå ëåêöèè ïî èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì,
ñäåëàâøèå âîçìîæíûì ïîñòàíîâêó òàêîé çàäà÷è, äåòàëüíîå åå îñâåùåíèå è ìíîãî÷èñëåííûå
öåííûå çàìå÷àíèÿ; à òàêæå Çîòîâó Àíäðåþ Âëàäèìèðîâè÷ó çà êðàéíå ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.
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8 Ïðèëîæåíèå

Â ãëàâå îá àëãåáðàè÷åñêîì àíçàöå Áåòå óïîìèíàëîñü òîæäåñòâî

R12(λ, µ)T1(λ)T2(µ) = T2(µ)T1(λ)R12(λ, µ),

ñâÿçûâàþùåå R-ìàòðèöó ñëåäóþùåãî âèäà

R(λ, µ) =


1 0 0 0
0 b(λ, µ) c(λ, µ) 0
0 c(λ, µ) b(λ, µ) 0
0 0 0 1


ñ ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè (4.3). Äëÿ T1(λ), T2(µ) òîãäà èìååì ÿâíî

T1(λ) =


A(λ) 0 B(λ) 0

0 A(λ) 0 B(λ)
C(λ) 0 D(λ) 0

0 C(λ) 0 D(λ)

 , T2(µ) =


A(µ) B(µ) 0 0
C(µ) D(µ) 0 0

0 0 A(µ) B(µ)
0 0 C(µ) D(µ)

 .

Íå âûïèñûâàÿ êðàéíå ãðîìîçäêîãî âèäà ïîëó÷èâøåãîñÿ ìàòðè÷íîãî òîæäåñòâà, ïðèâåäåì
ïîëó÷åííûå èç íåãî ïîýëåìåíòíûì ðàâåíñòâîì ñîîòíîøåíèÿ:

[A(λ), A(µ)] = [B(λ), B(µ)] = [C(λ), C(µ)] = [D(λ), D(µ)] = 0,

[A(λ), D(µ)] =
c(λ− µ)

b(λ− µ)

(
C(µ)B(λ)− C(λ)B(µ)

)
,

[D(λ), A(µ)] =
c(λ− µ)

b(λ− µ)

(
B(µ)C(λ)−B(λ)C(µ)

)
,

[B(λ), C(µ)] =
c(λ− µ)

b(λ− µ)

(
D(µ)A(λ)−D(λ)A(µ)

)
,

[C(λ), B(µ)] =
c(λ− µ)

b(λ− µ)

(
A(µ)D(λ)− A(λ)D(µ)

)
,

A(µ)B(λ) =
1

b(λ− µ)
B(λ)A(µ)− c(λ− µ)

b(λ− µ)
B(µ)A(λ),

B(µ)A(λ) =
1

b(λ− µ)
A(λ)B(µ)− c(λ− µ)

b(λ− µ)
A(µ)B(λ),

A(µ)C(λ) =
1

b(λ− µ)
C(λ)A(µ)− c(λ− µ)

b(λ− µ)
C(µ)A(λ),

C(µ)A(λ) =
1

b(λ− µ)
A(λ)C(µ)− c(λ− µ)

b(λ− µ)
A(µ)C(λ),

C(µ)D(λ) =
1

b(λ− µ)
D(λ)C(µ)− c(λ− µ)

b(λ− µ)
D(µ)C(λ),

D(µ)C(λ) =
1

b(λ− µ)
C(λ)D(µ)− c(λ− µ)

b(λ− µ)
C(µ)D(λ),

D(µ)B(λ) =
1

b(λ− µ)
B(λ)D(µ)− c(λ− µ)

b(λ− µ)
B(µ)D(λ),

B(µ)D(λ) =
1

b(λ− µ)
D(λ)B(µ)− c(λ− µ)

b(λ− µ)
D(µ)B(λ).
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