
Ìîñêîâñêèé Ôèçèêî-Òåõíè÷åñêèé Èíñòèòóò (Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò)

Ôàêóëüòåò Îáùåé è Ïðèêëàäíîé Ôèçèêè

Èíñòèòóò Òåîðåòè÷åñêîé è Ýêñïåðèìåíòàëüíîé Ôèçèêè

Êàôåäðà Òåîðåòè÷åñêîé Àñòðîôèçèêè è Êâàíòîâîé Òåîðèè Ïîëÿ

Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà íà ñòåïåíü ìàãèñòðà

Èíñòàíòîíû è èíâàðèàíòû óçëîâ

Âûïîëíèë ñòóäåíò 6 êóðñà À.Ã. Ìèëåõèí

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: ä.ô.-ì.í. À.Ñ. Ãîðñêèé

Ìîñêâà, 2015



Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå 2

2 Ñóïåð ÊÝÄ è èíâàðèàíòû óçëîâ 4

2.1 Îïèñàíèå òåîðèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 Âûðîæäåííûé ñóïåðïîëèíîì è ÷èñëà Êàòàëàíà . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3 Ñóïåðïîëèíîì è ïÿòèìåðíàÿ ñóïåð-ÊÝÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.4 Âûðîæäåíèÿ â ïîëèíîìû ÕÎÌÔËÈ, Àëåêñàíäåðà, Äæîíñà . . . . . . . . 11

3 Êèðàëüíîå êîëüöî è Ëàãðàíæåâà áðàíà 12

4 Ïîâåðõíîñòíûé îïåðàòîð è òîðè÷åñêèå óçëû 15

4.1 Óçëû êàê ãîëîìîðôíûå èíñòàíòîíû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4.2 Ñòàáèëüíûé ïðåäåë . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

5 Èíâàðèàíòû óçëîâ è SU(2) òåîðèÿ 21

5.1 Îò Ëàãðàíæåâîé áðàíû ê SU(2) òåîðèè ñ 4 ôëåéâîðàìè . . . . . . . . . . 21

5.2 Ðåäóêöèÿ â 4D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

6 Äðîáíûé ×åðí-Ñàéìîíñ 25

7 Îáñóæäåíèå 27

A Ôîðìóëà Äæîíñà-Ðîññî 28

B Ëàãðàíæåâà áðàíà è ôîðìóëà Ä-Ð 29

1



1 Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêàÿ ðàáîòà Âèòòåíà [3] ïîëîæèëà íà÷àëî ñâÿçè ìåæäó êâàíòîâîé òåîðèåé ïîëÿ

è èíâàðèàíòàìè óçëîâ. Â ýòîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âàêóóìíîå ñðåäíåå Âèëüñî-

íîâñêîé ïåòëè â ôîðìå óçëà K â ïðåäñòàâëåíèè R äëÿ SU(2) òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà

íà S3 ðàâíî ïîëèíîìó Äæîíñà J(q) äëÿ ýòîãî óçëà:

〈WR(K)〉 = J(q) (1.1)

Óðîâåíü ×åðíà-Ñàéìîíñà k è ïåðåìåííàÿ q ñâÿçàíû òàê:

q = exp

(
2πi

k + 2

)
(1.2)

Ñ òåõ ïîð ýòî ñîîòíîøåíèå áûëî ðàññìîòðåíî ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóí[4],

ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî îòêðûòàÿ À-ìîäåëü íà T ∗S3 äóàëüíà òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà

íà S3. Ïðè ýòîì óçåë âûðåçàåòñÿ íà S3 Ëàãðàíæåâîé áðàíîé. Òàêæå èíâàðèàíòû óçëîâ

áûëè èññëåäîâàíû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè íà ýòîé Ëàãðàíæåâîé áðàíå[5, 6]. Òàêæå áûëî

ïîêàçàíî, êàê îáîáùèòü åãî íà ãîìîëîãèè Õîâàíîâà-Ðîçàíñêîãî[7] è ñóïåðïîëèíîì[8].

Îäíàêî ìíîãèå àñïåêòû äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ íåÿñíûìè.

Âñå èçâåñòíûå ñîîòâåòñòâèÿ, ïî-ñóòè, îñíîâàíû íà óðàâíåíèè (1.1) - ò.å. ñòàòñóììà

çàäàííîé òåîðèè ðàâíà ïîëèíîìó îäíîãî êîíêðåòíîãî óçëà. Â ýòîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì

ïðèìåð, êîãäà ñòàòñóììà ðàâíà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ îïðåäåëåííîãî ñåìåéñòâà

óçëîâ, ò.í. òîðè÷åñêèõ óçëîâ - ýòè óçëû ìîãóò áûòü íàðèñîâàíû íà 2-òîðå áåç ñàìîïåðå-

ñå÷åíèé. Ïðè ýòîì óçåë çàäàåòñÿ 2 âçàèìíîïðîñòûìè ÷èñëàìè (n, r), êîòîðûå îòâå÷àþò

÷èñëó íàìîòîê íà 1-öèêëû òîðà.

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî âàêóóìíîå ñðåäíåå êèðàëüíîãî êîíäåí-

ñàòà áåçìàññîâîãî ãèïåðìóëüòèïëåòà â ïÿòèìåðíîé N = 1 ñóïåðñèììåòðè÷íîé ÊÝÄ â

ïðèñóòñòâèè ïîâåðõíîñòíîãî îïåðàòîðà(surface operator) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-

öèåé äëÿ ïîëèíîìîâ ÕÎÌÔËÈ âñåõ òîðè÷åñêèõ óçëîâ. Ïîëèíîì ÕÎÌÔËÈ, ïðè ýòîì,

áåð¼òñÿ â ôóíäàìåíòàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè, à ïÿòèìåðíàÿ òåîðèÿ êîìïàêòèôèöèðîâà-

íà íà îêðóæíîñòü äëèíû β, íàõîäèòñÿ â ñàìîäóàëüíîì Ω-ôîíå ñ ýêâèâàðèàíòíûì ïà-

ðàìåòðîì ε è òàêæå âêëþ÷àåò â ñåáÿ àíòèôóíäàìåíòàëüíûé ãèïåðìóëüòèïëåò ìàññû

ma. Ïåðåìåííûå q è A â ïîëèíîìå âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ÷åðåç ïàðàìåòðû
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òåîðèè:

q = exp(−βε) (1.3)

A = − exp(−βma) (1.4)

ãäå ma - ìàññà àíòèôóíäàìåíòàëüíîãî ãèïåðìóëüòïëåòà. Ìû èäåíòèôèöèðóåì ÷èñëà n

è r êàê èíñòàíòîííûé è ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿäû èíñòàíòîíà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãè-

÷åñêèõ ñòðóí, â íàøåì êàðòèíå óçåë ðèñóåòñÿ íå Ëàãðàíæåâîé áðàíîé, à ãîëîìîðôíûì

èíñòàíòîíîì. Äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà òîðè÷åñêèõ óçëîâ íàì óäàëîñü ðàñøèðèòü ýòî ñî-

îòâåòñòâèå äî ñóïåðïîëèíîìà.

Äàííàÿ ðàáîòà îñíîâàíà íà ñòàòüÿõ [1, 2] è îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùåì îáðàçîì:

Â ðàçäåëå 2 ìû èññëåäóåì ïÿòèìåðíóþ ñóïåðñèììåòðè÷íóþ êâàíòîâóþ ýëåêòðîäè-

íàìèêó(ÑÊÝÄ) â Ω-äåôîðìàöèè è å¼ ñâÿçü ñ ñóïåðïîëèíîìîì. Â ïîäðàçäåëå 2.1 ìû

îïèøåì ýòó òåîðèþ. Çàòåì, â 2.2, ìû äàäèì íåáîëüøîé îáçîð èçâåñòíîé ñâÿçè q, t-

÷èñåë Êàòàëàíà, âûðîæäåííîãî ñóïåðïîëèíîìà (n, n+1) òîðè÷åñêîãî óçëà è ïÿòèìåðíîé

ÑÊÝÄ. Äàëåå, â 2.3 ìû ðàñøèðèì ýòî ñîîòâåòñòâèå äî ñóïåðïîëèíîìà (n, nk+1) òîðè÷å-

ñêîãî óçëà. Ïðè ýòîì k + 1 ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ ïÿòèìåðíîãî ÷ëåíà ×åðíà-Ñàéìîíñà,

n-èíñòàíòîííîìó ÷èñëó. Â êîíöå ðàçäåëà ìû ïîêàæåì, êàê ñóïåðïîëèíîì ñâÿçàí ñ íåêî-

òîðûìè äðóãèìè èíâàðèàíòàìè óçëîâ.

×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ïðèðîäó âòîðîãî ÷èñëà nk+ 1, â ñåêöèè 3 ìû èññëåäóåì ñòðóê-

òóðó êèðàëüíîãî êîëüöà â ÑÊÝÄ è åãî ñâÿçü ñ ïîâåðõíîñòíûìè îïåðàòîðàìè â òåîðèè.

Ýòî ïîçâîëèò íàì â 4 îáîáùèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èíñòàíòîíàìè è óçëàìè äî ïðîèç-

âîëüíîãî òîðè÷åñêîãî óçëà (n, r), ãäå r áóäåò ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì èíñòàíòîíà. Îä-

íàêî, ê ñîæàëåíèþ, ïîëèíîì, êîòîðûé ìû ïðè ýòîì ïîëó÷èì, íå ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì

ñóïåðïîëèíîìîì äëÿ òîðè÷åñêèõ óçëîâ. Òåì íå ìåíåå, îí èìååò öåëûå ïîëîæèòåëüíûå

êîýôôèöèåíòû è äà¼ò ïðàâèëüíóþ ðåäóêöèþ ê ïîëèíîìó ÕÎÌÔËÈ. Â 4.1 ìû ïîêàæåì,

èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïåðåõîä, ÷òî óçëû â íàøåé êàðòèíå âîçíèêàþò êàê ïåðåñå-

÷åíèå ãîëîìîðôíîãî èíñòàíòîíà òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóí òèïà À è ñòîïêè Ëàãðàíæåâûõ

áðàí. Ýòî ïîçâîëèò íàì ñâÿçàòü íàø ïîäõîä ñî ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì ê ïîëèíîìàì óç-

ëîâ êàê Âèëüñîíîâñêèì ïåòëÿì â òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà. Â 4.2 ìû êðàòêî ðàññìîòðèì

òàê íàçûâàåìûé ñòàáèëüíûé ïðåäåë, êîãäà ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä èíñòàíòîíà ñòðåìèòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ðàçäåë 5 ïîñâÿù¼í ñâÿçè èíñòàíòîíîâ â òåîðèè ñ íåàáåëåâîé ãðóïïîé SU(2) ñ òîðè-

÷åñêèìè óçëàìè. Â 5.1 ìû, èñïîëüçóÿ ÀÃÒ ñîîòâåòñòâèå è îòêðûòî-çàìêíóòóþ äóàëü-

íîñòü, ñâÿæåì àáåëåâó òåîðèþ â ïðèñóòñòâèè ïîâåðõíîñòíîãî äåôåêòà ñ SU(2) òåîðèåé

ñ 4 ôëåéâîðàìè ñî ñïåöèàëüíûì âûáîðîì ìàññ. Â 5.2 ìû ðàññìîòðèì ïðåäåë â áîëåå
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ïðèâû÷íóþ D = 4,N = 2 òåîðèþ Çàéíáåðãà-Âèòòåíà è ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

Íåêðàñîâñêàÿ ñòàòñóììà ñîîòâåòñòâóåò î÷åíü âûðîæäåííîìó ïîëèíîìó ÕÎÌÔËÈ.

Â êîíöå, â 6 ìû ïðèâåä¼ì íåáîëüøîå íàáëþäåíèå î ñâÿçè ôîðìóëû Äæîíñà-Ðîññî è

ñòàòñóììû ïÿòèìåðíîé ÑÊÝÄ ñ äðîáíûì ÷ëåíîì ×åðíà-Ñàéìîíñà.

2 Ñóïåð ÊÝÄ è èíâàðèàíòû óçëîâ

2.1 Îïèñàíèå òåîðèè

Ïÿòèìåðíàÿ N = 1 êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà ñîñòîèò èç âåêòîðíîãî ïîëÿ AA, 4-õ

êîìïîíåíòíîãî Äèðàêîâñêîãî ñïèíîðà λ è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Õèããñà φ. Âñå îíè ëåæàò â

ïðèñîåäèí¼ííîì ïðåäñòàâëåíèè U(1). Ëàãðàíæèàí âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L = − 1

4g2
FABF

AB +
1

g2
(∂Aφ)2 +

1

g2
λ̄γA∂Aλ (2.5)

γA, A = 1, ..., 5 - ïÿòèìåðíûå ãàììà ìàòðèöû. Ïîñêîëüêó ïðèñîåäèí¼ííîå äåéñòâèå U(1)

òðèâèàëüíî, ýòî ñâîáîäíàÿ òåîðèÿ.

Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè èíñòàíòîííûõ âû÷èñëåíèé Íåêðàñîâûì [9] áûë ïðåäëîæåí òàê

íàçûâàåìûé Ω-ôîí êîòîðûé îòâå÷àåò âêëþ÷åíèþ ãðàâèôîòîíà, ÷üÿ êðèâèçíà ðàâíà

óãëîâûì ñêîðîñòÿì âðàùåíèÿ ε1, ε2 äâóõ òðàíñâåðñàëüíûõ ïëîñêîñòåé â R4.

Îáñóäèì äëÿ íà÷àëà ÷èñòî êàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ N = 2 ñóïåð ßíãà-Ìèëëñà â ïðè-

ñóòñòâèè Ω-ôîíà â ÷åòûð¼õ èçìåðåíèÿõ. Ñîñòàâ ïîëåé â òåîðèè ñëåäóþùèé: âåêòîðíîå

ïîëå Am, êîìïëåêñíûé ñêàëÿð ϕ, ϕ̄ è 2 Âåéëåâñêèõ ôåðìèîíà ΛI
α, Λ̄

I
α̇ , âñå ëåæàò â ïðè-

ñîåäèí¼ííîì ïðåäñòàâëåíèè U(1). Çäåñü èíäåêñû m = 1, . . . , 4, I = 1, 2 åñòü èíäåêñû

ïî SU(2)I R-ñèììåòðèè, α, α̇ - ñïèíîðíûå èíäåêñû SU(2)L × SU(2)R. Äëÿ âêëþ÷åíèÿ

Ω-ôîíà ìîæíî ðàññìîòðåòü íåòðèâèàëüíî ðàññëîåíèå R4 íàä òîðîì T 2 [9],[10] ñ êðèâîé

øåñòèìåðíîé ìåòðèêîé:

ds2 = 2dzdz̄ +
(
dxm + Ωmdz̄ + Ω̄mdz

)2
, (2.6)

ãäå (z, z̄) - êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû íà òîðå è 4-õ ìåðíûé âåêòîð Ωm îïðåäåë¼í êàê:

Ωm = Ωmnxn, Ωmn =
1

2
√

2


0 iε1 0 0

−iε1 0 0 0

0 0 0 −iε2
0 0 iε2 0

 . (2.7)
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Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà Ωmn íå (àíòè-)ñàìîäóàëüíî ñóïåðñèììåòðèÿ íàðóøåíà. Îä-

íàêî, ìîæíî âñòàâèòü Âèëüñîíîâñêóþ ïåòëþ ïî R-çàðÿäó ÷òîáû âîññòàíîâèòü ÷àñòü

ñóïåðñèììåòðèè [10]:

AIJ = −1

2
Ωmn (σ̄mn)IJ dz̄ −

1

2
Ω̄mn (σ̄mn)IJ dz. (2.8)

Íàèáîëåå êîìïàêòíûé ñïîñîá íàïèñàòü Ëàãðàíæèàí ñîñòîèò â ââåäåíèè 'äëèííûõ'

ñêàëÿðîâ (íå ïóòàòü ñ N = 1 ñóïåðïîëåì):

Φ = ϕ+ iΩmDm, Φ̄ = ϕ̄+ iΩ̄mDm, (2.9)

Áîçîííûé ñåêòîð òåîðèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

LΩ = − 1

4g2
FmnF

mn +
1

g2
DmΦDmΦ̄ +

1

2g2

[
Φ, Φ̄

]2
=

− 1

4g2
FmnF

mn +
1

g2
(∂mφ+ FmnΩn)(∂mφ− FmnΩn) +

1

2g2
(iΩm∂mφ̄+ iΩm∂mφ)2

(2.10)

Ìû ìîæåì äîáàâèòü â ýòó òåîðèè ôóíäàìåíòàëüíûé ãèïåðìóëüòèïëåò, êîòîðûé ñî-

ñòîèò èç 2-õ ñêàëÿðîâ q, q̃, 2-õ Âåéëåâñêèõ ôåðìèîíîâ ψ è ψ̃, è õàðàêòåðèçóåòñÿ 2 ìàññà-

ìè:m è m̃, ïîñêîëüêóN = 2 ãèïåðìóëüòèïëåò ñòðîèòñÿ èç 2-õN = 1 ãèïåðìóëüòèïëåòîâ

ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çàðÿäàìè. Ïðè âêëþ÷åíèè ìàòåðèè áîçîííàÿ ÷àñòü Ëàãðàíæèàíà

âûãëÿäèò òàê:

Lm = − 1

4g2
FmnF

mn +
1

g2
(∂mφ+ FmnΩn)(∂mφ− FmnΩn)+

1

2
|Dmq|2 +

1

2
|Dmq̃|2 +

2

g2
(i∂m(Ωmφ̄+ Ωmφ) + g2(q̄q −¯̃qq̃))2+

1

2
|(φ−m− iΩmDm)q|2 +

1

2
|(φ− m̃− iΩmDm)q̃|2 + 2g2|q̃q|2

(2.11)

Îáùàÿ Ω-äåôîðìàöèÿ ñîõðàíÿåò òîëüêî îäíó ñóïåðñèììåòðèþ[10]. Óäîáíî ïðîèçâå-

ñòè òîïîëîãè÷åñêèé òâèñò[9] è âçÿòü SUL(2) è äèàãîíàëüíóþ ÷àñòü SUR(2)× SUI(2) çà

Ëîðåíöåâó ãðóïïó. Òîãäà ΛI
α̇ ñòàíåò ñêàëÿðîì η è ñàìîäóàëüíûì òåíçîðîì χIJ , ΛI

α ñòà-

íåò âåêòîðîì ψI , è ψ, ψ̄ ïðåâðàòÿòñÿ â θ, νm, ωmn. Ñóïåðçàðÿäû èìåþò ïîõîæóþ ñóäüáó.

Ñêàëÿðíûé ñóïåðçàðÿä Q ïðè ýòîì è åñòü íåíàðóøåííàÿ ÷àñòü ñóïåðñèììåòðèè.
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2.2 Âûðîæäåííûé ñóïåðïîëèíîì è ÷èñëà Êàòàëàíà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñâÿçè ÷èñëå Êàòàëàíà, ñóïåð-

ïîëèíîìîâ è ïÿòèìåðíîé ñóïåðÊÝÄ. Âïåðâûå ñòîëü íåîáû÷íàÿ ñâÿçü áûëà íàéäåíà â

[11].

Íà÷í¼ì ñ îáçîðà íåîáõîäèìûõ íàì ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Â [12] Õàéìàí è Ãàðñèÿ ïðåäëîæèëè òàê íàçûâàåìûå q, t-÷èñëà Êàòàëàíà, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ïî q, t ñ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè:

Cn(q, t) =
∑
λ:|λ|=n

t2
∑
lq2

∑
a(1− t)(1− q)

∏0,0(1− qa′tl′)(
∑
qa
′
tl
′
)∏

(qa − tl+1)
∏

(tl − qa+1)
(2.12)

âñå ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ âçÿòû ïî äèàãðàììå Þíãà λ. l è a îáîçíà÷àþò ðóêó è íîãó

êâàäðàòà â äèàãðàììå, à l′ è a′ îáîçíà÷àþò êîíîãó è êîðóêó ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 1: Îïðåäåëåíèå (êî)ðóê è (êî)íîã

Ñèìâîë
∏0,0 ãîâîðèò îá îòñóòñòâèè (0, 0) áîêñà. Â ñëó÷àå q = t = 1 ìû ïîëó÷àåì

îáû÷íîå ÷èñëî Êàòàëàíà: Cn(1, 1) =
1

n+ 1

(
2n

n

)
Â [13] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äàííûé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Ïóàíêàðå äëÿ ñèí-

ãóëÿðíîé ïëîñêîé êðèâîé, îòâå÷àþùåé (n, n+ 1)-òîðè÷åñêîìó óçëó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ïîëèíîì ñîâïàäàåò ñ òàê íàçûâàåìîé �íèæíåé êîëîíêîé�(bottom row)

ñóïåðïîëèíîìà P(A = 0, q, t) äëÿ òîãî æå ñàìîãî òîðè÷åñêîãî óçëà.

Íàêîíåö, Õàéìàíîì áûëî äîêàçàíî, ÷òî q, t-÷èñëà Êàòàëàíà ðàâíû ýêâèâàðèàíòíîé

Ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä Ãèëüáåðòîâîé ñõåìîé n
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òî÷åê íà C2:

Cn(q, t) = χT (Hilbn(C2),ΛnV ) (2.13)

ãäå q, t - ýêâèâàðèàíòíûå ïàðàìåòðû äëÿ åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ òîðà T íà C2.

Ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò îòïðàâíîé òî÷êîé íàøèõ ðàññóæäåíèé, ïîñêîëüêó èçâåñò-

íî[14], ÷òî òàêàÿ ñõåìà Ãèëüáåðòà ñâÿçàíà ñ èíñòàíòîííûìè âû÷èñëåíèÿìè äëÿ n-èíñòàíòîíîâ.

Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèÿ ïðîèñõîäÿò ýêâèâàðèàíòíî, òî íåîáõîäèìî âêëþ÷åíèå Íåêðàñîâ-

ñêîé Ω-äåôîðìàöèè.

Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñòàòèñòè÷åñêîé

ñóììû d = 5,N = 1 U(1) êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ñ 2 ôóíäàìåíòàëüíûìè ìàòåðèÿìè ñ

ìàññàìè mf ,M è êîýôôèöèåíòîì ×åðíà-Ñàéìîíñà 2:

Cn(q, t) = t−n/2q−n/2
exp(βM)

β2

∂

∂mf

∂

∂M
ZU(1)
n (mf ,M), mf = 0, M →∞ (2.14)

ãäå Z
U(1)
n åñòü n-èíñòàíòîííûé âêëàä â ñòàòñóììó.

Q, λ
Qf , µ1

Qa, µ2

Ðèñ. 2: Ãåîìåòðèÿ O(−1)×O(−1)→ P1 c äâóìÿ ðàçäóòûìè òî÷êàìè îòâå÷àþùàÿ ïÿòè-
ìåðíîé ÑÊÝÄ ñ äâóìÿ ôëåéâîðàìè è êîýôôèöèåíòîì ×åðíà-Ñàéìîíñà ðàâíûì 1

Îäíî èç ïÿòè èçìåðåíèé êîìïàêòèôèöèðîâàíî íà îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì β. Îáî-

çíà÷èì ïàðàìåòðû Ω-äåôîðìàöèè êàê ε1 è ε2. Òîãäà:

t = exp(−βε1) (2.15)

q = exp(−βε2) (2.16)

(2.17)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîãî ñîîòíîøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ òåõíèêîé òîïîëîãè÷å-

ñêèõ âåðòåêñîâ[15]. Ñîãëàñíî [16], ïîëíàÿ ñòàòñóììà U(1) òåîðèè ñ ôóíäàìåíòàëüíûì è

àíòèôóíäàìåíòàëüíûì ìóëüòèïëåòàìè è êîíñòàíòîé ñâÿçè ×-Ñ k = 1 ðàâíà:a:

ZU(1)(mf ,ma) =
∑
λ

(−Q)|λ|t|λ|/2q|λ|/2×

t
∑
lq
∑
a
∏∞

i=1,j=1(1−Qfq
i−1/2tλi−j+1/2)(1−Qaq

−λti+j−1/2t1/2−i)∏
(tl − qa+1)(tl+1 − qa)

(2.18)

ãäå Êýëåðîâû ïàðàìåòðû: Qf = exp(−βmf )/
√
qt, Qa =

√
qt exp(βma), Q îïðåäåëÿåò êîí-

ñòàíòó ñâÿçè ÷åðåçQ = exp(−β/g). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òîðè÷åñêàÿ äèàãðàììà Êàëàáè-ßó

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2. Ïåðòóðáàòèâíàÿ ÷àñòü ñòàòñóììû ïîëó÷àåòñÿ åñëè ïîëîæèòü

Q = 0:

ZU(1),pert(mf ,ma) =
∞∏

i=1,j=1

(1−Qfq
i−1/2t−j+1/2)(1−Qaq

j−1/2t1/2−i) (2.19)

Òîãäà âêëàä n-èíñòàíòîíîâ:

ZU(1)
n (mf ,ma) =

∑
|λ|=n

(−Q)|λ|t|λ|/2q|λ|/2×

t
∑
lq
∑
a
∏

(1− exp(−βmf)t
l′qa

′
)(1− exp(βma)t

−l′q−a
′
)∏

(tl − qa+1)(tl+1 − qa)
(2.20)

Ôàêòîðû ∏
(1− exp(−βmf )t

l′qa
′
) (2.21)

îòâå÷àþò âêëàäó êèðàëüíîé ìàòåðèè. U(1) êàëèáðîâî÷íàÿ ÷àñòü îòâå÷àåò

∑
|λ|=n

(−Q)|λ|t|λ|/2q|λ|/2
t
∑
lq
∑
a∏

(tl − qa+1)(tl+1 − qa)
(2.22)

Òåïåðü î÷åâèäíî êàêèå èíãðåäèåíòû ìû äîëæíû äîáàâèòü â òåîðèþ:

•Äëÿ ôàêòîðà
∏0,0(1 − qa′tl′) ìû äîëæíû âçÿòü êèðàëüíûé ìóëüòèïëåò è ïðîäèô-

ôåðåíöèðîâàòü ïî åãî ìàññå, ïðè ìàññå ðàâíîé íóëþ.

•×òî áû ïîëó÷èòü
∑
qa
′
tl
′
ìû äîëæíû âçÿòü åù¼ îäèí ìóëüòèïëåò è ïðîäèôôåðåí-

öèðîâàòü ïî åãî ìàññå, ïðè ìàññå ðàâíîé áåñêîíå÷íîñòè.

aâ [16] íóæíî çàìåíèòü t→ 1/t
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•Íàêîíåö, èçâåñòíî, ÷òî ÷ëåí ×åðíà-Ñàéìîíñà ñ êîíñòàíòîé ñâÿçè k îòâå÷àåò äî-

áàâêå tk
∑
lqk

∑
a â âûðàæåíèå äëÿ ñòàòñóììû. Åñëè ðàññìàòðèâàòü äàííóþ ïÿòèìåð-

íóþ òåîðèþ êàê êîìïàêòèôèêàöèþ Ì-òåîðèè íà Êàëàáè-ßó, k åñòü èíäåêñ ïåðåñå÷å-

íèÿ 2-öèêëîâ[17, 18]. Íàïðèìåð, òåîðèÿ ñ k = 0 è áåç ôëåéâîðîâ äà¼òñÿ ãåîìåòðèåé

O(0)×O(−2)→ P1 - ðèñóíîê 3. Íàì íåîáõîäèìî k = 2.

Ðèñ. 3: Ãåîìåòðèÿ O(0) × O(−2) → P1 îòâå÷àþùàÿ ïÿòèìåðíîé ÑÊÝÄ ñ k = 0 áåç
ìàòåðèè

2.3 Ñóïåðïîëèíîì è ïÿòèìåðíàÿ ñóïåð-ÊÝÄ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîäîëæèì ðàçâèâàòü ñâÿçü ìåæäó ñóïåðïîëèíîìîì è ÑóïåðÊÝÄ.

Ìû ðàñøèðèì ñîîòâåòñòâèå èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà äî ñóïåðïîëèíîìà (n, nk+1) òîðè-

÷åñêîãî óçëà. Â ðàáîòàõ [19, 20] áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ

òàêîãî ïîëèíîìà:

P (A, q, t)nk+1,n = (2.23)

∑
λ:|λ|=n

t(k+1)
∑
lq(k+1)

∑
a(1− t)(1− q)

∏0,0(1 + Aq−a
′
t−l
′
)
∏0,0(1− qa′tl′)(

∑
qa
′
tl
′
)∏

(qa − tl+1)
∏

(tl − qa+1)

Ïðè A = 0 è k = 1 îíà ñâîäèòñÿ ê ôîðìóëå äëÿ q, t-Êàòàëàíîâ.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû

U(1) êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ñ 2 ôóíäàìåíòàëüíûìè ìàòåðèÿìè ñ ìàññàìè mf ,M , è

îäíîé àíòèôóíäàìåíòàëüíîé ñ ìàññîé ma è êîýôôèöèåíòîì ×åðíà-Ñàéìîíñà k + 1:

P (A, q, t)n,nk+1 = t−n/2q−n/2
1

1 + A

exp(βM)

β2

∂

∂mf

∂

∂M
ZU(1)
n (mf ,ma,M), mf = 0, M →∞

(2.24)

ãäå Z
U(1)
n åñòü n-èíñòàíòîííûé âêëàä â ñòàòñóììó.
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NB: íàø âûáîð ïåðåìåííûõ â ñóïåðïîëèíîìå îòëè÷àåòñÿ îò âûáðàííûõ â [20] èëè

[19]. Ìû ïðîâåä¼ì îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ, êîãäà áóäåì îáñóæäàòü ðàçíûå ïðåäåëû

ýòîé ôîðìóëû.

Êàê âèäíî, ôîðìóëà î÷åíü ïîõîæà íà ôîðìóëó äëÿ q, t-Êàòàëàíà è ðàäèêàëüíûõ

èçìåíåíèé äåëàòü íå íóæíî. ×òîáû ïîëó÷èòü ñóïåðïîëèíîì íàì íåîáõîäèìî äîáàâèòü:

•Àíòèôóíäàìåíòàëüíûé ìóëüòèïëåò, îòâå÷àþùèé ôàêòîðó
∏0,0(1 + Aq−a

′
t−l
′
) - ïî-

ñêîëüêó èìåííî îò ñîîòâåòñòâóåò âêëàäó àíòèôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåðèè[16]. A ïðè ýòîì

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ìàññó àíòèôóíäàìåíòàëà ma êàê

A = −
√
qt exp(βma) (2.25)

•Âçÿòü êîíñòàíòó ñâÿçè ×åðíà-Ñàéìîíñà ðàâíîé k + 1.

Òàêæå â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå èçâåñòíû ñòàðøèå q, t-Êàòàëàíû, ïðåäëîæåí-

íûå Õàéìàíîì[21]:

Ck
n(q, t) =

∑
λ:|λ|=n

t(k+1)
∑
lq(k+1)

∑
a(1− t)(1− q)

∏0,0(1− qa′tl′)(
∑
qa
′
tl
′
)∏

(qa − tl+1)
∏

(tl − qa+1)

(2.26)
Î÷åâèäíî, ÷òî îíè ñîîòâåòñòâóþò âûêëþ÷åíèþ àíòèôóíäàìåíòàëà A = 0, à èíäåêñ k

ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ ×åðíà-Ñàéìîíñà â ïÿòèìåðíîé òåîðèè.

Íàïîìíèì, ÷òî n-èíñòàíòîííûå âêëàäû âîçíèêàþò èç M2 áðàí íàìîòàííûõ íà P1
base

n ðàç. À k ðàâíî èíäåêñó ïåðåñå÷åíèÿ áàçîâîé ñôåðû è ñôåðû ñëîÿ. Ïîýòîìó ñäâèã

1 → kn + 1 îò ÷ëåíà ×åðíà-Ñàéìîíñà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ýôôåêòà Âèòòåíà ,ïîñêîëüêó

èíñòàíòîí íàìàòûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûå kn ðàç íà âòîðîé öèêë è ïðèîáðåòàåò äîïîë-

íèòåëüíûé çàðÿä.

Âìåñòî ðàññìîòðåíèÿ îòäåëüíîãî âêëàäà, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü âñþ ñòàòñóììó:

ZNek(m, ε1, ε2, β,Q) =
∑
n

(−Q)nZn(m, ε1, ε2, β) (2.27)

Íåòðèâèàëüíûì íàáëþäåíèåì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñòàòñóììà ïðè k = 1 óäîâëå-

òâîðÿåò ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ íàïèøåì. Â ïðåäåëå Íåêðàñîâà-

Øàòàøâèëè ε2 = 0 → t = 1 ñóììèðîâàíèå q-÷èñåë Êàòàëàíà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî

ÿâíî:[22]:

P (q,Q) =
exp(βM)

β2

∂

∂mf

∂

∂M
ZNek(mf ,M, q,Q/

√
q), mf = 0, M →∞ =

Aq(Qq
2)

Aq(Qq)
(2.28)
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ãäå Aq(s)- åñòü ôóíêöèÿ q-Àéðè:

Aq(s) =
∑
k

skqk
2

(q; q)k
(2.29)

Â îïðåäåëåíèè èñïîëüçîâàí ñèìâîë Ïîõàììåðà (z; q)k =
∏k−1

l=0 (1 − zql). Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ (n, n + 1) òîðè÷åñêèõ óçëîâ óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

P (q,Q) = 1−QP (q,Q)P (q, qQ) (2.30)

Ê ñîæàëåíèþ, íàì íåèçâåñòíî òåîðåòèêî-ïîëåâîå îáúÿñíåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.

2.4 Âûðîæäåíèÿ â ïîëèíîìû ÕÎÌÔËÈ, Àëåêñàíäåðà, Äæîíñà

×òî áû ñðàâíèòü ñóïåðïîëèíîì ñ äðóãèìè èíâàðèàíòàìè óçëîâ, ïåðåïèøåì ôîðìóëû

èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà â äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå:

1

q̃2t̃2
= q = exp(−βε1) (2.31)

q̃2 = t = exp(−βε2) (2.32)

ã2t̃ = A = − exp(βma) (2.33)

È îáðàòíî:

t̃ = −
1
√
qt

= − exp(β(ε1 + ε2)/2) (2.34)

q̃ =
√
t = exp(−βε2/2) (2.35)

ã =

√
−
√
tqA = exp(β

2ma − ε1 − ε2
4

) (2.36)

• t̃ = −1: Ñóïåðïîëèíîì ðåäóöèðóåòñÿ ê ÕÎÌÔËÈ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïîëÿ

ìû èìååì ε1 + ε2 = 0 - ñàìîäóàëüíàÿ Ω-äåôîðìàöèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, íåðàôèíè-

ðîâàííàÿ ñòðóíà.

• t̃ = −1, ã = q̃N - ìû ïîëó÷àåì ïîëèíîì Äæîíñà â ôóíäàìåíòàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè

SU(N). Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ êàêma = Nε1.

Ýòî î÷åíü íàïîìèíàåò êâàíòîâàíèå Íåêðàñîâà-Øàòàøâèëè, îäíàêî ýòî íå áóê-

âàëüíî îíî, ò.ê. ε2 6= 0. Ê ñîæàëåíèþ, î êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ ïðè
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ε2 6= 0 ïî÷òè íè÷åãî íå èçâåñòíî.

• ã = 1, t̃ = −1: Ìû ïîëó÷àåì ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà. Ïðè ýòîì ýòî îòâå÷àåò áåçìàñ-

ñîâîìó àíòèôóíäàìåíòàëó.

3 Êèðàëüíîå êîëüöî è Ëàãðàíæåâà áðàíà

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ñòàðòîâàëè ñ òð¼õ ìóëüòèïëåòîâ ìàòåðèè, îäíàêî, íà ñà-

ìîì äåëå íàì íóæíî òîëüêî äâà, ïîñêîëüêó îäíà èç ìàòåðèé èìååò áåñêîíå÷íóþ ìàññó.

Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî åäèíñòâåííûì ýôôåêòîì ýòîãî ìóëüòèïëåòà ÿâëÿåòñÿ âñòàâ-

êà îïåðàòîðà O =
∫
d5x exp(−βΦ), ãäå Φ - ïðîäåôîðìèðîâàííûé ñêàëÿð âåêòîðíîãî

ìóëüòèïëåòà. ×óòü íèæå ìû îáúÿñíèì ÷òî ýòî çà äåôîðìàöèÿ è çà÷åì îíà íóæíà.

lim
m2→∞

exp(βm2)

β

∂

∂m2

ZU(1)(m1,m2,m3) = 〈O〉U(1)
m1,m3

(3.37)

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì òåîðèþ áåç Îìåãà-äåôîðìàöèè. Åñëè ìû îòèíòåãðèðóåì ìàñ-

ñèâíûé ãèïåðìóëüòèïëåò, òî çàðàáîòàåì ïîòåíöèàë Êîóëìåíà-Âàéíáåðãà:

(φ+m2)2

(
log

(
φ+m2

ΛUV

)
− 1

)
=

∫ ∞
0

dt

t3
exp(−t(φ+m2)) (3.38)

×òî áû ïîäíÿòü ýòî âûðàæåíèå â ïÿòü èçìåðåíèé[23], ìû äîëæíû âçÿòü ñóììó ïî

Êàëóçà-Êëÿéíîâñêèì ìîäàì, ò.å. äîáàâèòü
2πin

R
ê φ+m2 è âçÿòü ñóììó ïî n:

Li3
(
e−2πR(φ+m2)

)
(3.39)

Äëÿ áîëüøèõm2 ýòî ïðîñòî exp(−2πR(φ+m2)). Èòàê, ýòèì îäíîïåòëåâûì âû÷èñëåíèåì

ìû ïîëó÷èëè óð. (3.37) ñ îïåðàòîðîì O =
∫
d5x exp(−βφ(x)).

Ïðè âêëþ÷åíèè îáùåé Îìåãà-äåôîðìàöèè ìû îñòà¼ìñÿ ñ îäíîé ñóïåðñèììåòðèåé,

ïðè ýòîì ñêàëÿð âåêòîðíîãî ìóëüòèïëåòà íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî å¼:

QΩφ =
√

2Ωnψn (3.40)

Ïîýòîìó îïåðàòîðû êèðàëüíîãî êîëüöà íåîáõîäèìî ïðîäåôîðìèðîâàòü. Ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ äåôîðìàöèÿ φ áûëà ïîñòðîåíà â [24] è áûëî ïîêàçàíî, êàê ñ÷èòàòü âàêóóìíûå

ñðåäíèå òàêèõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ââåñòè ôóíêöèþ ïðîôèëÿ äëÿ äèà-
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ãðàììû Þíãà λ:

fλ,ε1,ε2(x) = |x|+
∑
i=1

(|x+ ε1 − ε2λi − ε1i| − |x− ε2λi − ε1i| − |x+ ε1 − ε1i|+ |x− ε1i|)

(3.41)

Òîãäà âêëàä Φn â ñòàòñóììó äëÿ êîíêðåòíîé äèàãðàììû Þíãà äà¼òñÿ ôîðìóëîé:

1

2

∫ +∞

−∞
dx xnf

′′

λ,ε1,ε2
(x) (3.42)

Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî exp(−βφ) ñ äåôîðìèðîâàííûì φ ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòîì òÿ-

æ¼ëîãî ôëåéâîðà â Îìåãà-äåôîðìèðîâàííîé òåîðèè òîæå.

Ðàññìîòðèì ÷ëåí (−1)(1 − t)(1 − q)
∑
qa
′
tl
′
â âûðàæåíèè äëÿ ñóïåðïîëèíîìà. Åñëè

λi - äëèííà i-ñòðîêè, òî ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòî âûðàæåíèå êàê:

(1− t)
∑
i=1

(qλiti−1 − ti−1) =
∑
i=1

(qλiti−1 − ti−1 − qλiti + ti) (3.43)

Ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî ñòðîêàì äèàãðàììû Þíãà λ. Íî ýòî âûðàæåíèè â òî÷íîñòè ïî-

ëó÷èòñÿ, åñëè ìû âû÷èñëèì âàêóóìíîå ñðåäíåå exp(−βφ) ïî ôîðìóëå 3.42.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàçíûå îïåðàòîðû êèðàëüíîãî êîëüöà áóäóò îòâå-

÷àòü ðàçíûì óçëàì. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.

Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Y (z) äëÿ îïåðàòîðîâ êèðàëüíîãî

êîëüöà[25]:

Y (z) = exp

(∑
n=1

z−n

n
On

)
(3.44)

ãäå

On = 〈exp(−nβΦ)〉 (3.45)

Â òåðìèíàõ èíñòàíòîííîãî ðàçëîæåíèÿ Y (z) ðàâíà[25]:

Y (z) =
1

1− z

∏
�∈∂+λ(z − q

a′tl
′
)∏

�∈∂−λ(z − qtqa
′tl′)

(3.46)

Â êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ, ïîìèìî Âèëüñîíîâñêèõ ïåòåëü, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíî-

ìåðíûìè äåôåêòàìè, òàêæå ñóùåñòâóþò ìíîãîìåðíûå äåôåêòû, íàçûâàåìûå ïîâåðõ-

íîñòíûìè îïåðàòîðàìè[26, 29, 30]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ Ì-òåîðèè îíè ìîãóò áûòü ðåàëè-

çîâàíû êàê Ì5 áðàíà íàìîòàííàÿ íà Ëàãðàíæåâ 3-öèêë â Êàëàáè-ßó. Â äàëüíåéøåì

ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå äåôåêòû ïðîñòî Ëàãðàíæåâûìè áðàíàìè. Òàêæå êàê è Âèëü-
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ñîíîâñêèå ïåòëè, îíè èìåþò âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû, íî ïðè ýòîì èõ íàòÿæåíèå

áåñêîíå÷íî. Òåõíèêà òîïîëîãè÷åñêèõ âåðòåêñîâ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñòàòñóììû â ïðè-

ñóòñòâèè òàêèõ îáúåêòîâ.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îäíà Ëàãðàíæåâà áðàíà íà âíåøíåé íîãå îòâå÷àåò âêëàäó

M(z) =

l(λ)∏
j=1

1− ztj−1qλj

1− ztj−1
(3.47)

â ñòàòñóììó U(1) êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè.

Òàêæå, â çàâèñèìîñòè îò ôðåéìèíãà ìû ïîëó÷èì èëèM(z) - äëÿ áðàíû, èëè 1/M(z)

- äëÿ àíòèáðàíû.

z1
√
q z2

√
q

Ðèñ. 4: U(1) òåîðèÿ ñ äâóìÿ Ëàãðàíæåâûìè áðàíàìè íà âíåøíèõ ëèíèÿõ

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ôóíêöèè Y (z) èM(z) íå íåçàâèñèìû - îíè óäîâëåòâîðÿþò î÷åíü

ïðîñòîìó ñîîòíîøåíèþ:

Y (z) =
M(1/z)

M(1/zt)
(3.48)

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðîñòîì ñðàâíèâàíèè êàêèå áîêñû äèàãðàììû Þíãà äàþò

âêëàä â ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòíîøåíèÿ äâóõ M , ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü 2 Ëàãðàíæåâû áðà-

íû(ðèñ. 4) - ïðè ýòîì äëÿ âòîðîé íóæíî âûáðàòü ôðåéìèíã +1, à äëÿ ïåðâîé - 0. Èõ

âêëàä â ñòàòñóììó:

M(z1)

M(z2)
(3.49)

Ïðè z2 = z1t = zt ìû ïîëó÷àåì Y (1/z).

Ïîñêîëüêó Y (z) - ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðîâ êèðàëüíîãî êîëüöà, ìû ìîæåì

çàêëþ÷èòü, ÷òî îíè îïåðàòîðû ìîãóò áûòü âñòàâëåíû â òåîðèþ êàê ñèñòåìà áðàíà-

àíòèáðàíà ðàçìåðà ε2. Ïî ñóòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåò îòèíòåãðèðîâàòü ñòåïåíè
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ñâîáîäû æèâóùèå íà áðàíå, è ïîëó÷èòü íåêîòîðûé êèðàëüíûé îïåðàòîð â îáúåìëþùåé

òåîðèè.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìû ìîæåì îáðàòèòü (3.48):

M(z) =
∞∏
i=0

Y (z−1t−i)

(z−1t−i − 1)N
(3.50)

Èëè â òåðìèíàõ âàêóóìíûõ ñðåäíèõ:

M(z) = exp

(
∞∑
n=1

zntnOn
n(tn − 1)

)
(3.51)

4 Ïîâåðõíîñòíûé îïåðàòîð è òîðè÷åñêèå óçëû

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïîêàçàëè, ÷òî íà óðîâíå ñòàòñóììû âñòàâêà Ëàãðàíæåâîé

áðàíû îòâå÷àåò âñòàâêå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ îïåðàòîðîâ êèðàëüíîãî êîëüöà

M(z). Ïðè ýòîì îïåðàòîð exp(−βφ) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó ÷ëåíó ïî z-ò.å. îäíîìó

èíñòàíòîíó íà áðàíå. Èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü, ÷òî äàäóò ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ.

Qa = −A
√
qt

Qc

Qf = exp(−βmf )/
√
qt

z
√
q

Ðèñ. 5: U(1) òåîðèÿ ñ Ëàãðàíæåâîé áðàíîé ïðè k = 0. Òî÷êà îáîçíà÷àåò âûäåëåííîå
íàïðàâëåíèå â òîïîëîãè÷åñêîì âåðòåêñå.

Òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ êîíäåíñàòîì áåç-
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ìàññîâîãî ôëåéâîðà:

〈ψ̃ψ〉LB =
∂Z

∂m

∣∣∣∣
m=0

=
∑
n,r

Qn
c z

rPn,nk+r(A, q, t) (4.52)

P (A, q, t)n,nk+r = (4.53)∑
λ:|λ|=n

t(k+1)
∑
lq(k+1)

∑
a(1− t)

∏0,0(1− Aq−a′t−l′)
∏0,0(1− qa′tl′)∏

(qa − tl+1)
∏

(tl − qa+1)
×

CoefzrM(z)

Ãäå M(z) åñòü âêëàä Ëàãðàíæåâîé áðàíû:

M(z) =

l(λ)∏
j=1

1− ztj−1qλj

1− ztj−1
(4.54)

Ýòî âûðàæåíèå îáëàäàåò âûäàþùèìèñÿ ñâîéñòâàìè:

• Ïðè r = 1 ìû âîññòàíàâëèâàåì ôîðìóëó äëÿ ñóïåðïîëèíîìà (n, nk+1) òîðè÷åñêîãî

óçëà.

• Ýòî âûðàæåíèå äà¼ò ïîëèíîì ïî A, q, t ñ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-

òàìè, åñëè gcd(n, nk + r) = 1. Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå ìîæåì ñòðîãî äîêàçàòü ýòî

óòâåðæäåíèå. Íàø âûâîä îñíîâàí íà ÿâíîì âû÷èñëåíèè ýòîãî âûðàæåíèÿ äëÿ

áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàçíûõ n è r.

• Ïðè k = 0, Pn,r = Pr,n.

• Ïðè t = 1/q ýòî âûðàæåíèå âîñïðîèçâîäèò ïðàâèëüíûé ïîëèíîì ÕÎÌÔËÈ äëÿ

(n, nk + r) òîðè÷åñêîãî óçëà. Ìû äîêàæåì ýòîò ôàêò â ðàçäåëå B

• Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå, ýòî âûðàæåíèå íå äà¼ò ïðàâèëüíîãî ñóïåðïîëèíîìà

Çàìåòèì, ÷òî ìû ìîãëè ïîëîæèòü Ëàãðàíæåâó áðàíó íà ëèíèþ ìåæäó Qc è Qf . Â

ýòîì ñëó÷àå ìû áû ïîëó÷èëè M̃(z) âìåñòî M(z):

M̃(z) =

l(λt)∏
i=1

1− zqi−1tλ
t
i

1− zqi−1
(4.55)
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî òàêæå ïðèâîäèò ê ïîëèíîìó ÕÎÌÔËÈ, íî â äðóãîé íîðìà-

ëèçàöèè. Â äàëüíåéøåì íàì èíîãäà áóäåò óäîáíî ðàñïîëîæèòü áðàíó èìåííî òàê.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ñóïåðïîëèíîìà òîðè÷åñêîãî (n, r) óçëà èç-

âåñòíà â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå[31]:

P (n,r) =
∑
|λ|=n

q2
∑
at2

∑
l
∏0,0(1 + Aq−a

′
t−l
′
)(1− qa′tl′)∏

(qa+1 − tl)(tl+1 − qa)
× (4.56)

SY T∑
ofshape λ

∏n
i=1 χ

Sr/n(i)

i (1− qtχi)∏n−1
i=1 (1− χi)(1− qtχ2

χ1
)...(1− qt χn

χn−1
)

∏
1≤i<j≤n

(χj − qχi)(χj − tχi)
(χj − χi)(χj − qtχi)

ãäå

Sr/n(i) = b
ir

n
c − b

(i− 1)r

n
c (4.57)

Âòîðîé ôàêòîð îòâå÷àåò ñóììèðîâàíèþ ïî ñòàíäàðòíûì òàáëèöàì Þíãà ôîðìû λ:

òàáëèöà Þíãà - ýòî äèàãðàììà Þíãà, ãäå â êàæäûé êâàäðàò âïèñàíî ÷èñëî îò 1 äî n

òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè äâèæåíèè ëèáî âïðàâî, ëèáî ââåðõ ÷èñëà ñòðîãî óìåíüøàþòñÿ.

Ò.å. äëÿ êàæäîãî ÷èñëà i åñòü êâàäðàò �i è χi ðàâíî q
a′tl
′
.

Ìû âèäèì, ÷òî ýòîò âêëàä îòâå÷àåò î÷åíü ñëîæíîìó äåôåêòó. Ê ñîæàëåíèþ, ìû

íè÷åãî íå ìîæåì ñêàçàòü ïðî ýòîò äåôåêò, êðîìå òîãî, ÷òî â ñàìîäóàëüíîì Ω-ôîíå îí

âûðîæäàåòñÿ â Ëàãðàíæåâó áðàíó.

Qa = −A
√
qt

Qc

Qf = exp(−βmf )/
√
qt

z
√
q

Ðèñ. 6: SU(2) òåîðèÿ ñ Ëàãðàíæåâîé áðàíîé è Nf = 2

Ïîñêîëüêó Ëàãðàíæåâà áðàíà ðàñïîëîæåíà íà âíåøíåé íîãå, íà ýòó ãåîìåòðèþ ìîæ-
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íî ñìîòðåòü êàê íà ïåðòóáðàòèâíûé ïåðåä èç òåîðèè ñ ãðóïïîé SU(2) è Ëàãðàíæåâîé

áðàíîé ðàñïîëîæåííîé íà âíóòðåííåé íîãå - ðèñ. 6. Íà ÿçûêå IIB òåîðèè ñòðóí ýòî åñòü

D3 áðàíà ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âñåì ïÿòèáðàíàì. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê

ìîæíî ïîäíÿòü ýòî ñîîòâåòñòâèå äî ïîëíîé SU(2) òåîðèè.

4.1 Óçëû êàê ãîëîìîðôíûå èíñòàíòîíû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûäâèíåì ãèïîòåçó, êàê íàøà êàðòèíà ñ ïîëèíîìàìè ÕÎÌÔËÈ ñâÿ-

çàíà ñ êëàññè÷åñêèì ïîäõîäîì ÷åðåç Âèëüñîíîâñêèå ïåòëè â òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà

[3]. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè-ßó íà êîòîðîå ìû êîìïàêòèôèöèðîâà-

ëèñü, ÷òîáû ïîëó÷èòü êàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ. Èçâåñòíî[32], ÷òî â íåðàôèíèðîâàííîì

ñëó÷àå ε1 = −ε2 = ε ñòàòñóììà, êîòîðóþ ìû ñ÷èòàåì, ñîâïàäàåò ñî ñòàòñóììîé òîïî-

ëîãè÷åñêèõ ñòðóí òèïà A, ãäå òàðãåò-ïðîñòðàíñòâî è åñòü íàøå Êàëàáè-ßó. Ïðè ýòîì

ñòðóííàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè gs ñâÿçàíà ñ Ω-ôîíîì ñëåäóþùåì îáðàçîì:

gs = βε (4.58)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òàê íàçûâàåìûì ãåîìåòðè÷åñêè ïåðåõîäîì[33]: ìû ìîæåì çà-

ìåíèòü êóñîê ãåîìåòðèè O(−1) × O(−1) → P1 îòâå÷àþùåé àíòèôóíäàìåíòàëó íà ãåî-

ìåòðèþ T ∗S3 ñ N >> 1 òîïîëîãè÷åñêèìè áðàíàìè, íàìîòàííûìè íà S3 - ðèñ. 7. Ðàíåå

ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî Ëàãðàíæåâó áðàíó ìîæíî ïåðåíåñòè íà âíåøíþþ íîãó ìåæäó

Qc è Qf , ñåé÷àñ äëÿ íàøèõ ðàññóæäåíèé ýòî óäîáíî ñäåëàòü.

S3

Qf

Ðèñ. 7: Ãåîìåòðèÿ ïîñëå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïåðåõîäà â P1 îòâå÷àþùåìó àíòèôóíäàìåíòà-
ëó.
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Ïðè ýòîì ÷èñëî N òîïîëîãè÷åñêèõ áðàí ñâÿçàíî ñ ìàññîé àíòèôóíäàìåíòàëà êàê

Ngs = βma (4.59)

Ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïåðåõîäà ìû äîëæíû ñ÷èòàòü, ÷òî

A = qN (4.60)

Ïðè ýòîì òåîðèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà âîçíèêàåò êàê òåîðèÿ íà Ëàãðàíæåâûõ áðàíàõ ïðè

ðàññìîòðåíèè îòêðûòûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóí òèïà À íà ýòîé ãåîìåòðèè. Ìû èìååì 2

íàáîðà áðàí: îäíó Ëàãðàíæåâó áðàíó îòâå÷àþùóþ ïîâåðõíîñòíîìó îïåðàòîðó è ñòîïêó

áðàí îòâå÷àþùèõ ãåîìåòðè÷åñêîìó ïåðåõîäó, ïîýòîìó ìû áóäåì èìåòü 2 òåîðèè ×åðíà-

Ñàéìîíñà. Óðîâåíü κ òåîðèè, æèâóùåé íà ñòîïêå N áðàí ðàâåí

2π

κ+N
= gs (4.61)

À êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà åñòü SU(N)

Ñòàòñóììà òåîðèè òèïà À ëîêàëèçóåòñÿ íà ãîëîìîðôíûå èíñòàíòîíû, êîòîðûå íà-

òÿãèâàþòñÿ íà 2-öèêëû ìåæäó Ëàãðàíæåâûìè áðàíàìè, à íà ñàìèõ áðàíàõ êîí÷àþòñÿ

çàìêíóòûìè ëèíèÿìè, êîòîðûå åñòü íè÷òî èíîå, êàê Âèëüñîíîâñêèå ïåòëè. Ñ òî÷êè

çðåíèÿ òåîðèé ×åðíà-Ñàéìîíñà ñòàòñóììà ðàâíà ñëåäóþùåìó êîððåëÿòîðó:

Zinst =

〈
exp

( ∑
β,s,R1,R2

∞∑
p=1

N β
s,R1,R2

qps

p(1− qp)
Qp
β TrR1U

pTrR2V
p

)〉
CS1,CS2

(4.62)

ãäå U è V - ãîëîíîìèè â ïðåäñòàâëåíèÿõ R1 è R2 íà äâóõ íàáîðàõ áðàí è Qβ åñòü

Êýëåðîâ ïàðàìåòð 2-öèêëà β. N β
s,R1,R2

åñòü öåëûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå âû÷èñëÿþò

âûðîæäåííîñòü ÁÏÑ ñîñòîÿíèÿ ñî ñïèíîì s, êîòîðîå ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèÿì

R1 è R2 îòíîñèòåëüíî ãðóïï U(Ni) íà áðàíàõ. p åñòü ñóììà ïî êðàòíûì íàìîòêàìè.

Ðàññìîòðèì èíñòàíòîí äî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïåðåõîäà, êîòîðûé íàìàòûâàåòñÿ n ðàç íà

Qc è r ðàç íà îäíó Ëàãðàíæåâó áðàíó. Ïîñêîëüêó n è r âçàèìíî ïðîñòû, íàñ áóäåò

èíòåðåñîâàòü òîëüêî åäèíè÷íàÿ íàìîòêà p = 1. Â ðàçäåëå 5.1 ìû ïîêàæåì, ÷òî îí

íàòÿãèâàåòñÿ íà (n, r) öèêë íà òîðå, êîòîðûé åñòü ÷àñòü ñëîÿ òîðè÷åñêîãî Êàëàáè-ßó.

Ïîñëå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïåðåõîäà, âîçíèêàþùàÿ S3 åñòü ðàññëîåíèå ðîâíî ýòîãî T 2 íàä

îòðåçêîì. Ïîýòîìó ãðàíèöà ýòîãî èíñòàíòîíà íàìàòûâàåòñÿ (n, r) òîðè÷åñêèì óçëîì

íà ñòîïêó N áðàí. Ïîýòîìó ãîëîíîìèÿ U áåð¼òñÿ âäîëü òîðè÷åñêîãî óçëà. Ïðè ýòîì

çàìåòèì, ÷òî ðàíã êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû ïðàâèëüíî ñâÿçàí ñ ïåðåìåííîé A â ïîëèíîìå
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ÕÎÌÔËÈ - óð. (4.60).

Òåïåðü åñëè ìû âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî ôóíäàìåíòàëüíîé ìàññå è ðàññìîòðèì ïðå-

äåë mf → 0, òî ïðè èíòåðåñóþùåì íàñ ÷ëåíå zrQn
c ìû ïîëó÷èì:

1

1− q

∞∑
k,s,R1,R2

kN r,n,k
s,R1,R2

qs 〈TrR1U〉〈TrR2V 〉 (4.63)

Ýêñïîíåíòà èñ÷åçëà, ò.ê. ñòàòñóììà ðàâíà 1 ïðè mf = 0. Ñóììèðîâàíèå ïî k îòâå÷àåò

íàìîòêàì íà 2-öèêë ôóíäàìåíòàëüíîãî ìóëüòèïëåòà.

Ýòî ôîðìà îáúÿñíÿåò, îòêóäà áåð¼òñÿ óçåë è ïî÷åìó ïåðåìåííûå â ÕÎÌÔËÈ èìåííî

òàêèå. Îäíàêî íåïîíÿòíî, ïî÷åìó ìû ïîëó÷àåì òîëüêî ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîäðîáíî çíàòü ñòðóêòóðó ÷èñåë âûðîæäåíèÿ N β
s,R1,R2

.

4.2 Ñòàáèëüíûé ïðåäåë

Ðàññìîòðèì ïðåäåë áîëüøîé êîíñòàíòû ×åðíà-Ñàéìîíñà k → ∞. Â ýòîì ðåæèìå èí-

ñòàíòîíû âûìèðàþò è âêëàäû 2-õ ìàòåðèé ôàêòîðèçóþòñÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â [34] áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî â òàê íàçûâàåìîì ñòàáèëüíîì

ïðåäåëå n→∞, ñóïåðïîëèíîì Pn,r ïðåâðàùàåòñÿ â ñóïåðïîëèíîì äëÿ íåçàóçëåííîé S1,

ïîêðàøåííîé â ñèììåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå [r]:

lim
n→∞

Pn,r = P [r]
unknot (4.64)

Ñåé÷àñ ìû ïðîäåìîñòðèðóåì, ÷òî â íàøåé êàðòèíå âîçíèêàåò àíàëîã ýòîãî ñîîò-

íîøåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëàãàÿ q, t < 1, ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîëüêî λ = ∅ äà¼ò

íåíóëåâîé âêëàä â (4.53). Ôóíäàìåíòàëüíûé ãèïåðìóëüòèïëåò äà¼ò ïðîñòîé ïåðòóðáà-

òèâíûé ôàêòîð:

Nf =
∞∏

i=1,j=1

(1− exp(−βmf )q
i−1t−j) (4.65)

êîòîðûé ìû îòáðîñèì. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî âêëàä Ëàãðàíæåâîé áðàíû è àí-

òèôóíäàìåíòàëüíîãî ìóëüòèïëåòà - Ðèñ. 8. Êàê è ðàíüøå, ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà

èíñòàíòîííîì âêëàäå â ñòàòñóììó. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå ìû áóäåì íîðìèðîâàòüñÿ

íà Z(z = 0).

Äàííàÿ ãåîìåòðèÿ - íè÷òî èíîå, êàê êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ Îîãóðè-Âàôû[4], êî-

òîðàÿ ñ÷èòàåò â íåðàôèíèðîâàííîì ñëó÷àå ðàñêðàøåííûå ÕÎÌÔËÈ äëÿ íåçàóçëåííîé

S1: ñòàòñóììà

Zunrefined =
∑
m

Hr(A, q)z
r (4.66)
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−A
√
qt

z
√
q

Ðèñ. 8: Ñòàáèëüíûé ïðåäåë. Òî÷êà îáîçíà÷àåò âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå.

åñòü ñóììà ïîëèíîìîâ ÕÎÌÔËÈ Hr(A, q) äëÿ íåçàóçëåííîé S1, ïîêðàøåííîé â ñèì-

ìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå [r] - ïîñêîëüêó ìû èìååì òîëüêî îäíó Ëàãðàíæåâó áðàíó,

ìû ïîëó÷àåì òîëüêî ñèììåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Â ðàôèíèðîâàííîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ íåìíîãî áîëåå òîíêàÿ, ò.ê. â îáùåì ñëó÷àå îò-

âåò çàâèñèò îò âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ[35]. Áîëåå òîãî, åñòü îïðåäåë¼ííûå òðóäíîñòè

ñ îïðåäåëåíèåì ñóïåðïîëèíîìà íå â ôóíäàìåíòàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè - ñì. îáñóæäåíèå

â [19]. Îäíàêî, åñëè ìû àêêóðàòíî ïðîñëåäèì âêëàä Ëàãðàíæåâîé áðàíû, íàø âûáîð

âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ íà ñàìîì äåëå ïðèâîäèò ê ñóïåðïîëèíîìó â ïîëíîñòüþ àí-

òèñèììåòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè 1m b:

Zrefined =
∞∏
i=1

1− zti−1

1 + Az
√
qti−1/2

(4.67)

Ïîýòîìó ìû ìîæåì íàïèñàòü àíàëîã óð .(4.64):

lim
k→∞

Z(A, q, t, z, Q)

Z(A, q, t, z = 0, Q)
=
∑
r

zrP 1r

unknot(A, q, t) (4.68)

5 Èíâàðèàíòû óçëîâ è SU(2) òåîðèÿ

5.1 Îò Ëàãðàíæåâîé áðàíû ê SU(2) òåîðèè ñ 4 ôëåéâîðàìè

Ñîãëàñíî ãèïîòåçå ÀÃÒ [36] è å¼ ïÿòèìåðíîìó îáîáùåíèþ [37, 38, 39, 40], ïåðòóðáàòèâ-

íàÿ ÷àñòü Íåêðàñîâñêîé SU(2) ñòàòñóììû ðàâíà 3-õ òî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

â òåîðèè Ëèóâèëëÿ. Â ïÿòèìåðíîì ñëó÷àå ðå÷ü èä¼ò î q-äåôîðìèðîâàííîì Ëèóâèëëå.

bÏðîòèâîðå÷èÿ íåò: â ñëó÷àå ÕÎÌÔËÈ íåò ðàçíèöû ìåæäó ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûì è ïîëíîñòüþ
àíòèñèììåòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿìè. Òàêæå, äëÿ ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé îòâåò
íå çàâèñèò îò âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ[35]
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Ïðè ýòîì èíñòàíòîííàÿ ñòàòñóììà ñîîòâåòñòâóåò 4-õ òî÷å÷íîìó êîððåëÿòîðó. Êîíôîðì-

íûå âåñà ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ìàññàìè â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè.

Áîëåå òîãî, âñòàâêà ïîâåðõíîñòíîãî îïåðàòîðà ñîîòâåòñòâóåò âñòàâêå îïåðàòîðà V2,1, âû-

ðîæäåííîãî íà óðîâíå 2, â êîððåëÿòîð êîíôîðìíîé òåîðèè. Èç ýòîãî ìû ìîæåì çàêëþ-

÷èòü, ÷òî ïåðòóðáàòèâíàÿ ñòàòñóììà ñ ïîâåðõíîñòíûì îïåðàòîðîì äîëæíà áûòü ðàâíà

èíñòàíòîííîé ñòàòñóììå, íî ñ î÷åíü ñïåöèàëüíûì âûáîðîì ìàññ. Äåéñòâèòåëüíî, òàêîå

ñîîòâåòñòâèå âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî â [41] ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé

íàä äèàãðàììîé òîïîëîãè÷åñêèõ âåðòåêñîâ. Ïðèâåä¼ì ýòè ðåçóëüòàòû:

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü îòêðûòî-çàìêíóòàÿ äóàëüíîñòü: ìû ìîæåì çàìåíèòü

Ëàãðàíæåâó áðàíó ðàçðåø¼ííûì êîíèôîëäîì - Ðèñ. 9.

z
√
q

Qr = q3/2t1/2

z

Ðèñ. 9: Îòêðûòî-çàìêíóòàÿ äóàëüíîñòü

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, åñëè ìû ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé Êýëåðîâ ïàðàìåòð ðàçðåøå-

íèÿQr, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèé âêëàä â ñòàòñóììó(âòîðàÿ äðîáü ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâêîé

íà ïåðòóðáàòèâíûé âêëàä):

l(λ)∏
i=1

+∞∏
j=1

(1− zQrt
i−3/2qλi−j−1/2)

(1− zti−1qλi−j)

(1− zti−1q−j)

(1− zQrti−3/2q−j−1/2)
(5.69)

Åñëè ìû âîçüì¼ì Qr = q3/2t1/2, òî ïîëó÷èì â òî÷íîñòè M(z).

Ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü ïðîåêöèÿ íà òðèâèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ: ïðåäïî-

ëîæèì ìû èìååì äèàãðàììó ãäå äâå âíåøíèå ëèíèè ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà ìû ìîæåì

äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíûé ðàçðåø¼ííûé êîíèôîëä ñî ñïåöèàëüíûì Êýëåðîâûì ïàðà-

ìåòðîì, êîòîðûé ñïðîåöèðóåò ïðåäñòàâëåíèÿ íà ýòèõ 2õ ëèíèÿõ íà òðèâèàëüíûå - ðèñ.

10

Ðåçþìèðóÿ, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü íàø �ïî÷òè ñóïåðïîëèíîì� ïðîñòî èç èíñòàíòîííîé
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q1/2t1/2

Ðèñ. 10: Ïðîåêòîð íà òðèâèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

SU(2) ñòàòñóììû ñ 4 ìàòåðèÿìè. Ïðè ýòîì èíñòàíòîííîå ÷èñëî n-åñòü ÷èñëî D1 ñòðóí

ïðîòÿíóòûõ ìåæäó ïÿòèáðàíàìè, à r-åñòü ÷èñëî F1 ñòðóí - ò.å. ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä.

Òåîðèÿ ñòðóí òèïà IIB ðåàëèçóåòñÿ êàê Ì-òåîðèÿ, êîìïàêòèôèöèðîâàííàÿ íà òîð T 2. D1

è F1 ñòðóíû ïðèõîäÿò èç M2 áðàíû, íàìîòàííîé íà ðàçíûå öèêëû ýòîãî òîðà. Ïîýòîìó

êîìïîçèòíûé îáúåêò ñ çàðÿäàìè (n, r) åñòü M2 áðàíà, íàìîòàííàÿ íà (n, r) öèêë ýòîãî

òîðà.

5.2 Ðåäóêöèÿ â 4D

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì ðåäóêöèþ SU(2) â áîëåå ïðèâû÷íóþ ÷åòûð¼õìåðíóþ òåî-

ðèþ. Â D = 5 ìû èìååò W-áîçîíû è èíñòàíòîíû êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ïåòëå. Ñ

òî÷êè çðåíèÿ êîìïàêòèôèêàöèè Ì-òåîðèè íà Êàëàáè-ßó, îáà îíè îòâå÷àþò M2 áðàíå,

íî íàìîòàííîé íà ðàçíûå öèêëû. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [23] îäíîïåòëåâîå âû÷èñëåíèå

â D = 5 îòâå÷àåò èíñòàíòîííîìó ðàçëîæåíèþ â D = 4. Äâîéíàÿ ñóììà ïî ýëåêòðè-

÷åñêèì è èíñòàíòîííûì çàðÿäàì â D = 5 âûðîæäàåòñÿ â ñóììó òîëüêî ïî èíñòàíòîí-

íûì çàðÿäàì â D = 4. Ïîñêîëüêó ïîëèíîì ÕÎÌÔËÈ �ìåðÿåò� âûðîæäåíèå ñîñòîÿíèé

ñ çàäàííûìè çàðÿäàìè (nI , ne), ðåäóêöèÿ â ÷åòûð¼õìåðèå îçíà÷àåò ïåðåñóììèðîâàíèå

ÕÎÌÔËÈ ïî îäíîé èç íàìîòîê. Ñôîðìóëèðóåì ýòî áîëåå ÿâíî. Ïðè ïåðåõîäå â 4 èçìå-

ðåíèÿ, ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåäåë β → 0 è g → 0, ïðè ýòîì äåðæà íåêîòîðûå ïàðàìåòðû

ïîñòîÿííûìè:

β

g2
=

1

g2
4D

= const (5.70)

a,ma, ε = const (5.71)
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Ïåðâîå óñëîâèå îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî èíñòàíòîíû ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü êîì-

ïàêòíîãî èçìåðåíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â áîëåå ïðèâû÷íûå òî÷å÷íûå èíñòàíòîíû â 4D. ×òî-

áû ïîëó÷èòü n−èíñòàíòîííûé âêëàä cn â êîíäåíñàò:

〈ψ̃ψ〉4D =
∑
n

e−n/g
2
4Dcn(ε,m, a) (5.72)

íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäàì:

cn(a,ma, ε) = lim
β→0

∞∑
r=0

e−raβHn,r(q, A) (5.73)

Êîãäà ìû óñòðåìëÿåì β → ∞, ÷ëåíû ñ áîëüøèìè r ñòàíîâÿòñÿ áîëåå è áîëåå ñó-

ùåñòâåííûìè. Â êîíå÷íîì èòîãå, ñóììà ïðåâðàùàåòñÿ â ïîäîáèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-

ïëàñà. Îäíàêî, ýòî íå áóêâàëüíî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïîñêîëüêó q = exp(−βε) è
A = − exp(βma) çàâèñÿò îò β è ñòðåìÿòñÿ ê 1 è −1 ñîîòâåòñòâåííî. Èç-çà ýòîãî ìû

òåðÿåì èíôîðìàöèþ î êîíå÷íûõ ñòåïåíÿõ q è A. Ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðåäåë â

D = 4 íåîáðàòèì. Òåì íå ìåíåå, åñòåñòâåííî çàäàòü âîïðîñ: ÷òî îñòàëîñü îò èíâàðèàíòà

óçëà?

Îòâåò ïðîñò: èç óðàâíåíèÿ (5.73) ìû âèäèì, ÷òî ïîâåäåíèå ÕÎÌÔËÈ ïðè áîëüøèõ

r ïåðåðàáàòûâàåòñÿ â àíàëèòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïî ïåðåìåííîé a 4D èíñòàíòîííîãî

âêëàäà cn. Êàæäûé ïîëþñ −αε îòâå÷àåò ÷ëåíó qαr â ïîëèíîìå ÕÎÌÔËÈ Hn,r.

Ïðèìåð: ðàññìîòðèì 2 èíñòàíòîíà. H2,r äëÿ r > 0 ðàâíû:

H2,r =
q(A+ q − q−r(Aq + 1))

q2 − 1
(5.74)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áåðÿ ÷åòûð¼õìåðíûé ïðåäåë:

ma + ε

2εa
+

ma − ε
2ε(ε− a)

(5.75)

Äâà ïîëþñà â 0 è ε îòðàæàþò ÷ëåíû q0 è q−r ñîîòâåòñòâåííî.

Ìû âèäåëè, ÷òî ÷åòûð¼õìåðíûé ïðåäåë ÷óâñòâèòåëåí òîëüêî ê ïîâåäåíèþ ÕÎÌÔËÈ

Hn,r ïðè áîëüøèõ r. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âòîðàÿ íàìîòêà òîðè÷åñêîãî óçëà ñòàíîâèòñÿ

áîëüøîé è �êîíäåíñèðóåòñÿ�. Ýòî �ìàòåìàòè÷åñêîå êîíäåíñèðîâàíèå� îòðàæàåò ôèçè÷å-

ñêóþ êîíäåíñàöèþ: â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïÿòàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïîëÿ

A5 ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê Õèããñîâñêîìó ñêàëÿðó è êîíäåíñèðóåòñÿ.
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6 Äðîáíûé ×åðí-Ñàéìîíñ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû êðàòêî èçëîæèì ëþáîïûòíîå íàáëþäåíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî

ïîëèíîìû ÕÎÌÔËÈ òàêæå ìîæíî ïîëó÷àòü ðàññìàòðèâàÿ ïÿòèìåðíóþ ÑóïåðÊÝÄ â

äðîáíîé êîíñòàíòîé ñâÿçè ×åðíà-Ñàéìîíñà. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî äàííûé ïîäõîä îòëè÷à-

åòñÿ îò èçëîæåííûõ âûøå è óðîâåíü ×åðíà-Ñàéìîíñà áóäåò ïî-äðóãîìó ñâÿçûâàòüñÿ

ñ òèïîì óçëà. Áûëî áû èíòåðåñíî îòñëåäèòü íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå, êàê äëÿ îïðåäå-

ë¼ííîé èíñòàíòîííîé êîíôèãóðàöèè, ïîâåðõíîñòíûé îïåðàòîð ýôôåêòèâíî ìåíÿåò êîí-

ñòàíòó ñâÿçè ×åðíà-Ñàéìîíñà. Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìóëà Äæîíñà-Ðîññî äëÿ ïîëèíîìà

ÕÎÌÔËÈ â ôóíäàìåíòàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ òîðè÷åñêîãî óçëà (n, r) ìîæåò áûòü

çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ïðèëîæåíèå A):

H
(n,r)
� (A, q) = (−1)n−1

1− qn

qn

∑
|λ|=n

q(
r
n+1)

∑
(l−a)

∏0,0(1− ql′−a′)
∏0,0(1 + Aqa

′−l′)∏
(q−l−1 − qa)(q−l − qa+1)

(6.76)

Äàííàÿ ôîðìóëà, ïî-ñóòè, ñîâïàäàåò ñ n-èíñòàíòîííûì âêëàäîì â ñòàòñóììó ïÿòè-

ìåðíîé N = 1 ÑÊÝÄ R4
Ω × S1

β â ñàìîäóàëüíîì Ω-ôîíå ε1 = −ε2 ñ àíòèôóíäàìåíòàëü-
íîé ìàòåðèåé ìàññû ma, ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåðèåé ñ ìàññîé mf è äðîáíûì óðîâíåì

×åðíà-Ñàéìîíñà r/n:

∂Z̃inst
n

∂mf

∣∣∣∣
mf=0

= (1 + A)β
∑
|λ|=n

q(
r
n+1)

∑
(l−a)

∏0,0(1− ql′−a′)
∏0,0(1 + Aqa

′−l′)∏
(q−l−1 − qa)(q−l − qa+1)

(6.77)

ãäå

q = exp(−βε2), A = − exp(βma) (6.78)

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñòàòñóììó äàííîé òåîðèè êàê Z̃. Äëÿ íåçàóçëåííîé S1 (n, 1) ýòà

ôîðìóëà äà¼ò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

H
(n,1)
� =

1

(1− q)q(n−1)/2
(6.79)

Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìóëà äëÿ ñóïåðïîëèíîìà (n, nk + 1) òîðè÷åñêîãî óçëà â ôóíäà-

ìåíòàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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P (A, q, t)nk+1,n = (6.80)

∑
λ:|λ|=n

t(k+1)
∑
lq(k+1)

∑
a(1− t)(1− q)

∏0,0(1 + Aq−a
′
t−l
′
)
∏0,0(1− qa′tl′)(

∑
qa
′
tl
′
)∏

(qa − tl+1)
∏

(tl − qa+1)

Äàííàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àòñÿ êàê n-èíñòàíòîííûé âêëàä â ïÿòèìåðíîé N = 1 ÑÊÝÄ

íà R4
Ω × S1

β â îáùåì Ω-ôîíå, ñ ÷ëåíîì ×åðíà-Ñàéìîíñà óðîâíÿ k, è êèðàëüíîé íàáëþ-

äàåìîé:

P (A, q, t)n,nk+1 = t−n/2q−n/2
1

1 + A

∂

∂(βmf )
〈exp(−βΦ)〉, mf = 0 (6.81)

Ýòó ñòàòñóììó ìû îáîçíà÷èì çà Z.

×òîáû ðåäóöèðîâàòüñÿ ê ÕÎÌÔËÈ íóæíî ïîëîæèòü t = 1/q. Òîãäà ýòè 2 ôîðìóëû

ñîîòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pn,nk+1(A, q, q−1) = (−1)n
Hn,nk+1

� (A, q)

Hn,1
� (A, q)

= (−1)n(1− q)q(n−1)/2Hn,nk+1
� (6.82)

Ïðè ýòîì

Hn,nk+1
� = (−1)n−1

1− qn

(1 + A)qn
∂Z̃n

∂(βmf )

∣∣∣∣
mf→0

(6.83)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçü ðàçëè÷íûõ íàáëþäàåìûõ â 2-õ òåîðèÿõ.

Òàêæå ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ðàñøèðèòü äî ïðîèçâîëüíîãî òîðè÷åñêîãî óçëà, åñëè

âìåñòî ïðîñòîãî îïåðàòîðà exp(−βΦ) ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå M(z) - ñì. ðàçäåë 4:

M(z) = exp

(
∞∑
n=1

zntn exp(−βnΦ)

n(tn − 1)

)
(6.84)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÕÎÌÔËÈ ÷èñëî èíñòàíòîíîâ äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ÷èñ-

ëèòåëåì óðîâíÿ ×-Ñ. Èíòåðåñíî èññëåäîâàòü âêëàäû ñ äðóãèì ÷èñëîì èíñòàíòîíîâ.

Ýòîò âîïðîñ áûë èññëåäîâàí â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå[42]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå

âêëàäû îòâå÷àþò ñóììå ñ îïðåäåë¼ííûìè âåñàìè ïî ðàñêðàñêàì ÕÎÌÔËÈ â ðàçíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ. Ìû îòëîæèì îáñóæäåíèå ýòîãî ôàêòà äî ñëåäóþùåé ðàáîòû.

Áûëî áû èíòåðåñíî èññëåäîâàòü äàííîå ñîîòâåòñòâèå ñ òî÷êè çðåíèÿ èíòåãðèðóåìîé

ñèñòåìû òèïà Êàëîäæåðî. Èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ íåêîììó-

òàòèâíûìè U(1) èíñòàíòîíàìè[43]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî êàê ïîëó÷àòü ïîëèíîìû
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ÕÎÌÔËÈ ÷åðåç ðàññìîòðåíèÿ ñîñòîÿíèé ñ íóëåâîé ýíåðãèåé â ñèñòåìå ðàöèîíàëüíîãî

Êàëîäæåðî[44, 45]: â ýòîì ïîäõîäå òàêæå ÷èñëî ÷àñòèö n íàïðÿìóþ çàâÿçàíî ñ êîíñòàí-

òîé ñâÿçè Êàëîäæåðî g = ν(ν + 1), ãäå ν = r/n.

7 Îáñóæäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàëàñü ñâÿçü èíñòàíòîíîâ â ñóïåðñèììåòðè÷íûõ êàëèáðîâî÷-

íûõ òåîðèÿõ è èíâàðèàíòîâ òîðè÷åñêèõ óçëîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåë¼ííûå âàêóóìíûå

ñðåäíèå â òàêèõ òåîðèÿõ åñòü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïîëèíîìîâ ÕÎÌÔËÈ è ñó-

ïåðïîëèíîìîâ. Ýòî åäèíñòâåííûé èçâåñòíûé ïðèìåð, êîãäà ïîëèíîìû óçëîâ âîçíèêàþò

â ðàçëîæåíèè ñòàòñóììû ïî ïàðàìåòðàì. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû òîðè÷åñêîãî óçëà (n, r)

îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ èíñòàíòîííûì çàðÿäîì n è ýëåêòðè÷åñêèì r. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïî-

ëîãè÷åñêèõ ñòðóí, óçåë ðèñóåòñÿ íå Ëàãðàíæåâîé áðàíîé, à ãîëîìîðôíûì èíñòàíòîíîì.

Ìû ñóìåëè ñâÿçàòü

• Cóïåðïîëèíîì (n, nk+ 1) òîðè÷åñêîãî óçëà ñ 5D ÑÊÝÄ ñ ÷ëåíîì ×åðíà-Ñàéìîíñà

óðîâíÿ k+1 â ïðîèçâîëüíîé Ω-äåôîðìàöèè ñ 2 ãèïåðìóëüòåïëåòàìè è ñ îïåðàòîðîì

êèðàëüíîãî êîëüöà.

• Ïîëèíîì ÕÎÌÔËÈ (n, r) òîðè÷åñêîãî óçëà ñ 5D ÑÊÝÄ â ñàìîäóàëüíîé Ω-äåôîðìàöèè

ñ 2 ãèïåðìóëüòèïëåòàìè è ñ ïîâåðõíîñòíûì îïåðàòîðîì. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñòàò-

ñóììà òàêîé òåîðèè ñîâïàäàåò ñî ñòàòñóììîé SU(2) òåîðèè ñ 4 ãèïåðìóëüòåïëåòà-

ìè ñïåöèàëüíîé ìàññû.

Íå ñìîòðÿ íà îïðåäåë¼ííûå ïðîäâèæåíèÿ, îñòà¼òñÿ ìíîãî îòêðûòûõ ïðîáëåì. Êî-

íå÷íî, ãëàâíàÿ öåëü - íàéòè ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîèçâîëüíûì ðàñêðàøåííûì óçëîì è

èíñòàíòîíîì â íåêîòîðîé òåîðèè. Ñ ýòîé ïðîáëåìîé ñâÿçàíî 3 îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ:

• Îáîáùèòü ñâÿçü ñ ñóïåðïîëèíîìîì äî ïðîèçâîëüíîãî òîðè÷åñêîãî óçëà. Äëÿ ýòîãî

íåîáõîäèìî ëó÷øå ïîíÿòü ñòðóêòóðó ðàôèíèðîâàííîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïåðåõîäà.

• Ïîíÿòü ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò ðàñêðàñêà óçëà íà ÿçûêå òåîðèè ïîëÿ. Âåçäå â äàííîé

ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî íå ðàñêðàøåííûå óçëû(ïîêðàøåííûå â ôóíäà-

ìåíòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå).

• Íàéòè ñâÿçü îáùèõ óçëîâ ñ èíñòàíòîíàìè. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óçëû íà ïîâåðõ-

íîñòÿõ ñòàðøåãî ðîäà ñâÿçàíû ñ SU(N) òåîðèÿìè.
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Òàêæå ìû èññëåäîâàëè äóàëüíîñòü îïåðàòîðîâ êèðàëüíîãî êîëüöà ñ ïîâåðõíîñòíûìè

îïåðàòîðàìè â ñóïåðñèììåòðè÷íîé U(1) òåîðèè ñ ïîìîùüþ òåõíèêè òîïîëîãè÷åñêèõ

âåðòåêñîâ. Èíòåðåñíî áóäåò îáîáùèòü äàííóþ äóàëüíîñòü íà îáùèå êîë÷àííûå òåîðèè

è âûâåñòè ýòó äóàëüíîñòü èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî N = 1, D = 5 ñóïåðñèììåòðè÷íûå òåîðèè ñâÿçàíû ñðàçó ñ 2

èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè: îäíà èç íèõ åñòü XXZ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà(è å¼ âûðîæäåíèÿ),

à âòîðàÿ åñòü èåðàðõèÿ Óèçåìà. Èíòåðåñíî èññëåäîâàòü ñâÿçü èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è

óçëîâ ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ìû íà÷àëè ýòó ðàáîòó ñ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó q, t-÷èñëàìè Êàòàëàíà è èíñòàíòîíàìè

â ÑÊÝÄ. ×èñëà Êàòàëàíà èìåþò ìíîæåñòâî êîìáèíàòîðíûõ èíòåðïðåòàöèé. Èíòåðåñíî

ïîíÿòü, ÷åìó îíè îòâå÷àþò ñ òåîðåòèêî-ïîëåâîé òî÷êè çðåíèÿ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

îíè ñâÿçàíû ñî ñ÷¼òîì íóëåâûõ ìîä â ïîëå èíñòàíòîíà â Ω-äåôîðìèðîâàííîé òåîðèè.

Áûëî áû èíòåðåñíî ñôîðìóëèðîâàòü ýòî ñîîòâåòñòâèå ÿâíî.

A Ôîðìóëà Äæîíñà-Ðîññî

Ôîðìóëà Äæîíñà-Ðîññî(Ä-Ð) äëÿ ïîëèíîìà ÕÎÌÔËÈ-ÏÒ äëÿ (n, r) òîðè÷åñêîãî óçëà,

ðàñêðàøåííîãî â ïðåäñòàâëåíèå R âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì[46]:

H
(n,r)
R (A, q) =

∑
λ∈R⊗n

q
r
n

∑
�∈λ(a−l)cλRχλ(p

∗) (A.85)

ãäå:

• R - Äèàãðàììà Þíãà îïðåäåëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå

• cλR - êîýôôèöèåíòû Àäàìñà, îïðåäåëÿåìûå äåéñòâèåì îïåðàöèè Àäàìñà íà ïîëè-

íîìû Øóðà χµ(p):

χµ(p(n)) =
∑
η∈µ⊗n

cηµχη(p) (A.86)

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìû ïèøåì àðãóìåíòû ïîëèíîìîâ Øóðà ÷åðåç ïîëèíîìû

ñòåïåííûõ ðÿäîâ pk = xk1 + xk2 + .... È

p
(n)
k = pnk = xnk1 + xnk2 + ... (A.87)

• Íàêîíåö, p∗ îïðåäåëÿþò ñïåöèàëüíûé âûáîð ýòèõ ïîëèíîìîâ:

p∗k =
(−A)k − (−A)−k

qk − q−k
(A.88)
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Ïåðåïèøåì ôîðìóëó Ä-Ð (A.85) â áîëåå ÿâíîì âèäå. Õîðîøî èçâåñòíî[47] , ÷òî ïðè

ñïåöèàëüíîì âûáîðå p∗ (A.88), ïîëèíîìû Øóðà äàþòñÿ ôîðìóëîé:

χλ(p
∗) = q

∑
a

∏
(1 + Aql

′−a′)∏
(1− qa+l+1)

(A.89)

Åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì R = �, òîãäà åñòü ñëåäóþùàÿ

ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Àäàìñà[48]:

cλ� = q
∑
a(1− qn)

∏0,0(1− ql′−a′)∏
(1− qa+l+1)

(A.90)

Ñîáèðàÿ âñå ôàêòîðû âìåñòå, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïîëèíîìà

ÕÎÌÔËÈ â ôóíäàìåíòàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ (n, r) òîðè÷åñêîãî óçëà(ìû îïóñòèëè

òðèâèàëüíûé ìíîæèòåëü (1 + A)):

H
(n,r)
� = (1− qn)

∑
|λ|=n

q2
∑
aq

r
n

∑
(a−l)

∏0,0(1− ql′−a′)
∏0,0(1 + Aql

′−a′)∏
(1− qa+l+1)2

(A.91)

Èëè ýêâèâàëåíòíî:

H
(n,r)
� (A, q) = (−1)n−1

1− qn

qn

∑
|λ|=n

q(
r
n+1)

∑
(a−l)

∏0,0(1− qa′−l′)
∏0,0(1 + Aql

′−a′)∏
(q−l−1 − qa)(q−l − qa+1)

(A.92)

B Ëàãðàíæåâà áðàíà è ôîðìóëà Ä-Ð

Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà (4.53) â íåðàôèíèðîâàííîì ñëó÷àå q = 1/t äåéñòâèòåëüíî âîñ-

ïðîèçâîäèò ôîðìóëó Äæîíñà-Ðîññî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì ÷òî áëàãîäàðÿ ôàêòîðó
∏0,0(1−

ql
′−a′) âêëàä äàþò òîëüêî äèàãðàììû ôîðìû êðþêà.

Ðèñ. 11: Äèàãðàììà Þíãà ôîðìû êðþêà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ äèàãðàììà λ èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ "ðóêó"äëèíû w. Òîãäà
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âåðòèêàëüíàÿ "íîãà"èìååò äëèíó n−w+1, ò.ê. ïîëíîå ÷èñëî áîêñîâ ðàâíî n. Â ôîðìóëå

Ä-Ð çàâèñèìîñòü îò âòîðîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà r ñëåäóþùàÿ:

q
r
n

(
∑
a−

∑
l) = qrw−

r(n+1)
2 (B.93)

Â òî âðåìÿ â ñëó÷àå Ëàãðàíæåâîé áðàíû:

M(z) =
1− qwz

1− qw−nz
(B.94)

Ïîýòîìó

CoefzrM(z) = qr(w−n)(1− qn) (B.95)

Ìû âèäèì, ÷òî êðîìå íîðìàëèçàöèîííîãî ôàêòîðà (1− qn)qr(1−n)/2 ýòè äâà âûðàæåíèÿ

ñîâïàäàþò.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] A. Gorsky è A. Milekhin. �Condensates and instanton - torus knot duality. Hidden

Physics at UV scale�. Â: (2014). arXiv: 1412.8455 [hep-th].

[2] A. Gorsky, A. Milekhin è N. Sopenko. �The Condensate from Torus Knots�. Â: (2015).

arXiv: 1506.06695 [hep-th].

[3] EdwardWitten. �Quantum Field Theory and the Jones Polynomial�. Â: Commun.Math.Phys.

121 (1989), ñ. 351�399. doi: 10.1007/BF01217730.

[4] Hirosi Ooguri è Cumrun Vafa. �Knot invariants and topological strings�. Â: Nucl.Phys.

B577 (2000), ñ. 419�438. doi: 10.1016/S0550- 3213(00)00118- 8. arXiv: hep-

th/9912123 [hep-th].

[5] Tudor Dimofte, Davide Gaiotto è Sergei Gukov. �Gauge Theories Labelled by Three-

Manifolds�. Â: Commun.Math.Phys. 325 (2014), ñ. 367�419. doi: 10.1007/s00220-

013-1863-2. arXiv: 1108.4389 [hep-th].

[6] Hee-Joong Chung è äð. �3d-3d Correspondence Revisited�. Â: (2014). arXiv: 1405.

3663 [hep-th].

[7] Sergei Gukov, Albert S. Schwarz è Cumrun Vafa. �Khovanov-Rozansky homology and

topological strings�. Â: Lett.Math.Phys. 74 (2005), ñ. 53�74. doi: 10.1007/s11005-

005-0008-8. arXiv: hep-th/0412243 [hep-th].

30

http://arxiv.org/abs/1412.8455
http://arxiv.org/abs/1506.06695
http://dx.doi.org/10.1007/BF01217730
http://dx.doi.org/10.1016/S0550-3213(00)00118-8
http://arxiv.org/abs/hep-th/9912123
http://arxiv.org/abs/hep-th/9912123
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-013-1863-2
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-013-1863-2
http://arxiv.org/abs/1108.4389
http://arxiv.org/abs/1405.3663
http://arxiv.org/abs/1405.3663
http://dx.doi.org/10.1007/s11005-005-0008-8
http://dx.doi.org/10.1007/s11005-005-0008-8
http://arxiv.org/abs/hep-th/0412243


[8] Mina Aganagic è Shamil Shakirov. �Knot Homology and Re�ned Chern-Simons Index�.

Â: Commun.Math.Phys. 333.1 (2015), ñ. 187�228. doi: 10.1007/s00220-014-2197-4.

arXiv: 1105.5117 [hep-th].

[9] Nikita A. Nekrasov. �Seiberg-Witten prepotential from instanton counting�. Â:Adv.Theor.Math.Phys.

7 (2004), ñ. 831�864. doi: 10.4310/ATMP.2003.v7.n5.a4. arXiv: hep-th/0206161

[hep-th].

[10] Nikita Nekrasov è Andrei Okounkov. �Seiberg-Witten theory and random partitions�.

Â: (2003). arXiv: hep-th/0306238 [hep-th].

[11] K. Bulycheva, A. Gorsky è S. Nechaev. �Critical behavior in topological ensembles�.

Â: (2014). arXiv: 1409.3350 [hep-th].

[12] A.M. Garsia è M. Haiman. �A Remarkable q, t-Catalan Sequence and q-Lagrange

Inversion�. English. Â: Journal of Algebraic Combinatorics 5.3 (1996), ñ. 191�244.

issn: 0925-9899. doi: 10.1023/A:1022476211638. url: http://dx.doi.org/10.

1023/A%3A1022476211638.

[13] E Gorsky. �q, t-Catalan numbers and knot homology�. Â: Zeta functions in algebra

and geometry (2012), ñ. 213�232. arXiv: 1003.0916.

[14] Hiraku Nakajima. Lectures on Hilbert schemes of points on surfaces. Ò. 18. American

Mathematical Society Providence, 1999.

[15] Amer Iqbal, Can Kozcaz è Cumrun Vafa. �The Re�ned topological vertex�. Â: JHEP

0910 (2009), ñ. 069. doi: 10.1088/1126-6708/2009/10/069. arXiv: hep-th/0701156

[hep-th].

[16] Amer Iqbal, Can Kozcaz è Khurram Shabbir. �Re�ned Topological Vertex, Cylindric

Partitions and the U(1) Adjoint Theory�. Â: Nucl.Phys. B838 (2010), ñ. 422�457. doi:

10.1016/j.nuclphysb.2010.06.010. arXiv: 0803.2260 [hep-th].

[17] Kenneth A. Intriligator, David R. Morrison è Nathan Seiberg. �Five-dimensional supersymmetric

gauge theories and degenerations of Calabi-Yau spaces�. Â: Nucl.Phys. B497 (1997),

ñ. 56�100. doi: 10 . 1016 / S0550 - 3213(97 ) 00279 - 4. arXiv: hep - th / 9702198

[hep-th].

[18] Albrecht Klemm è Piotr Sulkowski. �Seiberg-Witten theory and matrix models�. Â:

Nucl.Phys. B819 (2009), ñ. 400�430. doi: 10.1016/j.nuclphysb.2009.04.004.

arXiv: 0810.4944 [hep-th].

[19] P. Dunin-Barkowski è äð. �Superpolynomials for toric knots from evolution induced

by cut-and-join operators�. Â: JHEP 1303 (2013), ñ. 021. doi: 10.1007/JHEP03(2013)

021. arXiv: 1106.4305 [hep-th].

31

http://dx.doi.org/10.1007/s00220-014-2197-4
http://arxiv.org/abs/1105.5117
http://dx.doi.org/10.4310/ATMP.2003.v7.n5.a4
http://arxiv.org/abs/hep-th/0206161
http://arxiv.org/abs/hep-th/0206161
http://arxiv.org/abs/hep-th/0306238
http://arxiv.org/abs/1409.3350
http://dx.doi.org/10.1023/A:1022476211638
http://dx.doi.org/10.1023/A%3A1022476211638
http://dx.doi.org/10.1023/A%3A1022476211638
http://arxiv.org/abs/1003.0916
http://dx.doi.org/10.1088/1126-6708/2009/10/069
http://arxiv.org/abs/hep-th/0701156
http://arxiv.org/abs/hep-th/0701156
http://dx.doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2010.06.010
http://arxiv.org/abs/0803.2260
http://dx.doi.org/10.1016/S0550-3213(97)00279-4
http://arxiv.org/abs/hep-th/9702198
http://arxiv.org/abs/hep-th/9702198
http://dx.doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2009.04.004
http://arxiv.org/abs/0810.4944
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP03(2013)021
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP03(2013)021
http://arxiv.org/abs/1106.4305


[20] Alexei Oblomkov è Vivek Shende. �The Hilbert scheme of a plane curve singularity

and the HOMFLY polynomial of its link�. Â: Duke Math. J. 161.7 (ìàé 2012), ñ. 1277�

1303. doi: 10.1215/00127094-1593281. arXiv: 1201.2115. url: http://dx.doi.

org/10.1215/00127094-1593281.

[21] Mark Haiman. �t, q-Catalan numbers and the Hilbert scheme�. Â:Discrete Mathematics

193.1 (1998), ñ. 201�224.

[22] Ksenia Bulycheva è Alexander Gorsky. �BPS states in the Omega-background and

torus knots�. Â: JHEP 1404 (2014), ñ. 164. doi: 10.1007/JHEP04(2014)164. arXiv:

1310.7361 [hep-th].

[23] Albion E. Lawrence è Nikita Nekrasov. �Instanton sums and �ve-dimensional gauge

theories�. Â: Nucl.Phys. B513 (1998), ñ. 239�265. doi: 10.1016/S0550-3213(97)

00694-9. arXiv: hep-th/9706025 [hep-th].

[24] Andrei S. Losev, Andrei Marshakov è Nikita A. Nekrasov. �Small instantons, little

strings and free fermions�. Â: (2003). arXiv: hep-th/0302191 [hep-th].

[25] N. Nekrasov. �Non-Perturbative Schwinger�Dyson Equations: From BPS/CFT Correspondence

to the Novel Symmetries of Quantum Field Theory�. Â: (2014). Gorsky, Alexander(ed.)

and Vysotsky, Mikhail(ed.), Proceedings, 100th anniversary of the birth of I.Ya. Pomeranchuk

(Pomeranchuk 100). doi: 10.1142/9242.

[26] Davide Gaiotto, Sergei Gukov è Nathan Seiberg. �Surface Defects and Resolvents�.

Â: JHEP 1309 (2013), ñ. 070. doi: 10.1007/JHEP09(2013)070. arXiv: 1307.2578;

Luis F. Alday è äð. �Loop and surface operators in N=2 gauge theory and Liouville

modular geometry�. Â: JHEP 1001 (2010), ñ. 113. doi: 10.1007/JHEP01(2010)113.

arXiv: 0909.0945 [hep-th].

[27] Davide Gaiotto, Sergei Gukov è Nathan Seiberg. �Surface Defects and Resolvents�. Â:

JHEP 1309 (2013), ñ. 070. doi: 10.1007/JHEP09(2013)070. arXiv: 1307.2578.

[28] Luis F. Alday è äð. �Loop and surface operators in N=2 gauge theory and Liouville

modular geometry�. Â: JHEP 1001 (2010), ñ. 113. doi: 10.1007/JHEP01(2010)113.

arXiv: 0909.0945 [hep-th].

[29] Davide Gaiotto. �Surface Operators in N = 2 4d Gauge Theories�. Â: JHEP 1211

(2012), ñ. 090. doi: 10.1007/JHEP11(2012)090. arXiv: 0911.1316 [hep-th].

[30] Eugene Gorsky, Sergei Gukov è Marko Stosic. �Quadruply-graded colored homology

of knots�. Â: (2013). arXiv: 1304.3481 [math.QA].

[31] E. Gorsky è A. Negu�t. �Re�ned knot invariants and Hilbert schemes�. Â: ArXiv e-prints

(àïð. 2013). arXiv: 1304.3328 [math.RT].

32

http://dx.doi.org/10.1215/00127094-1593281
http://arxiv.org/abs/1201.2115
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-1593281
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-1593281
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP04(2014)164
http://arxiv.org/abs/1310.7361
http://dx.doi.org/10.1016/S0550-3213(97)00694-9
http://dx.doi.org/10.1016/S0550-3213(97)00694-9
http://arxiv.org/abs/hep-th/9706025
http://arxiv.org/abs/hep-th/0302191
http://dx.doi.org/10.1142/9242
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP09(2013)070
http://arxiv.org/abs/1307.2578
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP01(2010)113
http://arxiv.org/abs/0909.0945
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP09(2013)070
http://arxiv.org/abs/1307.2578
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP01(2010)113
http://arxiv.org/abs/0909.0945
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP11(2012)090
http://arxiv.org/abs/0911.1316
http://arxiv.org/abs/1304.3481
http://arxiv.org/abs/1304.3328


[32] M. Bershadsky è äð. �Kodaira-Spencer theory of gravity and exact results for quantum

string amplitudes�. Â: Commun.Math.Phys. 165 (1994), ñ. 311�428. doi: 10.1007/

BF02099774. arXiv: hep-th/9309140 [hep-th].

[33] Rajesh Gopakumar è Cumrun Vafa. �On the gauge theory / geometry correspondence�.

Â: Adv.Theor.Math.Phys. 3 (1999), ñ. 1415�1443. arXiv: hep-th/9811131 [hep-th].

[34] Nathan M. Dun�eld, Sergei Gukov è Jacob Rasmussen. �The Superpolynomial for knot

homologies�. Â: (2005). arXiv: math/0505662 [math.GT].

[35] Hidetoshi Awata è Hiroaki Kanno. �Changing the preferred direction of the re�ned

topological vertex�. Â: J.Geom.Phys. 64 (2013), ñ. 91�110. doi: 10.1016/j.geomphys.

2012.10.014. arXiv: 0903.5383 [hep-th].

[36] Luis F. Alday, Davide Gaiotto è Yuji Tachikawa. �Liouville Correlation Functions

from Four-dimensional Gauge Theories�. Â: Lett.Math.Phys. 91 (2010), ñ. 167�197.

doi: 10.1007/s11005-010-0369-5. arXiv: 0906.3219 [hep-th].

[37] Hidetoshi Awata è Yasuhiko Yamada. �Five-dimensional AGT Conjecture and the

Deformed Virasoro Algebra�. Â: JHEP 1001 (2010), ñ. 125. doi: 10.1007/JHEP01(2010)

125. arXiv: 0910.4431 [hep-th].

[38] Can Kozcaz, Sara Pasquetti è Niclas Wyllard. �A and B model approaches to surface

operators and Toda theories�. Â: JHEP 1008 (2010), ñ. 042. doi: 10.1007/JHEP08(2010)

042. arXiv: 1004.2025 [hep-th].

[39] Ricardo Schiappa è Niclas Wyllard. �An A(r) threesome: Matrix models, 2d CFTs

and 4d N=2 gauge theories�. Â: J.Math.Phys. 51 (2010), ñ. 082304. doi: 10.1063/1.

3449328. arXiv: 0911.5337 [hep-th].

[40] Ling Bao è äð. �M5-Branes, Toric Diagrams and Gauge Theory Duality�. Â: JHEP

1204 (2012), ñ. 105. doi: 10.1007/JHEP04(2012)105. arXiv: 1112.5228 [hep-th].

[41] Masato Taki. �Surface Operator, Bubbling Calabi-Yau and AGT Relation�. Â: JHEP

1107 (2011), ñ. 047. doi: 10.1007/JHEP07(2011)047. arXiv: 1007.2524 [hep-th].

[42] Pavel Etingof, Eugene Gorsky è Ivan Losev. �Representations of rational Cherednik

algebras with minimal support and torus knots�. Â: Advances in Mathematics 277.0

(2015), ñ. 124 �180. issn: 0001-8708. doi: http://dx.doi.org/10.1016/j.aim.

2015.03.003. arXiv: 1304.3412. url: http://www.sciencedirect.com/science/

article/pii/S0001870815000869.

[43] Harry W. Braden è Nikita A. Nekrasov. �Space-time foam from noncommutative

instantons�. Â: Commun.Math.Phys. 249 (2004), ñ. 431�448. doi: 10.1007/s00220-

004-1127-2. arXiv: hep-th/9912019 [hep-th].

33

http://dx.doi.org/10.1007/BF02099774
http://dx.doi.org/10.1007/BF02099774
http://arxiv.org/abs/hep-th/9309140
http://arxiv.org/abs/hep-th/9811131
http://arxiv.org/abs/math/0505662
http://dx.doi.org/10.1016/j.geomphys.2012.10.014
http://dx.doi.org/10.1016/j.geomphys.2012.10.014
http://arxiv.org/abs/0903.5383
http://dx.doi.org/10.1007/s11005-010-0369-5
http://arxiv.org/abs/0906.3219
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP01(2010)125
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP01(2010)125
http://arxiv.org/abs/0910.4431
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP08(2010)042
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP08(2010)042
http://arxiv.org/abs/1004.2025
http://dx.doi.org/10.1063/1.3449328
http://dx.doi.org/10.1063/1.3449328
http://arxiv.org/abs/0911.5337
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP04(2012)105
http://arxiv.org/abs/1112.5228
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP07(2011)047
http://arxiv.org/abs/1007.2524
http://dx.doi.org/http://dx.doi.org/10.1016/j.aim.2015.03.003
http://dx.doi.org/http://dx.doi.org/10.1016/j.aim.2015.03.003
http://arxiv.org/abs/1304.3412
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0001870815000869
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0001870815000869
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-004-1127-2
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-004-1127-2
http://arxiv.org/abs/hep-th/9912019


[44] Evgeny Gorsky. �Arc spaces and DAHA representations�. Â: Selecta Mathematica 19.1

(2013), ñ. 125�140. arXiv: 1110.1674.

[45] Eugene Gorsky è äð. �Torus knots and the rational DAHA�. Â: Duke Math. J. 163.14

(íîÿá. 2014), ñ. 2709�2794. doi: 10.1215/00127094-2827126. arXiv: 1207.4523.

url: http://dx.doi.org/10.1215/00127094-2827126.

[46] Marc Rosso è Vaughan Jones. �On the invariants of torus knots derived from quantum

groups�. Â: Journal of Knot Theory and its Rami�cations 2.01 (1993), ñ. 97�112.

[47] Ian Grant Macdonald. Symmetric functions and Hall polynomials. Oxford university

press, 1998.

[48] Shamil Shakirov. �β-Deformation and Superpolynomials of (n,m) Torus Knots�. Â:

(2011). arXiv: 1111.7035 [math-ph].

34

http://arxiv.org/abs/1110.1674
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-2827126
http://arxiv.org/abs/1207.4523
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-2827126
http://arxiv.org/abs/1111.7035

	Введение
	Супер КЭД и инварианты узлов
	Описание теории
	Вырожденный суперполином и числа Каталана
	Суперполином и пятимерная супер-КЭД
	Вырождения в полиномы ХОМФЛИ, Александера, Джонса

	Киральное кольцо и Лагранжева брана
	Поверхностный оператор и торические узлы
	Узлы как голоморфные инстантоны
	Стабильный предел

	Инварианты узлов и SU(2) теория
	От Лагранжевой браны к SU(2) теории с 4 флейворами
	Редукция в 4D

	Дробный Черн-Саймонс
	Обсуждение
	Формула Джонса-Россо
	Лагранжева брана и формула Д-Р

