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1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1] âïåðâûå áûëî çàìå÷åíî, ÷òî äâèæåíèå ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèé Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (KdV) è Áóññèíåñêà ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèÿì äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû Êàëîäæåðî-Ìîçåðà (äàëåå � CM [2]) ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè
óñëîâèÿìè íà êîíôèãóðàöèè ÷àñòèö. Âïîñëåäñòâèè áûëà îáíàðóæåíà çàìå÷àòåëüíàÿ ñâÿçü
ìåæäó äèíàìèêîé ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè
(â äàëüíåéøåì KP) è ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìîé CM â ðàáîòå [3]. Ïîèñê òàêîãî ñîîòâåò-
ñòâèÿ ìîòèâèðîâàëñÿ òåì, ÷òî èåðàðõèþ KdV ìîæíî â êàêîì-òî ñìûñëå ðàññìàòðèâàòü
êàê èåðàðõèþ KP ñ óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ äèíàìèêè ïî âðåìåíàì ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè. Â
ñòàòüå [3] áûë óêàçàí îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé KP, à òàêæå
ïîêàçàíî, ÷òî ïîëîæåíèÿ ïîëþñîâ ýòèõ ðåøåíèé xk èçìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t2 = y
òàêèì îáðàçîì, áóäòî ýòî ÷àñòèöû ñèñòåìû CM. Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ýòîé èäåè ñòàëî
óñòàíîâëåíèå òàêîé æå ñâÿçè â ðàáîòå [4] â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé KP.

Åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ýòîãî ñþæåòà ñòàëî èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ïîëþñîâ
ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé ìîäèôèöèðîâàííîé èåðàðõèè Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè (mKP). Êàê
îêàçàëîñü, â äàííîé ñèòóàöèè èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íàÿ ñâÿçü ìåæäó ñèíãóëÿðíûìè ðå-
øåíèÿìè mKP è ñèñòåìîé Ðóéñåíààðñà-Øíàéäåðà [5] (RS), ÿâëÿþùåéñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì
àíàëîãîì CM. ßñíîå èçëîæåíèå ýòèõ âîïðîñîâ ïðèâåäåíî â ðàáîòàõ [6], [7] è [8].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî áûë óñòàíîâëåí ôàêò ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó
èåðàðõèÿìè KP/mKP è CM/RS òîëüêî â îòíîøåíèè äèíàìèêè ñèíãóëÿðíîñòåé ïî îä-
íîìó èç âðåìåí. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî òàêîå ñîîòâåòñòâèå èìååòñÿ è äëÿ ýâîëþöèè
ïî îñòàëüíûì âðåìåíàì, âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [9] äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé
KP. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòà ýâîëþöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûñøèìè ãàìèëüòîíèàíàìè ñèñòåìû CM.
Ïåðåîñìûñëåíèå è îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû íà ñëó÷àé ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé
mKP áûëî äàíî â ñòàòüÿõ [10] è [6]. Íà ñåãîäíÿ îòêðûòûì îñòà¼òñÿ âîïðîñ äëÿ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé KP/mKP.

Äîáàâèì ê ýòîìó, ÷òî â ñòàâøèõ óæå êëàññè÷åñêèìè â îòíîøåíèè èññëåäîâàíèÿ âî-
ïðîñà î ñîîòâåòñòâèè ìåæäó KP è CM ñòàòüÿõ [3] è [4], à òàêæå â ïîñëåäîâàâøèõ çà íèìè,
â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé îòñóòñòâóþò êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
íèìè, áîëåå òîãî, äëÿ ñëó÷àÿ ñâÿçè mKP-RS íå âûäåëåí ÿâíî ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé îá-
ðàòíîé ñêîðîñòè ñâåòà. ×òîáû èñïðàâèòü ýòîò íåäîñòàòîê, â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ
ðàññìîòðåòü òàê íàçûâàåìûå ~-âåðñèè èåðàðõèé KP è mKP. Â îñòàëüíîì æå ðàáîòà íî-
ñèò ðåôåðàòèâíûé õàðàêòåð è ïîäðîáíî, äåòàëèçîâàííî îñâåùàåò ñâÿçü äèíàìèêè ïîëþñîâ
ðàöèîíàëüíûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðåøåíèé KP/mKP ñ ñèñòåìàìè CM/RS, òàêèì îá-
ðàçîì, îáúåäèíÿÿ èìåþùèåñÿ ðåçóëüòàòû.
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2 Ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ èåðàðõèè KP

2.1 Îáùèå ñâåäåíèÿ îá èåðàðõèè KP è ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ñèíãó-

ëÿðíûõ ðåøåíèé

Â ýòîì ïîäðàçäåëå êðàòêî îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îáùåé
ìåòîäèêè èçó÷åíèÿ èåðàðõèè KP è, â ÷àñòíîñòè, ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé ýòîé èåðàðõèè.
Èçëîæåíèå çäåñü ïðèáëèæåíî ê êíèãå [11].

Ðàññìîòðèì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ëàêñà:

L = ∂ +
∞∑
k=1

uk∂
−k (2.1)

è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ïàðó ëèíåéíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷:

Lψ = zψ; (2.2)

∂ψ

∂tm
= (Lm)+ψ; m = 2, 3, . . . . (2.3)

Óñëîâèÿ èõ ñîâìåñòíîñòè îáðàçóþò áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâ-
íåíèé íà ôóíêöèè u1, u2, u3, . . . îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ t = {t1, t2, t3, . . . },
êîòîðûå è íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè èåðàðõèè KP è èìåþò âèä óðàâíåíèé Ëàêñà:

∂L

∂tm
= [(Lm)+, L]. (2.4)

Èåðàðõèÿ KP äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â ôîðìå óðàâíåíèé Çàõàðîâà-Øàáàòà (ïðåäñòàâ-
ëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû):

[∂tm − (Lm)+, ∂tn − (Ln)+] = 0, (2.5)

êîòîðûå ñóòü óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (2.3). Ê ïðèìåðó, ëåãêî âèäåòü, ÷òî:

(L2)+ = ∂2 + u;

(L3)+ = ∂3 +
3

2
u∂ + w;

ãäå u = 2u1, w = u2; òîãäà óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû{
∂t2ψ = (L2)+ψ

∂t3ψ = (L3)+ψ

ïðèâîäèò ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ôóíêöèè w ê óðàâíåíèþ KP â èñòîðè÷åñêè ïåðâîíà÷àëüíîì
âèäå:

3uyy + (−4ut + 6uux + uxxx)x = 0,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âðåìåí t1 ≡ x, t2 = y è t3 = t.
Ðåøåíèå ëèíåéíûõ çàäà÷ (2.2) è (2.3) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà è íà-

çûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåéêåðà-Àõèåçåðà:

ψ(t, z) = eξ(t,z)
(

1 +
ξ1
z

+
ξ2
z2

+ . . .

)
. (2.6)
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Çäåñü ââåäåíî ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå:

ξ(t, z) =
∞∑
k=1

tkz
k. (2.7)

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè (2.3) ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìîãî îäåâàþùåãî îïå-
ðàòîðà:

K = 1 + ξ1∂
−1 + ξ2∂

−2 + . . . , (2.8)

â òàêîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà åñòü ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ
ýòîãî îïåðàòîðà íà ýêñïîíåíòó, òî åñòü

ψ(t, z) = Keξ(t,z). (2.9)

Êàê ñëåäñòâèå, îïåðàòîð Ëàêñà è åãî êîýôôèöèåíòû îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàíû ñ êîýôôèöè-
åíòàìè îäåâàþùåãî îïåðàòîðà:

L = K ◦ ∂ ◦K−1, (2.10)

ýâîëþöèÿ êîòîðûõ ïî êàæäîìó èç âðåì¼í îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì, ýêâèâàëåíòíûì óðàâ-
íåíèþ Ëàêñà:

∂tmK = −(K ◦ ∂m ◦K−1)−K. (2.11)

Äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê áóäåò ïîëåçíî ââåñòè ñîïðÿæ¼ííûé îäåâàþùèé îïåðàòîð K† =
1−∂−1ξ1+∂−2ξ2− . . . è îïðåäåëèòü ñîïðÿæ¼ííóþ ôóíêöèþ Áåéêåðà-Àõèåçåðà ïî ôîðìóëå:

ψ∗(t, z) = (K†)−1e−ξ(t,z), (2.12)

òàê ÷òî îíà èìååò âèä

ψ∗(t, z) = e−ξ(t,z)
(

1 +
ξ∗1
z

+
ξ∗2
z2

+ . . .

)
. (2.13)

Ñîïðÿæ¼ííàÿ ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà óäîâëåòâîðÿåò ñîâìåñòíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ
çàäà÷:

L†ψ∗ = zψ∗; (2.14)

∂ψ∗

∂tm
= −(Lm)†+ψ

∗. (2.15)

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èåðàð-
õèè KP ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ òàê íàçûâàåìîé τ -ôóíêöèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü
êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà Ëàêñà u1, u2, u3, . . . îò âðåì¼í t1, t2, t3, . . . îïèñûâàåòñÿ îäíèì
óðàâíåíèåì íà îäíó ôóíêöèþ � óðàâíåíèåì Õèðîòû íà τ -ôóíêöèþ; τ = τ(t1, t2, t3, . . . ).
Áîëåå òîãî, τ -ôóíêöèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé Áåéêåðà-Àõèåçåðà. Ââîäÿ
òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå

t± [z] = {t1 ± z, t2 ±
1

2
z2, t3 ±

1

3
z3, . . . },

óðàâíåíèå Õèðîòû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(z2 − z3)τ(t+ [z1])τ(t+ [z2] + [z3])+

+ (z3 − z1)τ(t+ [z2])τ(t+ [z3] + [z1])+

+ (z1 − z2)τ(t+ [z3])τ(t+ [z1] + [z2]) = 0. (2.16)
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, êàê ñâÿçàí âû÷åò îïåðàòîðà Ëàêñà ñ τ -ôóíêöèåé. Èìååòñÿ ñîîò-
íîøåíèå:

u1 = ∂2 log τ(t). (2.17)

Áèëèíåéíîå óðàâíåíèå Õèðîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òàê íàçûâàåìîãî áèëèíåéíîãî
òîæäåñòâà: ∮

C
ψ(t, z)ψ∗(t′, z)dz = 0, (2.18)

âûïîëíÿþùåãîñÿ äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ âðåì¼í t, t′. Åãî óäîáíî ïåðåïèñàòü ñ ó÷åòîì ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ôóíêöèé Áåéêåðà-Àõèåçåðà â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà:∮

C
eξ(t−t

′,z)w(t, z)w∗(t′, z)dz = 0.

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ C â äàííîì òîæäåñòâå âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí îõâà-
òûâàë âñå îñîáåííîñòè eξ(t−t

′,z), íî íå îõâàòûâàë íè îäíó èç îñîáûõ òî÷åê ïðîèçâåäåíèÿ
w(t, z)w∗(t′, z). ßñíî, ÷òî êîíòóð C äîëæåí âêëþ÷àòü ∞ â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî ñóùåñòâåííî
îñîáàÿ òî÷êà ýêñïîíåíòû, åñëè t 6= t′ è õîòÿ áû îäíî èç âðåìåí îòëè÷íî îò íóëÿ. Òàêæå
âàæíûì ñëåäñòâèåì äàííîãî òîæäåñòâà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà Ñàòî, âûðàæàþùàÿ ôóíêöèþ
Áåéêåðà-Àõèåçåðà ÷åðåç τ -ôóíêöèþ è â òî æå âðåìÿ ñëóæàùàÿ å¼ îïðåäåëåíèåì. Ýòî åñòü
ðàâåíñòâî:

ψ(t, z) = eξ(t,z)
τ(t− [z−1])

τ(t)
; (2.19)

àíàëîãî÷íî, äëÿ ñîïðÿæ¼ííîé ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà:

ψ∗(t, z) = e−ξ(t,z)
τ(t+ [z−1])

τ(t)
. (2.20)

Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàíà åù¼ îäíà ôîðìóëà, ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ïî tm áèëèíåéíîãî òîæäåñòâà, âûáîðà t′ = t è ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà:

∂tm∂ log τ(t) = res
∞

(zmψ(t, z)ψ∗(t, z)) . (2.21)

Ôèêñèðîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà íà ðèìàíîâîé ñôå-
ðå îïðåäåëÿåò âèä τ -ôóíêöèè, ñîãëàñíî ôîðìóëå Ñàòî. Ðàöèîíàëüíûì è òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèì ðåøåíèÿì èåðàðõèè KP áóäóò îòâå÷àòü ñëåäóþùèå τ -ôóíêöèè:

τ(t) =
N∏
k=1

(x− xk) ; (2.22)

τ(t) =
N∏
k=1

sinh[γ(x− xk)]; (2.23)

ãäå xk = xk(t2, t3, . . . ); k = 1, 2, . . . , N .
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå τ -ôóíêöèÿ � ïîëèíîì îò x ñ N êîðíÿìè íà

âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êàæäûé èç êîòîðûõ åäèíè÷íîé êðàòíîñòè, ïðè÷åì òàêàÿ τ -
ôóíêöèÿ îïèñûâàåò âñå ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ. Âî âòîðîì æå ñëó÷àå ýòî ïîëèíîì îò eγx,
èìåþùèé N ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íóëåé íà êàæäîì èç îòðåçêîâ äëèíû 2π/γ íà ìíèìîé îñè.
Òàêàÿ τ -ôóíêöèÿ îïèñûâàåò N -ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ N -ñîëèòîííûõ
ðåøåíèé KP.
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2.2 Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ èåðàðõèè KP

Ôîðìàëüíîå ââåäåíèå ïàðàìåòðà ~ ïîñðåäñòâîì ïåðåñêàëèðîâàíèÿ âðåì¼í tk → tk
~

ïîçâîëÿåò èçó÷èòü òàê íàçûâàåìóþ ~-âåðñèþ èåðàðõèè KP (ñì. [12]). Ïðè ïðåäåëüíîì ïå-
ðåõîäå ~ → 0 ýòà èåðàðõèÿ ñâîäèòñÿ ê áåçäèñïåðñèîííîìó ïðåäåëó KP. Äàëåå â ðàçäåëå,
ïîñâÿù¼ííîì ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèÿì KP, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðîöåäóðà ïåðåñêàëèðî-
âàíèÿ ñîâåðøåíà. Ïðè÷èíà ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà ~ òàêæå èçëîæåíà íèæå.

Ïîñêîëüêó ïåðâîî÷åðåäíàÿ çàäà÷à � ýòî âûÿñíåíèå äèíàìèêè ïîëþñîâ ñèíãóëÿðíûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ KP ïî âðåìåíè t2, òî ìîæíî ïîëîæèòü ïðî÷èå âðåìåíà (çà èñêëþ÷å-
íèåì x) ðàâíûìè íóëþ è îáîçíà÷èòü t2 ≡ t. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî âîïðîñà íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü âñïîìîãàòåëüíóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó (2.3):

~∂t2ψ = ~2∂2ψ + uψ; (2.24)

ãäå u = 2u1 = 2~2∂2 log τ . Â òàêîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî (2.22), èìååì:

u(x, t) =
N∑
k=1

−2~2

(x− xk(t))2
. (2.25)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ñàòî (2.19) äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü ôóíêöèþ Áåéêåðà-Àõèåçåðà:

ψ(x, t, z) = e
1
~ (xz+tz

2)

(
c0(z) +

N∑
k=1

ck(t, z)

x− xk(t)

)
. (2.26)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé äëÿ u è ψ â (2.24) (ñì. Ïðèëîæåíèå) è ïåðåãðóïïèðîâêà ñëàãàå-
ìûõ ïðè ïîëþñàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:

ċk = −2~
N∑
i=1

(
(1− δik)

ck − ci
(xk − xi)2

)
; (2.27)

ckẋk = −2~c0 − 2zck − 2~
N∑
i=1

(
(1− δik)

ci
xk − xi

)
. (2.28)

Ââåäÿ ìàòðèöû L è M âèäà

Lik = −δik
ẋi
2
− ~

1− δik
xi − xk

; (2.29)

Mik = −2~δik
N∑
j=1

1− δij
(xi − xj)2

+ 2~
1− δik

(xi − xk)2
; (2.30)

äàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ëåãêî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:{
(zI − L)c = −~c01
ċ = Mc;

(2.31)

ãäå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

c = (c1, c2, . . . , cN)T ;1 = (1, . . . , 1)T .

Âèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåîïðåäåëåíà. Íåïîñðåäñòâåííûì ñóììèðîâàíèåì
ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî M1 = 0, òîãäà: L̇c+Lċ = zċ; L̇c+LMc = zMc;MLc = zMc.
Îòñþäà ÿñíî, ÷òî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äàííîé ñèñòåìû èìååò ôîðìó óðàâíåíèé Ëàêñà:

L̇ = [M,L]. (2.32)
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Âû÷èñëÿÿ êîììóòàòîð, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå (2.32):

ẍk = −8~2
N∑

i=1; i 6=k

1

(xk − xi)3
. (2.33)

Ýòà ñèñòåìà åñòü íå ÷òî èíîå, êàê äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ôîðìå Íüþòîíà äëÿ ðàöèî-
íàëüíîé ñèñòåìû CM. Øèðîêî èçâåñòåí ìåòîä ãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèè äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ
óðàâíåíèé [17]. Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìèêà íóëåé τ -ôóíêöèè ïî âðåìåíè t2
ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ äèíàìèêîé ÷àñòèö ñèñòåìû CM. Áîëåå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ~2
â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ âûñòóïàåò â ðîëè êîíñòàíòû ñâÿçè. Îòâëåêàÿñü îò ôîðìàëüíîñòè
ïðîöåäóðû ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà ~, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîñòðîåííûå ðàöèîíàëüíûå ðå-
øåíèÿ èåðàðõèè KP îïèñûâàþò ñèòóàöèþ áîëåå îáùî, íåæåëè ÷åì â ðàáîòå [3].

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äèíàìèêà ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé èåðàðõèè KP ïî
âðåìåíàì t3, t4, . . . îïðåäåëÿåòñÿ âûñøèìè ãàìèëüòîíèàíàìè ñèñòåìû CM. Ýòîò ðåçóëüòàò
èçëàãàåòñÿ ïî ðàáîòå [10].

Îáðàòèìñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷å (2.15), îïèñûâàþùåé äèíàìèêó ñî-
ïðÿæ¼ííîé ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà. Âûïèøåì ÿâíî ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ t2 = t:

− ~∂tψ∗ = ~2∂2ψ∗ + uψ∗. (2.34)

Ïî ôîðìóëå Ñàòî (2.20), ñîïðÿæ¼ííàÿ ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

ψ∗(x, t, z) = e−
1
~ (xz+tz

2)

(
c−10 (z) +

N∑
k=1

c∗k(t, z)

x− xk(t)

)
. (2.35)

Ïîäñòàíîâêà u è ñîïðÿæ¼ííîé ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà â (2.34), ãðóïïèðîâêà ñëàãàå-
ìûõ ïðè ïîëþñàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèâîäèò ê ïåðåîïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé:

ċ∗k = 2~
N∑
i=1

(
(1− δik)

c∗k − c∗i
(xk − xi)2

)
; (2.36)

c∗kẋk = 2~c−10 − 2zc∗k + 2~
N∑
i=1

(
(1− δik)

c∗i
xk − xi

)
. (2.37)

Ïåðåõîäÿ ê ââåä¼ííûì ðàíåå ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì, ìîæíî çàïèñàòü ýòó ñèñòåìó â
âèäå: {

(zI − LT )c∗ = ~c−10 1

ċ∗ = −Mc∗;
(2.38)

Èç (2.31) è (2.38) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî:

c = −~c0(zI − L)−11; (2.39)

c∗ = ~c−10 (zI − LT )−11. (2.40)

Äàëåå, ïðè ïîäñòàíîâêå â ôîðìóëó (2.21) âûðàæåíèÿ äëÿ τ -ôóíêöèè è ôóíêöèé Áåéêåðà-
Àõèåçåðà è ñðàâíåíèè êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïîëþñàõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x â ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòè ôîðìóëû ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî:

~2∂tmxk = res
∞

(
zm(c∗)TEkkc

)
. (2.41)
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Çäåñü ââåäåíà ìàòðèöà (Emn)ik = δmiδnk. Îáîçíà÷èâ pk = 1
2
ẋk, íåñëîæíûìè âûêëàäêàìè

ìîæíî óáåäèòüñÿ â âåðíîñòè ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

∂L

∂pk
= −Ekk;

∂L

∂xk
=

1

2
[Ekk,M ]. (2.42)

Ïîäñòàíîâêà â (2.41) âûðàæåíèé äëÿ c è c∗ è èñïîëüçîâàíèå ïåðâîãî ðàâåíñòâà èç (2.42),
à òàêæå òîãî ôàêòà, ÷òî

∂

∂pk

(
(zI − L)−1

)
= (zI − L)−1

∂L

∂pk
(zI − L)−1,

äàþò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

∂tmxk =
∂

∂pk
res
∞

(
zm1T (zI − L)−11

)
.

ßâíîå âû÷èñëåíèå âû÷åòà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðàâóþ ÷àñòü â âèäå

∂

∂pk
(1TLm1) =

∂

∂pk
Tr
(
Lm 1 · 1T

)
.

Êàê èçâåñòíî, ìàòðèöà X = diag(x1, x2, . . . , xN) è ìàòðèöà Ëàêñà îáëàäàþò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì:

[L,X] + ~I = ~1 · 1T . (2.43)

Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî ñëåäóåò, ÷òî

∂tmxk = ∂pk TrLm. (2.44)

Àíàëîãè÷íî, çàìå÷àÿ, ÷òî MT = M , à òàêæå èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî
âðåìåíè t2 êîýôôèöèåíòîâ c è c

∗, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî:

~2
1

2
∂tm∂t2xk =

1

2
res
∞

(zm(ċkc
∗
k + ckċ

∗
k)) =

1

2
res
∞

(
zm(c∗)T [Ekk,M ] c

)
. (2.45)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ âòîðîå óðàâíåíèå èç (2.42) è âûðàæåíèÿ äëÿ c è c∗, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

1

2
(c∗)T [Ekk,M ] c = −~21T (zI − L)−1

∂L

∂xk
(zI − L)−11 = −~2 ∂

∂xk

(
1T (zI − L)−11

)
.

Ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ðàññóæäåíèé, ïðèâåä¼ííûõ âûøå, ñ ó÷åòîì (2.43):

∂tmpk = −∂xk TrLm. (2.46)

Ðàâåíñòâà (2.44) è (2.46) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ â ôîðìå Ãàìèëüòîíà. Îíè
îïèñûâàþò äèíàìèêó ÷àñòèö ñèñòåìû CM â çàâèñèìîñòè îò t2, t3, . . . , ïðè÷åì ãåíåðàòîðàìè
òðàíñëÿöèé ïî âðåìåíàì âûñòóïàþò âûñøèå ãàìèëüòîíèàíû ñèñòåìû, îïðåäåëÿåìûå ïî
ôîðìóëå:

Hm = TrLm. (2.47)

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äèíàìèêîé ïîëþñîâ ðàöèîíàëü-
íûõ ðåøåíèé èåðàðõèè KP è äâèæåíèåì ÷àñòèö ñèñòåìû CM â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé
êîíñòàíòû ñâÿçè. Îòìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ â ôîðìå Ãàìèëüòîíà îíà âõîäèò òîëüêî â
TrLm.
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2.3 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ èåðàðõèè KP

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Çà îñíîâó âçÿòà
τ -ôóíêöèÿ âèäà (2.23), òîãäà u è ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

u(x, t) =
N∑
k=1

−2~2γ2

sinh2[γ(x− xk(t))]
; (2.48)

ψ(x, t, z) = e
1
~ (xz+tz

2)

(
c0(z) +

N∑
k=1

ck(t, z) coth[γ(x− xk(t))]

)
. (2.49)

Îáå ýòè âåëè÷èíû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (2.24). Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïîäñòà-
íîâêà u è ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà â äàííîå óðàâíåíèå è ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ ïðè
ïîëþñàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà äàþò ïåðåîïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (òåõíè÷å-
ñêèå äåòàëè ýòîé ïîäñòàíîâêè âûíåñåíû â Ïðèëîæåíèå), àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü
â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé. Èìååì:

ċk = −2~γ2
N∑
i=1

(1− δki)(ck − ci)
sinh2[γ(xk − xi)]

; (2.50)

ckẋk = −2zck − 2~γc0 − 2~γ
N∑
i=1

((1− δki)ci coth[γ(xk − xi)]) . (2.51)

Ýòà ïåðåîïðåäåë¼ííàÿ ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ, åñëè ââåñòè ìàò-
ðèöû L è M , ó êîòîðûõ ýëåìåíòû ðàâíû:

Lik = −δik
ẋi
2
− ~γ(1− δik) coth[γ(xi − xk)]; (2.52)

Mik = −2~γ2δik
N∑
j=1

1− δij
sinh2[γ(xi − xj)]

+ 2~γ2
1− δik

sinh2[γ(xi − xk)]
. (2.53)

Ñèñòåìà ïðèîáðåòàåò âèä: {
(zI − L)c = −~γc01
ċ = Mc.

(2.54)

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî M1 = 0, òîãäà îêîí÷àòåëüíî óñëîâèå ñîâ-
ìåñòíîñòè äàííîé ñèñòåìû ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ëàêñà (2.32). Âû÷èñëåíèå
êîììóòàòîðà ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ÿâíî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ôîðìå Íüþòîíà:

ẍk = −8~2γ3
N∑

i=1; i 6=k

coth[γ(xk − xi)]
sinh2[γ(xk − xi)]

. (2.55)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé îïèñûâàåò äâèæåíèå ÷àñòèö òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ñèñòåìû CM. Çíà÷èò, óñòàíîâëåíî, ÷òî äèíàìèêà ïîëþñîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ðåøåíèé èåðàðõèè KP ïî âðåìåíè t2 îïèñûâàåòñÿ òåìè æå óðàâíåíèÿìè, ÷òî è äèíàìèêà
÷àñòèö ñèñòåìû CM. Êàê è ðàíåå, âåëè÷èíà ~2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòó ñâÿçè.
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3 Ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ èåðàðõèè mKP

3.1 Îáùèå ñâåäåíèÿ îá èåðàðõèè mKP è ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ñèíãó-

ëÿðíûõ ðåøåíèé

Äàííûé ïîäðàçäåë ïîñâÿù¼í êðàòêîìó îïèñàíèþ èåðàðõèè mKP è îáùåé ñõåìå ïî-
ñòðîåíèÿ ðåøåíèé. Èçëîæåíèå âåä¼òñÿ ïî ðàáîòàì [14], [15].

Îïðåäåëèì îïåðàòîð Ëàêñà. Èåðàðõèþ mKP ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå
¾ïîëîâèíû¿ èåðàðõèè Òîäû:

L = e∂s + u0 + u1e
−∂s + u2e

−2∂s + . . . . (3.1)

Èåðàðõèÿ mKP ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé íà
ôóíêöèè u0, u1, u2, . . . îò ïåðåìåííûõ t0 ≡ s è t = {t1, t2, . . . }, çàïèñûâàåìûõ â ôîðìå
óðàâíåíèé Ëàêñà:

∂L

∂tm
= [(Lm)+, L]. (3.2)

ßñíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèìàòü êàê óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ïàðû âñïîìîãàòåëü-
íûõ ëèíåéíûõ çàäà÷:

Lψ = zψ; (3.3)

∂ψ

∂tm
= (Lm)+ψ. (3.4)

Êàê è ðàíåå, ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ôîðìàëüíîãî
ðÿäà è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåéêåðà-Àõèåçåðà:

ψ(s, t, z) = zseξ(t,z)
(

1 +
ξ1
z

+
ξ2
z2

+ . . .

)
. (3.5)

Ââåäåíèå òàê íàçûâàåìîãî îäåâàþùåãî îïåðàòîðà

K = 1 +
∞∑
k=1

ξke
−k∂s (3.6)

ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè (3.4). ßñíî, ÷òî

ψ(s, t, z) = Kzseξ(t,z), (3.7)

òîãäà, â ñâîþ î÷åðåäü, îïåðàòîð Ëàêñà îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàí ñ îäåâàþùèì îïåðàòîðîì ïî-
ñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ

L = K ◦ e∂s ◦K−1. (3.8)

Èç óðàâíåíèé Ëàêñà ñëåäóåò, ÷òî

∂tmK = −(Lm)−K. (3.9)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ èåðàðõèè KP, ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ââåäåíèå ôîðìàëüíî ñîïðÿæ¼í-
íîãî îïåðàòîðà K† è ñîïðÿæ¼ííîé ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà ïî ôîðìóëå

ψ∗(s, t, z) = (K†)−1z−se−ξ(t,z), (3.10)

òàê ÷òî îíà èìååò âèä

ψ∗(s, t, z) = z−se−ξ(t,z)
(

1 +
ξ∗1
z

+
ξ∗2
z2

+ . . .

)
(3.11)
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è óäîâëåòâîðÿåò ñîâìåñòíîé ñèñòåìå âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

L†ψ∗ = zψ∗; (3.12)

∂ψ∗

∂tm
= −(Lm)†+ψ

∗. (3.13)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå ôîðìóëû ôîðìàëèçìà τ -ôóíêöèè â ïðèìåíåíèè ê èåðàð-
õèè mKP. Â äàííîé ñèòóàöèè áèëèíåéíîå òîæäåñòâî íà ôóíêöèþ Áåéêåðà-Àõèåçåðà è
ñîïðÿæ¼ííóþ ê íåé áóäåò âûãëÿäåòü òàê:∮

C[0,∞]

ψ(s, t, z)ψ∗(s′, t′, z)dz = 0. (3.14)

Èíà÷å ãîâîðÿ, ∮
C[0,∞]

zs−s
′
eξ(t−t

′,z)w(s, t, z)w∗(s′, t′, z)dz = 0.

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ îõâàòûâàåò ðàçðåç [0,∞] â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî âíóòðü íåãî íå ïîïàäàþò íèêàêèå îñîáåííîñòè ïðîèçâåäåíèÿ w(s, t, z)w∗(s′, t′, z).
Áèëèíåéíîå òîæäåñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ âðåìåí t è t′, s ≥ s′. Âèäíî,
÷òî ïðè s = s′ îíî ïåðåõîäèò â àíàëîãè÷íîå òîæäåñòâî äëÿ èåðàðõèè KP. Ñëåäñòâèåì
ýòîãî òîæäåñòâà ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû Ñàòî, ñâÿçûâàþùèå τ -ôóíêöèþ è ôóíêöèè Áåéêåðà-
Àõèåçåðà:

ψ(s, t, z) = zseξ(t,z)
τ(s, t− [z−1])

τ(s, t)
; (3.15)

ψ∗(s, t, z) = z−se−ξ(t,z)
τ(s, t+ [z−1])

τ(s, t)
. (3.16)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûå çàäà÷è, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ôóíêöèé Áåéêåðà-Àõèåçåðà
ïî âðåìåíè t1, çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

∂t1ψ(s, t, z) = ψ(s+ 1, t, z) + u(s, t)ψ(s, t, z); (3.17)

− ∂t1ψ∗(s, t, z) = ψ∗(s− 1, t, z) + u(s− 1, t)ψ∗(s, t, z); (3.18)

ãäå

u(s, t) = ∂t1 log
τ(s+ 1, t)

τ(s, t)
. (3.19)

Ñëåäóÿ ðàáîòå [16], ðàññìîòðèì ~-âåðñèþ èåðàðõèè mKP. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ôîð-
ìàëüíî ïåðåñêàëèðîâàòü âðåìåíà tk → tk

~ , k = 1, 2, . . . , îäíàêî òåïåðü ¾ðàñòÿæåíèå¿ âðå-
ìåíè t0 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè äâóõ âåëè÷èí, à èìåííî ~ è η: t0 → t0

η~ . Â äàëüíåéøèõ
ðàññóæäåíèÿõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðîöåäóðà ïåðåñêàëèðîâàíèÿ âðåì¼í ñîâåðøåíà èìåííî òà-
êèì îáðàçîì, à òàêæå îáîñíîâûâàåòñÿ ïðè÷èíà òàêîãî ââåäåíèÿ ïàðàìåòðîâ ¾ðàñòÿæåíèÿ¿.

3.2 Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ èåðàðõèè mKP

Äëÿ óäîáñòâà ïðèìåì îáîçíà÷åíèå t0 ≡ x. Âûáåðåì τ -ôóíêöèþ â âèäå:

τ(x, t) =
N∏
k=1

(x− xk), (3.20)
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ãäå xk = xk(t), k = 1, 2, . . . , N . Â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî èçó÷èòü äèíàìèêó íóëåé τ -
ôóíêöèè ïî âðåìåíè t1 ≡ t, ïîòîìó âñå îñòàëüíûå âðåìåíà (êðîìå x) ìîæíî ïîëîæèòü ðàâ-
íûìè íóëþ. Íóæíóþ èíôîðìàöèþ íåñ¼ò â ñåáå âñïîìîãàòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à (3.17),
çàïèñûâàåìàÿ ïîñëå ïåðåñêàëèðîâàíèÿ âðåìåí â âèäå

~∂tψ(x, t, z) = ψ(x+ η~, t, z) + u(x, t)ψ(x, t, z). (3.21)

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Ñàòî (3.15) è ðàâåíñòâà (3.19) ïðè äàííîì âûáîðå τ -ôóíêöèè ïîç-
âîëÿåò çàïèñàòü ôóíêöèþ Áåéêåðà-Àõèåçåðà è u â ñëåäóþùåé ôîðìå:

ψ(x, t, z) = z
x
η~ e

tz
~

(
c0(z) +

N∑
k=1

ck(t, z)

x− xk(t)

)
; (3.22)

u(x, t) = ~
N∑
k=1

(
ẋk

x− xk
− ẋk
x− xk + η~

)
. (3.23)

Ïîäñòàíîâêà äàííûõ âûðàæåíèé â óðàâíåíèå (3.21), ïåðåãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ ïðè ïî-
ëþñàõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ x = xk è x = xk−η~ ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-
ùåé ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (òåõíè÷åñêèå àñïåêòû âûíåñåíû â Ïðèëîæåíèå):

ċk =
N∑
i=1

[
(ckẋi + ciẋk)(1− δik)

xk − xi
− ckẋi
xk − xi + η~

− ciẋk
xk − xi − η~

]
. (3.24)

zck − ~
N∑
i=1

ciẋk
xk − xi − η~

= ~c0ẋk (3.25)

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äàííîé ñèñòåìû ïðîñòî çàïèñûâàåòñÿ â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ.
Ââåäåíèå ìàòðèö:

Lik =
~ẋi

xi − xk − η~
; (3.26)

Mik = δik

N∑
j=1; j 6=i

(
ẋj

xi − xj
− ẋj
xi − xj + η~

)
+

+ (1− δik)
(

ẋi
xi − xk

− ẋi
xi − xk − η~

)
; (3.27)

Xik = δikxi; (3.28)

ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü å¼ â ñëåäóþùåì âèäå:{
(zI − L)c = ~c0Ẋ1

ċ = Mc.
(3.29)

Ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû. ßñíî, ÷òî ïîñëå äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïî t: zċ = L̇c+Lċ+~c0Ẍ1, èíà÷å ãîâîðÿ, zMc = L̇c+LMc+~c0Ẍ1.
Ñ äðóãîé æå ñòîðîíû, zMc = MLc+~c0MẊ1. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ïðè-
îáðåòàåò âèä:

(L̇− [M,L])c = ~c0(MẊ − Ẍ)1. (3.30)
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Ïîêàæåì, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Ëàêñà (2.32). ßâíîå âû÷èñëåíèå (ñì. Ïðèëî-
æåíèå) ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî îíî îáðàùàåòñÿ â
òîæäåñòâî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

ẍk =
N∑

i=1; i 6=k

−2η2~2ẋkẋi
(xk − xi)((xk − xi)2 − η2~2)

. (3.31)

Ýòè ðàâåíñòâà ñóòü äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ôîðìå Íüþòîíà ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû RS.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî íóëè τ -ôóíêöèè â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå äâèæóòñÿ âäîëü îñè
x ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t1 òàê, áóäòî ýòî ÷àñòèöû ñèñòåìû RS. Òî åñòü óñòàíîâëåíî ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó äàííîé ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìîé è ðàöèîíàëüíûìè ðåøåíèÿìè èåðàðõèè
mKP. Èñõîäÿ èç âèäà ìàòðèöû Ëàêñà (3.26) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïàðàìåòð ~ âûñòóïàåò
â ðîëè êîíñòàíòû ñâÿçè, à η � êàê îáðàòíàÿ ñêîðîñòü ñâåòà â ìîäåëè RS. Ñîáñòâåííî, ýòà
àíàëîãèÿ îáîñíîâûâàåò ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå ýòèõ äâóõ ïàðàìåòðîâ ïåðåñêàëèðîâàíèÿ
âðåì¼í. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.31) íå ïîçâîëÿþò ïîíÿòü, êàêîé èç ïàðàìåòðîâ
ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé ñâÿçè, à êàêîé � îáðàòíîé ñêîðîñòüþ ñâåòà.

3.3 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ èåðàðõèè mKP

Ðàññìîòðåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðåøåíèé èåðàðõèè mKP ñëåäóåò íà÷èíàòü ñ âûáî-
ðà ñîîòâåòñòâóþùåé τ -ôóíêöèè. Â ïîëíîé àíàëîãèè ñ èåðàðõèåé KP, çàïèøåì τ -ôóíêöèþ
â âèäå:

τ(x, t) =
N∏
k=1

sinh[γ(x− xk)]; (3.32)

ãäå xk = xk(t); k = 1, 2, . . . , N . Êàê è ðàíåå, â ïåðâóþ î÷åðåäü èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà
íóëåé τ -ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè îò t1 ≡ t, ïîòîìó ïðî÷èå âðåìåíà (ïîìèìî x) âûáðàíû
ðàâíûìè íóëþ, áóäó÷è èððåëåâàíòíûìè ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è. Ôîðìóëà Ñàòî (3.15)
è ðàâåíñòâî (3.19) ïðè äàííîì âûáîðå τ -ôóíêöèè îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ Áåéêåðà-Àõèåçåðà
è u:

ψ(x, t, z) = z
x
η~ e

tz
~

(
c0(z) +

N∑
k=1

ck(t) coth[γ(x− xk(t))]

)
; (3.33)

u(x, t) = ~γ
N∑
k=1

ẋk(t) (coth[γ(x− xk(t))]− coth[γ(x− xk(t) + η~)]) . (3.34)

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâîê ýòèõ âûðàæåíèé â ëèíåéíóþ çàäà÷ó (3.21) ìîæíî ïîëó÷èòü
(òåõíèêà ýòîé ïîäñòàíîâêè � ñì. Ïðèëîæåíèå) óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïðè coth[γ(x −
xk)] è coth[γ(x− xk + η~)]:

ċk = γ
N∑
i=1

((1− δki)(ciẋk + ckẋi) coth[γ(xk − xi)]− ckẋi coth[γ(xk − xi + η~)] −

− ciẋk coth[γ(xk − xi − η~)]) ; (3.35)

zck = ~γ

(
c0ẋk +

N∑
i=1

ciẋk coth[γ(xk − xi − η~)]

)
. (3.36)

Êàê è ðàíåå, ýòè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåîïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìó. Óñëîâèå å¼
ñîâìåñòíîñòè áóäåò ïîëó÷åíî â ìàòðè÷íîì âèäå. Ââîäÿ ìàòðèöû L, M ñ ýëåìåíòàìè:

Lik = ~γẋi coth[γ(xi − xk − η~)]; (3.37)
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Mik = γδik

N∑
j=1; j 6=i

(ẋj coth[γ(xi − xj)]− ẋj coth[γ(xi − xj + η~)]) +

+γ(1− δik) (ẋi coth[γ(xi − xk)]− ẋi coth[γ(xi − xk − η~)]) ;

(3.38)

çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ:{
(zI − L)c = ~γc0Ẋ1

ċ = Mc.
(3.39)

Óñëîâèå å¼ ñîâìåñòíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

(L̇− [M,L])c = ~γc0(MẊ − Ẍ)c. (3.40)

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. Ïðèëîæåíèå), ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü, à çíà÷èò, äàí-
íîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ïðèîáðåòàåò ôîðìó óðàâíåíèÿ Ëàêñà (2.32) â òîì ñëó÷àå, åñëè
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

ẍk =
∑

i=1; i 6=k

−2γẋkẋi sinh2[γη~] cosh[γ(xk − xi)]
sinh[γ(xk − xi)] sinh[γ(xk − xi + η~)] sinh[γ(xk − xi − η~)]

. (3.41)

Ýòî åñòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ôîðìå Íüþòîíà ÷àñòèö òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû RS.
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìèêà íóëåé τ -ôóíêöèè ïî âðåìåíè t1 â ñëó÷àå, êîãäà
îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì ïî eγx, îïèñûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé RS.
Êàê è äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé èåðàðõèè mKP, ïàðàìåòðû ~ è η ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòîé
ñâÿçè è îáðàòíîé ñêîðîñòüþ ñâåòà ñîîòâåòñòâåííî.

Â äîïîëíåíèå ê äàííîìó ðåçóëüòàòó ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì íóæíî èçìåíèòü âû-
ðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà, ÷òîáû äèíàìèêà å¼ ïîëþñîâ îïðåäåëÿëàñü ìàò-
ðèöåé Ëàêñà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû RS â íåñêîëüêî èíîì ïðåäñòàâëåíèè. Çàïèøåì
ôóíêöèþ Áåéêåðà-Àõèåçåðà â ôîðìå:

ψ(x, t, z) = z
x
η~ e

tz
~

N∑
k=1

ck(t)Φ(x− xk(t)); (3.42)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå:

Φ(x) =
sinh[γ(x+ ζ)]

sinh[γx] sinh[γζ]
= coth[γx] + coth[γζ] = coth[γx] + c0. (3.43)

Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæíî ïîëó÷èòü, êàê è ðàíåå, cîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè (3.21)
ïðè coth[γ(x+ η~− xk)] è ïðè coth[γ(x− xk)], ñèñòåìó óðàâíåíèé:

zck = ~γẋk
N∑
i=1

ciΦ(xk − xi − η~); (3.44)

ċk = γ

(
ẋk

N∑
i=1; i 6=k

ci(Φ(xk − xi)− Φ(xk − xi − η~)) +

+ ck

N∑
i=1; i 6=k

ẋiV (xk − xi) + c0ckẋk

)
. (3.45)
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Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå:
V (x) = Φ(x)− Φ(x+ η~).

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì ðàññìîòðåòü ìàòðèöû:

Lik = ~γẋiΦ(xi − xk − η~); (3.46)

Mik = γ

(
δik

N∑
j=1; j 6=i

ẋjV (xi − xj) + (1− δik)ẋi(Φ(xi − xk)− Φ(xi − xk − η~))

)
. (3.47)

Òîãäà ñèñòåìà â ýòèõ òåðìèíàõ çàïèñûâàåòñÿ òàê:{
(zI − L)c = 0

ċ = Mc + γc0Ẋc.
(3.48)

Ïîëó÷èì óñëîâèå å¼ ñîâìåñòíîñòè. Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, çàïèøåì:
L̇c + Lċ = zċ = L̇c + L(Mc + γc0Ẋc) = z(Mc + γc0Ẋc). Òàê êàê [L, Ẋ] = 0, zMc =
MLc, ïðèõîäèì ê óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû â ôîðìå óðàâíåíèÿ Ëàêñà (2.32). ßâíîå
âû÷èñëåíèå êîììóòàòîðà (ñì. Ïðèëîæåíèå) ïðèâîäèò âíîâü ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ â
âèäå (3.41).

4 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ñâÿçü ìåæäó ñèíãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè èåðàðõèé KP è mKP ñ ìíîãî÷àñòè÷íûìè
ñèñòåìàìè òèïà Êàëîäæåðî-Ìîçåðà è Ðóéñåíààðñà-Øíàéäåðà ÿâëÿåòñÿ â çíà÷èòåëüíîé
ñòåïåíè èçâåñòíûì ñþæåòîì, â êîòîðîì ïî-ïðåæíåìó îñòàþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû íåðàç-
ðåø¼ííûìè, ïîä÷àñ èç-çà òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé. Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ äàííîé äè-
ïëîìíîé ðàáîòû, ïðèçâàííîé îáåñïå÷èòü èññëåäîâàíèå ñîîòâåòñòâèÿ KP/mKP è CM/RS
ïóòåì îáîáùåíèÿ èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ, áûëè ïîäðîáíî ïðîäåëàíû âû÷èñëåíèÿ, êàñàþ-
ùèåñÿ ðàöèîíàëüíûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðåøåíèé KP è mKP ñ ââåäåíèåì ïàðàìåòðà
~, îêàçàâøåãîñÿ ïî ñóòè êîíñòàíòîé ñâÿçè â ñèñòåìàõ CM è RS, ïóòåì ôîðìàëüíîãî ïåðå-
ñêàëèðîâàíèÿ âðåì¼í, à â ñëó÷àå mKP � äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà η, èãðàþùåãî ðîëü
îáðàòíîé ñêîðîñòè ñâåòà â ñëó÷àå ñèñòåìû RS. Â ïåðñïåêòèâå ðàçâèòèÿ ýòîé ðàáîòû � ïî-
ëó÷åíèå äîêàçàòåëüñòâà ñâÿçè äèíàìèêè ïîëþñîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, à âïîñëåäñòâèè è
ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé KP/mKP ïî âñåì âðåìåíàì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîãî÷àñòè÷íû-
ìè ñèñòåìàìè.
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5 Ïðèëîæåíèå

Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ òåõíè÷åñêèå âîïðîñû, îïóùåííûå â òåêñòå ðàáîòû.

5.1 Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ èåðàðõèè KP

Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì áûëè ïåðåãðóïïèðîâàíû ñëàãàåìûå ïðè ïîëþñàõ ïåðâîãî è
âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x âî âñïîìîãàòåëüíîì ëèíåéíîì óðàâíåíèè (2.24). Èìååì:

ψ̇ =
z2

~
ψ + e

1
~ (xz+tz

2)
∑
k

(
ċk

x− xk
+

ckẋk
(x− xk)2

)
;

∂2ψ =
z2

~2
ψ − 2

z

~
e

1
~ (xz+tz

2)
∑
k

ck
(x− xk)2

+ 2e
1
~ (xz+tz

2)
∑
k

ck
(x− xk)3

;

uψ = −2~2e
1
~ (xz+tz

2)

[
c0
∑
k

1

(x− xk)2
+
∑
k

ck
(x− xk)3

+
∑
i,k

(
(1− δik)

ck − ci
(xk − xi)2

1

x− xk

)
+

+
∑
i,k

(
(1− δik)

ci
xk − xi

1

(x− xk)2

)]
.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé âî âñïîìîãàòåëüíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ñãðóï-
ïèðîâàòü ñëàãàåìûå ïðè ïîëþñàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ; ïîëþñà òðåòüåãî ïîðÿäêà
àâòîìàòè÷åñêè ñîêðàùàþòñÿ.

Ïðèâåä¼ì âû÷èñëåíèÿ, ðåçóëüòàòîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷åê
xk(t). Äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ óäîáíî ðàçáèòü ìàòðèöû L è M íà äèàãîíàëüíûå è íåäèàãîíàëü-
íûå ÷àñòè:

Aik = −δik
ẋi
2

;Bik = −~ 1− δik
xi − xk

;

Cik = −2~δik
∑
j

1− δij
(xi − xj)2

;Dik = 2~
1− δik

(xi − xk)2
.

Â òàêîì ñëó÷àå, L = A+B, M = C +D. Êîììóòàòîð ïðèíèìàåò âèä:

[L,M ] = [A,D] + [B,C] + [B,D].

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ìàòðè÷íûì ýëåìåíòàì:

([A,D])ik = −2~(1− δik)
(xi − xk)2

(ẋi − ẋk);

([B,C])ik = 2~2
1− δik
xi − xk

(∑
j 6=k

1

(xk − xj)2
−
∑
j 6=i

1

(xi − xj)2

)
;

([B,D])ik = −2~2
∑
j 6=i,k

(
1

(xi − xj)(xk − xj)2
+

1

(xi − xj)2(xk − xj)

)
.

Òîãäà ïðè i 6= k ïîëó÷àåì, ÷òî ([B,C +D])ik = 0, â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå,

([B,C +D])ik = −4~2
∑
j 6=i

1

(xi − xj)3
.

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé L̇ è ïîäñòàíîâêà êîììóòàòîðà â óðàâíåíèå Ëàêñà ïðèâîäèò ê
óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ â ôîðìå Íüþòîíà (2.33).
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5.2 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ èåðàðõèè KP

Äàííûé ïîäðàçäåë ïîñâÿùåí òåõíèêå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ ôóíêöèè Áåéêåðà-
Àõèåçåðà è u â óðàâíåíèå (2.24). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî:

ψ̇ =
z2

~
ψ + e

1
~ (xz+tz

2)
∑
k

(
ċk coth[γ(x− xk)] +

γckẋk

sinh2[γ(x− xk)]

)
;

∂2ψ =
z2

~2
ψ − 2γ

z

~
e

1
~ (xz+tz

2)
∑
k

ck

sinh2[γ(x− xk)]
+ 2γ2e

1
~ (xz+tz

2)
∑
k

ck coth[γ(x− xk)]
sinh2[γ(x− xk)]

;

uψ = −2~2γ2e
1
~ (xz+tz

2)

(
c0
∑
k

1

sinh2[γ(x− xk)]
+
∑
k,i

ck coth[γ(x− xk)]
sinh2[γ(x− xi)]

)
.

Â ïîñëåäóþùåì îêàçûâàåòñÿ ïðèãîäíîé ôîðìóëà ¾ðàñöåïëåíèÿ¿, êîòîðàÿ âåðíà ïðè k 6= i:

coth[γ(x− xk)]
sinh2[γ(x− xi)]

=
coth[γ(x− xk)]− coth[γ(x− xi)]

sinh2[γ(xk − xi)]
− coth[γ(xk − xi)]

sinh2[γ(x− xi)]
.

Ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó äëÿ ¾ðàñöåïëåíèÿ¿ ïîëþñîâ â ïðîèçâåäåíèè uψ:

uψ = −2~2γ2e
1
~ (xz+tz

2)

(∑
k

c0

sinh2[γ(x− xk)]
+
∑
k

ck coth[γ(x− xk)]
sinh2[γ(x− xk)]

+

+
∑
k,i

[
(1− δki)

(
(ck − ci) coth[γ(x− xk)]

sinh2[γ(xk − xi)]
+
ci coth[γ(xk − xi)]
sinh2[γ(x− xk)]

)])
.

Îòñþäà ïðè ïîäñòàíîâêå äàííûõ âûêëàäîê â óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ Áåéêåðà-Àõèåçåðà

ïîëó÷àþòñÿ óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïðè coth[γ(x− xk)] è
1

sinh2[γ(x− xk)]
.

Äàëåå, ïîêàæåì, êàê èç ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ôîðìå Ëàêñà ìîæíî ïîëó-
÷èòü óðàâíåíèÿ â ôîðìå Íüþòîíà. Êàê è â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû, óäîáíî ðàçáèòü
ìàòðèöû L è M :

Aik = −δik
ẋi
2

;Bik = −~γ(1− δik) coth[γ(xi − xk)];

Cik = −2~γ2δik
∑
j

1− δij
sinh2[γ(xi − xj)]

;Dik = 2~γ2
1− δik

sinh2[γ(xi − xk)]
.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå êîììóòàòîð [M,L] = [C,B] + [D,A] + [D,B]. Âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ
ýëåìåíòîâ ýòèõ êîììóòàòîðîâ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì:

([C,B])ik = 2~2γ3(1− δik) coth[γ(xi − xk)]
∑
j

(
1− δij

sinh2[γ(xi − xj)]
− 1− δkj

sinh2[γ(xk − xj)]

)
;

([D,A])ik = ~γ2
1− δik

sinh2[γ(xi − xk)]
(ẋi − ẋk);

([D,B])ik = −2~2γ3
∑
j

(
(1− δij)(1− δjk)

[
coth[γ(xj − xk)]
sinh2[γ(xi − xj)]

− coth[γ(xi − xj)]
sinh2[γ(xj − xk)]

])
.

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè i 6= k ([C +D,B])ik = 0, à â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå:

([C +D,B])ik = 4~2γ3
∑
j 6=i

coth[γ(xi − xj)]
sinh2[γ(xi − xj)]

.

Âû÷èñëåíèå L̇ è ïîäñòàíîâêà êîììóòàòîðà â óðàâíåíèå Ëàêñà ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíå-
íèé â ôîðìå (2.55).
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5.3 Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ èåðàðõèè mKP

Ïðèâåä¼ì ïîî÷åðåäíûå âûêëàäêè, âîçíèêàþùèå ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèé äëÿ
ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà â óðàâíåíèå (3.21):

ψ̇ =
1

~
zψ + z

x
η~ e

tz
~
∑
k

(
ċk

x− xk
+

ckẋk
(x− xk)2

)
;

ψ(x+ η~) = z
x
η~+1e

tz
~

(
c0 +

∑
k

ck
x− xk + η~

)
;

uψ = ~z
x
η~ e

tz
~ c0
∑
k

(
ẋk

x− xk
− ẋk
x− xk + η~

)
+~z

x
η~ e

tz
~
∑
i,k

(
ck

x− xk

(
ẋi

x− xi
− ẋi
x− xi + η~

))
.

Â ïîñëåäíåé ñòðîêå íóæíî ðàñöåïèòü äðîáè â ñóììû ïðîñòûõ, òîãäà ïðîèçâåäåíèå uψ
ïðèíèìàåò âèä:

uψ = ~z
x
η~ e

tz
~ c0
∑
k

(
ẋk

x− xk
− ẋk
x− xk + η~

)
+ ~z

x
η~ e

tz
~
∑
k

ckẋk
(x− xk)2

+

+~z
x
η~ e

tz
~
∑
i,k

(
ckẋi

xk − xi
(1− δik)

(
1

x− xk
− 1

x− xi

)
− ckẋi
xk − xi + η~

(
1

x− xk
− 1

x− xi + η~

))
.

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ýòèõ âûðàæåíèé â óðàâíåíèå (3.21), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

z
∑
k

ck
x− xk

+ ~
∑
k

ċk
x− xk

= z
∑
k

ck
x− xk + η~

+ ~c0
∑
k

(
ẋk

x− xk
− ẋk
x− xk + η~

)
+

+ ~
∑
i,k

[(
(ckẋi + ciẋk)(1− δik)

xk − xi
− ckẋi
xk − xi + η~

)
1

x− xk
+

ciẋk
xi − xk + η~

1

x− xk + η~

]
.

Óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïðè ïîëþñàõ òèïà
1

x− xk
:

zck + ~ċk = ~c0ẋk + ~
∑
i

(
(ckẋi + ciẋk)(1− δik)

xk − xi
− ckẋi
xk − xi + η~

)
.

Óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïðè ïîëþñàõ òèïà
1

x− xk + η~
:

zck + ~
∑
i

ciẋk
xi − xk + η~

= ~c0ẋk.

Îáà ýòèõ óñëîâèÿ ëåãêî ïðåîáðàçóþòñÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.24) è (3.25).
Òåïåðü âûâåäåì óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ýòîé ñèñòåìû â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ðàñ-

êðîåì ìàòðè÷íîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè (3.30), çàìåòèâ ïðåæäå âñåãî, ÷òî ìàòðèöóM ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ L:

Mij = δij
∑
k 6=i

(
− η~
xi − xk

Lki

)
+ (1− δij)

(
− η~
xi − xj

Lij

)
.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì:∑
m

MimLmj =
∑
k 6=i

(
− η~
xi − xk

(LkiLij + LikLkj)

)
;
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∑
m

LimMmj =
∑
k 6=j

(
− η~
xj − xk

Lkj(Lij − Lik)
)

=
ẋi(ẋi − ẋj)

(xi − xj − η~)2
+
∑
k 6=i

(
− η~
xi − xj − η~

LkjLik

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðè÷íûé ýëåìåíò êîììóòàòîðà ðàâíÿåòñÿ:

([M,L])ij = − ẋi(ẋi − ẋj)
(xi − xj − η~)2

+
∑
k 6=i

(
− η~
xi − xk

(LkiLij + LikLkj) +
η~

xi − xj − η~
LkjLik

)
.

Ïîäñòàâèâ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ L, ïîëó÷àåì íàêîíåö:

([M,L])ij = − ẋi(ẋi − ẋj)
(xi − xj − η~)2

+
∑
k 6=i

−2η2~2ẋiẋk
(xi − xk)((xi − xk)2 − η2~2)(xi − xj − η~)

.

Àíàëîãè÷íî,

(L̇)ij =
ẍi

xi − xj − η~
− ẋi(ẋi − ẋj)

(xi − xj − η~)2
.

Òåïåðü âû÷èñëèì ÿâíî âûðàæåíèå:

((MẊ − Ẍ)1)i =
∑
m

Mimẋm − ẍi =

=
∑
m

(
ẋmδim

∑
k 6=i

(
− η~
xi − xk

Lki

)
+ ẋm(1− δim)

(
− η~
xi − xm

Lim

))
− ẍi =

=
∑
k 6=i

−2η2~2ẋiẋk
(xi − xk)((xi − xk)2 − η2~2)

− ẍi.

Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü (3.30) ðàâíà íóëþ, òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îêàçû-
âàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, ÷òî è äåëàåò ñèñòåìó (3.29) ñîâìåñòíîé, à óñëîâèå å¼ ñîâìåñòíîñòè
ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèþ Ëàêñà (2.32). Ïîïóòíî áûëè âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â
ôîðìå Íüþòîíà (3.31).

5.4 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ èåðàðõèè mKP

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ïîäðîáíûå âû÷èñëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïîäñòàíîâêè âû-
ðàæåíèé äëÿ ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà è u â óðàâíåíèå (3.21) â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì
ñëó÷àå. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ âûêëàäîê ìîæíî ïîëó÷èòü:

ψ̇ =
z

~
ψ + z

x
η~ e

tz
~
∑
k

(
ċk coth[γ(x− xk)] +

γckẋk

sinh2[γ(x− xk)]

)
;

ψ(x+ η~) = z
x
η~+1e

tz
~

(
c0 +

∑
k

ck coth[γ(x− xk + η~)]

)
;

uψ = ~γz
x
η~ e

tz
~

(
c0
∑
k

(ẋk coth[γ(x− xk)]− ẋk coth[γ(x− xk + η~)]) +

+
∑
k,i

(ckẋi coth[γ(x− xk)] (coth[γ(x− xi)]− coth[γ(x− xi + η~)]))

)
.

Èìååòñÿ åù¼ îäíà ôîðìóëà ¾ðàñöåïëåíèÿ¿ ïîëþñîâ, âåðíàÿ ïðè k 6= i:

coth[γ(x− xk)] coth[γ(x− xi)] = 1 + coth[γ(xk − xi)] (coth[γ(x− xk)]− coth[γ(x− xi)]) .
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Îíà íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü ïðîèçâåäåíèå uψ â ñëåäóþùåì
âèäå:

uψ = ~γz
x
η~ e

tz
~

(
c0
∑
k

(ẋk (coth[γ(x− xk)]− coth[γ(x− xk + η~)])) +
∑
k

ckẋk

sinh2[γ(x− xk)]
+

+
∑
k,i

coth[γ(x− xk)] ((1− δki)(ciẋk + ckẋi) coth[γ(xk − xi)]− ckẋi coth[γ(xk − xi + η~)])−

−
∑
k,i

(ciẋk coth[γ(xk − xi − η~)] coth[γ(x− xk + η~)])

)
.

Ïîäñòàíîâêà âñåõ ýòèõ âûðàæåíèé âî âñïîìîãàòåëüíóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó è ñîáèðàíèå êî-
ýôôèöèåíòîâ ïðè coth[γ(x − xk)] è coth[γ(x − xk + η~)] äàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.35)
è (3.36).

Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè (3.40). Ïîñìîòðèì, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò âû-
ðàæåíèå L̇− [M,L]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðà âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì.
Ââåä¼ì ìàòðèöû A,B,C:

Aki = ẋk coth[γ(xk − xi − η~)];

Bki = δki
∑
j 6=k

(ẋj coth[γ(xk − xj)]− ẋj coth[γ(xk − xj + η~)]) ;

Cki = (1− δki) (ẋk coth[γ(xk − xi)]− ẋk coth[γ(xk − xi − η~)]) ;

òîãäà [M,L] = ~γ2(BA − AB + CA − AC). Âû÷èñëÿÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñòîÿùèõ â
ñêîáêàõ ïðîèçâåäåíèé, ïîëó÷àåì:

(BA)ki =
∑
j 6=k

ẋkẋj coth[γ(xk − xi − η~)] (coth[γ(xk − xj)]− coth[γ(xk − xj + η~)]) ;

(CA)ki =
∑
j 6=k

ẋkẋj coth[γ(xj − xi − η~)](coth[γ(xk − xj)]− coth[γ(xk − xj − η~)]);

(AB)ki =
∑
j 6=i

ẋkẋj coth[γ(xk − xi − η~)](coth[γ(xi − xj)]− coth[γ(xi − xj + η~)]);

(AC)ki =
∑
j 6=i

ẋkẋj coth[γ(xk − xj − η~)] (coth[γ(xj − xi)]− coth[γ(xj − xi − η~)]) .

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèÿ:

(AB + AC)ki =
∑
j 6=k

ẋkẋj sinh[γη~]

sinh[γ(xk − xi − η~)] sinh[γ(xk − xj − η~)] sinh[γ(xi − xj + η~)]
+

+
ẋk(ẋk − ẋi)

sinh2[γ[xk − xi − η~]]
.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, ÷òî

(L̇− [M,L])ki = ~γẍk coth[γ(xk − xi − η~)]+

+2~γ2
∑
j 6=k

ẋkẋj sinh2[γη~] coth[γ(xk − xj)] coth[γ(xk − xi − η~)]

sinh[γ(xk − xj + η~)] sinh[γ(xk − xj − η~)]
.
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Âû÷èñëèì ñëåäóþùåå:

(MẊ1)k = γ
∑
j 6=k

−2ẋkẋj sinh2[γη~] cosh[γ(xk − xj)]
sinh[γ(xk − xj)] sinh[γ(xk − xj + η~)] sinh[γ(xk − xj − η~)]

.

Îòñþäà ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî L̇ = [M,L], òî òîãäà è (MẊ −
Ẍ)1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.41).

Ïðèâåä¼ì äàëåå âñå òå æå âûêëàäêè äëÿ ñëó÷àÿ äðóãîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû
Ëàêñà:

ψ̇ =
z

~
ψ + z

x
η~ e

tz
~
∑
k

(
ċkΦ(x− xk) +

γckẋk

sinh2[γ(x− xk)]

)
;

ψ(x+ η~) = z
x
η~+1e

tz
~
∑
k

ckΦ(x+ η~− xk);

uψ = ~γz
x
η~ e

tz
~

(
c0
∑
k,i

ciẋk (Φ(x− xk)− Φ(x+ η~− xk)) +
∑
k

ckẋk

sinh2[γ(x− xk)]
−

− coth[γη~]
∑
k

ckẋk(Φ(x− xk)− Φ(x+ η~− xk))+

+
∑
k,i

(1− δki)ciẋk coth[γ(xi − xk + η~)] coth[γ(x− xk + η~)]+

+
∑
k,i

(1− δki)ckẋi(Φ(xk − xi)− Φ(xk + η~− xi)) coth[γ(x− xk)]+

+
∑
k,i

(1− δki)ciẋk coth[γ(xk − xi)] coth[γ(x− xk)]

)
.

Ýòè âûðàæåíèÿ âûïèñàíû â áîëåå óäîáíîé äëÿ ïîäñòàíîâêè â (3.21) ôîðìå.
Íàêîíåö, ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðà â óðàâíåíèè Ëàêñà (2.32) äëÿ

äàííîãî ñëó÷àÿ ìàòðèöû L è M (âûðàæåíèÿ (3.46) è (3.47)). Çàïèñàâ îïåðàòîð Ëàêñà â
âèäå L = L0 +L1, ãäå (L0)ki = ~γẋk coth(γ(xk−xi−η~)) � ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé Ëàêñà äëÿ
ïåðâîíà÷àëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, (L1)ki = ~γc0ẋk, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî:

L1M = 0,

(ML1)ki = ~γ2c0
∑
j 6=k

−2ẋkẋj sinh2[γη~] coth[γ(xk − xj)]
sinh[γ(xk − xj + η~)] sinh[γ(xk − xj − η~)]

.

Äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà ðàíåå áûëî âû÷èñëåíî, ÷òî L̇0 = [M,L0] ýê-
âèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.41). Òåïåðü âèäíî, ÷òî åñëè äàííàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ñïðàâåäëèâà, òî çàâåäîìî âûïîëíåíî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëàêñà.
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