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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ñïåêòðàëüíîé äóàëüíîñòè íà íåàâ-

òîíîìíûå àíàëîãè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîé äó-

àëüíîñòè âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòàõ Õàðíàäà [8]. Ïîçäíåå ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü

ïðèâëåêëà èíòåðåñ â êîíòåêñòå ïðîâåðêè ãèïîòåçû ÀÃÒ. Â ðàáîòå [1] ìû äîêàçàëè, ÷òî

ñïåêòðàëüíî äóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ìîäåëü Ãîäåíà è ñïèíî-

âàÿ öåïî÷êà Ãåéçåíáåðãà. Â ðàáîàõ [3],[2] ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùåí íà òðèãîíîìåòðè÷åñêèé

ñëó÷àé äóàëüíîñòè XXZ ìîäåëåé. Äàííàÿ ðàáîòà ðàññìàòðèâàåò îáîáùåíèå ñïåêòðàëüíîé

äóàëüíîñòè íà ñëó÷àé íåàâòîíîìíûõ àíàëîãîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Ýòî ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ äóàëüíîñòåé â òåîðèè ïîëÿ [6] Ïðî-

ñòåéøèì ñëó÷àåì, ïîäðîáíîìó àíàëèçó êîòîðîãî ïîñâÿùåíà áîëüøàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáî-

òû, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé gl(2) ìîäåëè Ãîäåíà ñ òðåìÿ ïîëþñàìè. Ðàíåå ýòîò âîïðîñ èçó÷àëñÿ

â ðàáîòàõ [7],[4]. Â ýòîé ðàáîòå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ íåàâòîíîìíîå îáîáùåíèå ðåäó-

öèðîâàííîé ìîäåëè Ãîäåíà, åãî ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü è âûâîä óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI

êàê ãàìèëüòîíîâà ðåäóêöèÿ. Íàèáîëåå èçâåñòíûì íåàâòîíîìíûì îáîáùåíèåì ìîäåëè Ãî-

äåíà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà Øëåçèíãåðà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îíà ñâîäèòñÿ

ê óðàâíåíèþ Ïåíëåâå VI. Â ðàçäåëå 2 äàþòñÿ îïðåäåëåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ àâòîíîìíûõ

ìîäåëåé è ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî ñïåêòðàëüíîé äóàëüíîñòè ìåæäó íèìè.

Òàêæå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå îáîèõ ìîäåëåé â òåðìèíàõ ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ. Îïèñà-

íî åäèíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû "ìîäåëü Ãîäåíà - ñïèíîâàÿ öåïî÷êà óòî÷íÿþùàÿ

óòâåðæåíèå îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàáîòû [1]. Ðàçäåë 3 îïðåäåëÿåò "íåàâòîíîìíîå îáîáùå-

íèå"èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, èìåþùèõ ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîì Ëàêñà ñî ñïåêòðàëüíûì

ïàðàìåòðîì. Òàêîå îáîáùåíèå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì íóëåâîé êðèâèçíû è ñîõðàíÿåò ãðóïïó

ìîíîäðîìèè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí âûâîäó óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI èç ðåäóöèðîâàííîé

ìîäåëè Ãîäåíà. Â ðàçäåëå 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû ñïåêòðàëüíîé äóàëüíîñòè íåàâòî-
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6 Ãëàâà 1. Ââåäåíèå

íîìíûõ îáîáùåíèé ñïåêòðàëüíî äóàëüíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ðàçäåë 6 îïèñûâàåò

ñëîæíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïîïûòêå ðàñïðîñòðàíèòü ïîäõîä ðàçäåëà 5 íà óðàâíåíèå

Ïåíëåâå. Â ðàçäåëå 7 ïðèâîäÿòñÿ âîçìîæíûå ñïîñîáû îáîéòè ýòè ñëîæíîñòè, è ïðåäëà-

ãàåòñÿ íåñêîëüêî íàïðàâëåíèé îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû. Îñíîâíàÿ çàäà÷à

- ïîñòðîåíèå äóàëüíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI - â ýòîé ðàáîòå íå ðåøåíà. Â òî

æå âðåìÿ, ïîñòðîåíû èíòåðåñíûå íîâûå óðàâíåíèÿ, îñíîâàííûå íà òîé æå ñàìîé ñèñòåìå

Ãîäåíà ëèáî ñïèíîâîé öåïî÷êå, ÿâëÿþùèåñÿ óðàâíåíèÿìè èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé

íåêîòîðûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íåêîòîðûå èç íèõ îáëàäàþò ñïåêòðàëü-

íîé äóàëüíîñòüþ. Äàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñïåêòðàëüíîé äóàëüíîñòè â ýòîì

ñëó÷àå.



Ãëàâà 2

Ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü â àâòîíîìíûõ

ìîäåëÿõ

2.1 Ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîé äóàëüíîñòè

Ïðåäñòàâëåíèåì Ëàêñà äëÿ íåêîòîðîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ïàðà îïåðàòîðîâ

L,M ,òàêèõ ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå óðàâíåíèé Ëàêñà

∂tL = [M,L] (2.1)

Â èíòåðåñóþùèõ íàñ ñëó÷àÿõ ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö îïåðàòîðûM ,L - íåêîòîðûå ìàòðèöû,

ýëåìåíòû êîòîðûõ çàâèñÿò îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Åñëè îïåðàòîðûM,L çàâèñÿò îò

íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà z, è óðàâíåíèÿ Ëàêñà âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè z, ãîâîðÿò

î ïðåäñòàâëåíèè Ëàêñà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì.

∂tL(z) = [M(z), L(z)] (2.2)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå Ëàêñà ñîõðàíÿåò âåëè÷èíû TrLn(z). Ýòî ýêâèâàëåíòíî òî-

ìó, ÷òî ñîõðàíÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà Γ(z, λ) = det(L(z)−λ).

Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ îá èíòåãðàëàõ äâèæåíèÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü

çàêîäèðîâàíà â íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì

Γ(z, λ) = 0 (2.3)

Ýòà ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé êðèâîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû. Ìîäóëè ýòîé

ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ, à ðîä îïðåäåëÿåò ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Íà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé çàäàí äèôôåðåíöèàë, îïðåäåëÿþùèé ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó ìî-
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8 Ãëàâà 2. Ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü â àâòîíîìíûõ ìîäåëÿõ

äåëè. Âñÿ äèíàìèêà èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè ìîæåò áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ îáúåêòîâ íà

ñïåêòðàëüíîé êðèâîé. Äâå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíî äóàëüíûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ (ñîõðàíÿþùàÿ ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó) çàìåíà ïåðåìåííûõ è ïàðà-

ìåòðîâ, ÷òî ñïåêòðàëüíûå êðèâûå ñîâïàäàþò:

Γ(z, λ) = 0↔ Γ̃(z̃, λ̃) = 0 (2.4)

2.2 Ìîäåëü Ãîäåíà

Ðàöèîíàëüíàÿ ìîäåëü Ãîäåíà - àëãåáðàè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, îïåðàòîð Ëàêñà

êîòîðîé çàäàí ôîðìóëîé

L(z) =
A0

z
+

A1

z − 1
+

Aq

z − q
(2.5)

Âû÷åòû A0, A1, Aq - ìàòðèöû ðàçìåðà 2× 2. Èõ ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè ïåðå-

ìåííûìè ìîäåëè Ãîäåíà. Íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíû ñêîáêè Ïóàññîíà

{Aaij, Abkl} = δab(δkjA
a
il − δilAakj) (2.6)

Îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ëèíåéíîé r-ìàòðè÷íîé ñòðóêòóðû

{Aa, Ab} = [
P12

x− y
, L1(x) + L2(y)] (2.7)

Ãàìèëüòîíèàíû ìîäåëè äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Hc =
∑
a6=c

Tr(AaAc)

za − zc
(2.8)

Èì ñîîòâåòñòâóþò M -îïåðàòîðû

Mc = − Ac

z − zc
(2.9)

ïðèâîäÿùèå ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ íà îòäåëüíûå ïåðåìåííûå:

∂tcA
a =

[Ac, Aa]

zc − za
(2.10)

∂tcA
c =

∑
a6=c

[Aa, Ac]

zc − za
(2.11)
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2.3 Ðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü Ãîäåíà

2.3.1 Ñâÿçü ñ ìîäåëüþ Ãîäåíà

Ðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü Ãîäåíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ðàöèîíàëüíîé ìîäåëè Ãîäåíà,

ðàññìîòðåííîé âûøå, íàëîæåíèåì ñâÿçåé

A0 + A1 + Aq + A∞ = 0 (2.12)

A∞ = Y (2.13)

Ñêîáêè Ïóàññîíà îñòàâøèõñÿ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ A1, Aq âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìî-

ùè ïðîöåäóðû ðåäóêöèè Äèðàêà. Óäîáíî èñêëþ÷èòü ìíîæèòåëü 1
z
èç îïåðàòîðà Ëàêñà,

ïåðåõîäÿ îò èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ

LGaudin
on shell

(z) =
−Y − A1 − Aq

z
+

A1

z − 1
+

Aq

z − q
(2.14)

ê îïåðàòîðó Ëàêñà ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè.

Lreduced(z) = −Y +
A1

z − 1
+

qAq

z − q
(2.15)

2.3.2 Îáçîð ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè

Îïåðàòîð Ëàêñà çàäàí âûðàæåíèåì

L(z) = −Y +
A1

z − 1
+

qAq

z − q
(2.16)

ãäå Y ïîñòîÿííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 2 × 2 ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

y1, y2. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàæäîãî èç âû÷åòîâ îïåðàòîðà Ëàêñà ôèêñèðîâàííû. Ëåãêî

ïîêàçàòü, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Êàçèìèðà ìîäåëè. Òàêèì îáðàçîì ìîäåëü èìååò

äâå ñòåïåíè ñâîáîäû è äâà íåçàâèñèìûõ ãàìèëüòîíèàíà. Îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê

ñëåäû êâàäðàòà îïåðàòîðà Ëàêñà:

Ha =
1

za
Resw=za

1

2
Tr(L(z)2) (2.17)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè 2× 2 èìååì

H1 = −Tr(Y A1) +
qTr(A1Aq)

1− q
(2.18)
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Hq = −Tr(Y Aq) +
Tr(A1Aq)

q − 1
(2.19)

2.4 Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè

2.4.1 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ñêîáêà Ïóàññîíà ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè êâàäðàòè÷íà ïî ïåðåìåííûì A1, Aq:

{Aaij, Abkl} = δab(A
a
ilδkj − Aakjδil)−

AaipA
b
plδjk

yk − yp
−
AbkpA

a
pjδil

yp − yi
+
AailA

b
kj(1− δjl)
yj − yl

+
AakjA

b
il(1− δik)
yk − yi

(2.20)

Îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû (íàïîìèíàþùåé R -ìàòðè÷íóþ):

{L1(z), L2(w)} = [L1(z), [L2(w), R]2]1 +[
P12

z − w
, zL1(z)+wL2(w)]− [P

′

12, L1(z)−L2(z)] (2.21)

ãäå

Rijkl =
δilδkj(1− δij)

yj − yi
(2.22)

P ′(12)ijkl = δilδkj(1− δij) (2.23)

2.4.2 Äèíàìèêà ìîäåëè

Èç óðàâíåíèÿ (2.21) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ M -îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî

êâàäðàòè÷íîìó ãàìèëüòîíèàíó (2.17):

Ma =
1

za
Resw=za(L(w)− L̄(w)− z

z − w
L(w)) (2.24)

ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò äèàãîíàëüíóþ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû. Â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè

ìàòðèö 2× 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé îòâåò:

M1 = − A1

z − 1
− Ā1 (2.25)

Mq = − qAq

z − q
− Āq (2.26)

Óðàâíåíèÿ Ëàêñà (óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ) ìîãóò áûòü êîìïàêòíî çàïèñàíû êàê

∂taL(z) = [Ma(z), L(z)] (2.27)
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Äèíàìèêà ïî âðåìåíè t1 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

∂t1A
1 = −[Ā1, A1]− [Y,A1] +

q

1− q
[Aq, A1] (2.28)

∂t1A
q = −[Ā1, Aq] +

1

1− q
[A1, Aq] (2.29)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ äèíàìèêè ïî âðåìåíè tq èìååì:

∂tqA
1 = −[Āq, A1]− q

1− q
[Aq, A1] (2.30)

∂tqA
q = −[Āq, Aq]− 1

1− q
[A1, Aq]− [Y,Aq] (2.31)

2.5 Ñïèíîâàÿ öåïî÷êà Ãåéçåíáåðãà

Äðóãàÿ èíòåðåñóþùàÿ íàñ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ýòî GL(2) XXX-ìîäåëü ñ äâóìÿ óçëàìè.

Îíà îïèñûâàåòñÿ òðàíñôåð-ìàòðèöåé

T (x) = V (q)L1(x)L2(x) = V (q)(x− x1 + S1)(x− x2 + S2) (2.32)

Óäîáíî ïåðåïèñàòü ýòî âûðàæåíèå êàê ñóììó ïî ïîëþñàì

T (x) = (x− x1)(x− x2)(V (q) +
V B1

x− x1
+

V B2

x− x2
) (2.33)

Ñêîáêè Ïóàññîíà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç R-ìàòðè÷íîé ñòðóêòóðû

[r(x− y), T1(x)T2(y)] = {T1(x), T2(y)} (2.34)

Äëÿ ïåðåìåííûõ B ñêîáêè äàþòñÿ âûðàæåíèåì

{Bi
ab, B

j
cd} = (1−δij)

Bi
adB

j
cb −Bi

cbB
j
ad

xj − xi
)+δij

(
Bi
adδcb −Bi

cbδad +
∑
n6=i

Bi
adB

n
cb −Bi

cbB
n
ad

xi − xn

)
(2.35)

Ñëåäû ñòåïåíåé òðàíñôåð-ìàòðèöû ïîðîæäàþò íàáîð êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òðàíñôåð-ìàòðèöó êàê îïåðàòîð Ëàêñà ñïèíîâîé

öåïî÷êè. Îïðåäåëèì

LXXX(x) = V (q) +
V B1

x− x1
+

V B2

x− x2
(2.36)
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Ýòà ñèñòåìà òàêæå èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ãàìèëüòîíèàíû ëèíåéíû ïî ïåðåìåííûì

B.

H1 = Tr(V B1) (2.37)

H2 = Tr(V B2) (2.38)

Ãàìèëüòîíèàí H1 ïîðîæäàåò äèíàìèêó, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ

Ḃ2 = −B
2V B1 −B1V B2

x1 − x2
(2.39)

Ḃ1 = [V,B1]− B2V B1 −B1V B2

x2 − x1
(2.40)

Ýòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå óðàâíåíèé Ëàêñà

∂t1L
XXX(x) = [− V B1

x− x1
, LXXX(x)] (2.41)

M1 = − V B1

x− x1
(2.42)

2.6 Ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü â ñèñòåìå Ãîäåí�XXX-öåïî÷êà

Èçâåñòíî, ÷òî ðåäóöèðîâàííàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ìîäåëü Ãîäåíà è XXX-öåïî÷êà ñïåêòðàëüíî

äóàëüíû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ:

Aaij = ξai η
b
j Bi

ab = ξai η
b
i (2.43)

Ïàðàìåòðû äâóõ ìîäåëåé ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi = −yi V = V (q) (2.44)

Â êîíòåêñòå äóàëüíîñòè ó íàñ åñòü ñïîñîá ñîïîñòàâëÿòü ãàìèëüòîíèàíû è ôóíêöèè

Êàçèìèðà: ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ. Äëÿ ìîäåëè Ãîäåíà èìååì

ΓG(y, z) =
1

(y − y1)(y − y2)
det

(
−Y − y +

A1

z − 1
+

qAq

z − q

)
= 0 (2.45)

Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ ñïèíîâîé öåïî÷êè

ΓXXX(y, z) =
1

(z − 1)(z − q)
det

(
V − z +

V B1

y + y1
+

V B2

y + y2

)
(2.46)
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Ðàññìàòðèâàÿ ïîëþñà y = 0, z = 1 è y = 0, z = q ïîëó÷àåì

−H1 = −TrY TrA1 + Tr(Y A1) +
q

1− q
(
TrA1TrAq − Tr(A1Aq)

)
(2.47)

−qHq = −qTrY TrAq + qTr(Y Aq)− q

1− q
(
TrA1TrAq − Tr(A1Aq)

)
(2.48)

Çàìåòèì, ÷òî ýòè âûðàæåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò (2.18),(2.19) íà ôóíêöèþ Êàçèìèðà ìîäåëè

Ãîäåíà. Â äóàëüíûõ ïåðåìåííûõ òå æå ãàìèëüòîíèàíû âûðàæàþòñÿ êàê

H1 =
1

1− q
(
Tr(V B1)Tr(V B2)− Tr(V B1V B2) + y2(Tr(V B

1)TrV − Tr(V 2B1))

+y1(Tr(V B
2)TrV − Tr(V 2B2))− y2Tr(V B1)− y1Tr(V B2)

) (2.49)

Hq = − 1

1− q
(
Tr(V B1)Tr(V B2)− Tr(V B1V B2) + y2(Tr(V B

1)TrV − Tr(V 2B1))

+y1(Tr(V B
2)TrV − Tr(V 2B2))− qy2Tr(V B1)− qy1Tr(V B2)

) (2.50)

Êîýôôèöèåíòû ïðè z (y = y1 è y = y2) äàþò ãàìèëüòîíèàíû ñïèíîâîé öåïî÷êè

H1 = Tr(V B1) (2.51)

H2 = Tr(V B2) (2.52)

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ïåðâóþ ôîðìóëó ñâÿçè

H1 + qHq = −y1H1 − y2H2 (2.53)

Èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè − y
z−1 è −

y
z−q ïîëó÷àþòñÿ ôóíêöèè Êàçèìèðà ìîäåëè Ãîäåíà

TrA1 = − 1

1− q
(
Tr(V B1)TrV − Tr(V 2B1) + Tr(V B2)TrV − Tr(V 2B2)− Tr(V B1)− Tr(V B2)

)
(2.54)

qTrAq =
1

1− q
(
Tr(V B1)TrV − Tr(V 2B1) + Tr(V B2)TrV − Tr(V 2B2)− qTr(V B1)− qTr(V B2)

)
(2.55)

Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü âòîðóþ ôîðìóëó ñâÿçè

TrA1 + qTrAq = H1 +H2 (2.56)

Ëåãêî ïðîâåðèòü ÷òî C = TrA1 + TrAq = TrB1 + TrB2 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Êàçèìèðà íà
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âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíóþ êðèâóþ

C =
1

q

(
Tr(V B1)TrV − Tr(V 2B1) + Tr(V B2)TrV − Tr(V 2B2)

)
(2.57)

Åñëè ïîëîæèòü V = Diag(1, q) ýòî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ TrB1 + TrB2. Âòîðàÿ ôóíêöèÿ

Êàçèìèðà ñïèíîâîé öåïî÷êè äàåòñÿ ôîðìóëîé

TrS1TrS2 = TrB1TrB2 − Tr(B1B2) + y1TrB
2 + y2TrB

1 (2.58)

q(H1 +Hq) = TrS1TrS2 (2.59)

Óðàâíåíèå (2.56) ïîäòâåðæäàåò ìûñëü ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà: äåéñòâèòåëüíî åñòü ãàìèëü-

òîíèàíû, íå ïîðîæäàþùèå íèêàêîé äèíàìèêè â äóàëüíîé ìîäåëè. Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ

ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

Γ(y, z) = 1− H1,y1

(z − 1)(y + y1)
− H1,y2

(z − 1)(y + y2)
− H1,y1

(z − q)(y + y1)
− Hq,y2

(z − q)(y + y2)
(2.60)

ñ

H1,y1 +Hq,y1 = H1 (2.61)

H1,y2 +Hq,y2 = H2 (2.62)

−y1Hq,y1 − y2Hq,y2 = qHq (2.63)

−y1H1,y1 − y2H1,y2 = H1 (2.64)

è

H1,y1 +H1,y2 +
Hq,y1 +Hq,y2

q
= C (2.65)

2.7 Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû Ãîäåí-Ïåíëåâå

2.7.1 Ôóíêöèè Êàçèìèðà

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü õîðîøî îïðåäåëåíà íà ïðîñòðàíñòâå ïà-

ðàìåòðèçîâàííîì ïåðåìåííûìè ξ, η. Åñòü âûðàæåíèÿ â ïåðåìåííûõ B êîòîðûå íå ìîãóò

áûòü çàïèñàíû â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ A. Ýòî íå ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ, à ñëåäñòâèå òîãî

ôàêòà ÷òî A è B ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàòàìè íà ðàçíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïîëíîãî ôàçîâî-

ãî ïðîñòðàíñòâà ξ, η. Ýòî íå ñëîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðîáëåìîé ôóíêöèé Êàçèìèðà.

Ñî ñòîðîíû Ãîäåíà ñëåä TrAa äîëæåí áûòü ôóíêöèåé Êàçèìèðà ìîäåëè. Îí, îäíàêî, íå

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Êàçèìèðà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ξ, η. Ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü äàåò
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ñîîòíîøåíèå

TrA1 = A1
11 + A1

22 = B1
11 +B2

11 (2.66)

Äëÿ ñêîáîê ñ B1
12 ìû ïîëó÷àåì îòëè÷íûé îò íóëÿ ðåçóëüòàò:

{TrA1, B1
12} =

B2
12B

1
11 −B2

11B
1
12

x2 − x1
+
B1

12B
2
11 −B1

11B
2
12

x2 − x1
+B1

12 = B1
12 6= 0 (2.67)

Êîíå÷íî, ñêîáêè ñ ëþáûìè âåëè÷èíàìè, âûðàæàþùèìèñÿ ÷åðåç A, à èìåííî Bi
aa, ïî-

ïðåæíåìó ðàâíû íóëþ. Íà ïîëíîì ξ, η ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå åñòü òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ

Êàçèìèðà.

C = TrA1 + TrAq = TrB1 + TrB2 (2.68)

Òàêèì îáðàçîì, â êîíòåêñòå ñïåêòàëüíîé äóàëüíîñòè ãàìèëüòîíèàíû äîëæíû áûòü çàäàíû

ïðàâèëüíî(ò.å. íà ïîëíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, à íå òîëüêî íà êàêîì-òî ïîäïðîñòðàí-

ñòâå). Ïîñëå ôèêñàöèè êàëèáðîâêè ðàçìåðíîñòü ïîëíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà 6. Òàêèì

îáðàçîì â ñèñòåìå èìååòñÿ 3 íåçàâèñèìûõ ãàìèëüòîíèàíà, íî íåêîòîðûå èõ íåòðèâèàëü-

íûå êîìáèíàöèè äàþò äîïîëíèòåëüíûå ôóíêöèè Êàçèìèðà íà îòäåëüíûõ ïîäïðîñòðàí-

ñòâàõ(òîëüêî â ìîäåëè Ãîäåíà ëèáî òîëüêî â öåïî÷êå).

2.7.2 Ïàðàìåòðèçàöèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

Ïåðå÷èñëèì ÿâíî íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A1
12 = φ (2.69)

φ̃ =
1

q − 1
log

B1
12

u+ y1
(2.70)

IG = H1 +Hq (2.71)

IX = H1 +H2 (2.72)

u, p, ũ, p̃ çàäàíû óðàâíåíèÿìè

LG12(u) = 0 (2.73)

LXXX12 (ũp̃) = 0 (2.74)

LG11(u)− LG22(u) = pu (2.75)

LXXX11 (ũp̃) = p̃ (2.76)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
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• Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè Ãîäåíà ïàðàìåòðèçîâàííî ïåðåìåííûìè IG,p,u,φ.

• Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñïèíîâîé öåïî÷êè ïàðàìåòðèçîâàííî IX ,ũ,p̃,φ̃

• Ïîëíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðèçîâàíî ïåðåìåííûìè u,p,IG,φ,IX ,φ̃ èëè, ýê-

âèâàëåíòíî, ũ, p̃,IG,φ,IX ,φ̃

Â òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè ïåðåìåííûå ðàçäåëåíû íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñïèíîâîé öå-

ïî÷êè. Ïðè ýòîì ñêîáêè Ïóàññîíà äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

{u, p} = −1 (2.77)

{ũ, p̃} = −1 (2.78)

{IG, ũ} = {IG, p̃} = {IG, u} = {IG, p} = 0 (2.79)

{IX , u} = {IX , p} = {IX , ũ} = {IX , p̃} = 0 (2.80)

{φ̃, ũ} = {φ̃, p̃} = 0 (2.81)

{φ̃, IX} = 1 (2.82)

Íà ïîëíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûå íå ðàçäåëåíû (åñòü íåòðèâèàëüíûå ñêîáêè

ñ φ), îäíàêî â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîì �ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå�

ïðèìåíèòåëüíî ê âûøåîïèñàííîé ïàðàìåòðèçàöèè. Ýòî îïðàâäàíî, ïîñêîëüêó ãàìèëüòî-

íèàíû íå çàâèñÿò îò φ,φ̃.

2.7.3 Ãàìèëüòîíèàí

Ãàìèëüòîíèàíû IG è IX çàäàþò òðèâèàëüíóþ äèíàìèêó ïî ïåðåìåííûì u,p (à òàêæå ũ,p̃).

Â ñèñòåìå åñòü, òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé ãàìèëüòîíèàí. Â êà÷åñòâå

òàêîâîãî ìû âûáåðåì Hq. (Ïîíÿòíî, ÷òî äîáàâëåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè IG è IX íå

èçìåíèò äèíàìèêó). Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûâåäåì âûðàæåíèå äëÿ Hq â ðàçäåëåííûõ ïå-

ðåìåííûõ. ×òîáû ýòî ñäåëàòü, ìû äîëæíû âûðàçèòü A1
11,A

q
11 â òåðìèíàõ ðàçäåëåííûõ

ïåðåìåííûõ. Èìååì
A1

11

u− 1
+
qAq11
u− q

− y1 = pu (2.83)

TrY TrA1 − Tr(Y A1) + TrY TrAq − Tr(Y Aq) + TrA1TrAq − Tr(A1Aq) = IG (2.84)

TrA1 + TrAq (2.85)

TrA1 + qTrAq = IX (2.86)
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TrA1 = K1 =
qC − IX
q − 1

(2.87)

TrAq = Kq =
IX − C
q − 1

(2.88)

Äëÿ âû÷èñëåíèé óäîáíî âûðàçèòü IG ÷åðåç íîâóþ êîíñòàíòó K0, òàêóþ ÷òî

IG = −1

4
((K0 +K1 +Kq + y1 + y2)(K0 −K1 −Kq − y1 − y2) (2.89)

A1
11 − A1

22 = −2(u− 1)2(u− q)up2

(y1 − y2)(q − 1)
− 2(u− 1)(u− q)up

q − 1
− K2

1

2(y1 − y2)
+

qK2
q (u− 1)

2(u− q)(y1 − y2)

+
qK2

0(u− 1)

2(q − 1)u(y1 − y2)
+

(u− 1)(y1 − y2)
2

− u(u− 1)(y1 − y2)
2(q − 1)

− 2qy1y2(u− 1)

(q − 1)(y1 − y2)u
(2.90)

Aq11 − A
q
22 =

2u(u− 1)(u− q)2p2

q(q − 1)(y1 − y2)
+

2u(u− 1)(u− q)p
q(q − 1)

+
(u− q)K2

1

2q(u− 1)(y1 − y2
−

K2
q

2(y1 − y2)

− (u− q)K2
0

2(q − 1)(y1 − y2)u
+
u(u− 1)(y1 − y2)

2q(q − 1)
− (y1 − y2)

2
+

2(u− q)y1y2
(q − 1)(y1 − y2)u

(2.91)

Òîãäà ãàìèëüòîíèàí Ïåíëåâå VI

HPV I =
Hq

q
=

1

2q2
Resz=q(L(z)2) (2.92)

â ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ çàïèøåòñÿ êàê

HPV I =
p2u(u− 1)(u− q)

q(q − 1)
+

(u− q)K2
0

4q(q − 1)u
− (u− 1)(u− q)

4q(q − 1)

(
K1

u− 1
+

Kq

u− q

)2

− (u− q)
4q(q − 1)

(
y1 + y2 +

Kq(q − 1)

(u− q)

)2

+
y1y2(u− q)(u− 1)

q(q − 1)u

(2.93)
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Ãëàâà 3

Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ íåàâòîíîìíûõ

îáîáùåíèé êëàññè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêè

èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ìîäåëü, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíî ïðåäñòàâëåíèå

Ëàêñà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì L(z). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (óðàâíåíèå Ëàêñà) èìåþò

âèä

∂tL(z) = [M(z), L(z)] (3.1)

M -îïåðàòîð äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óðàâíåíèþ - ýòî äàåò óñëîâèå íà àíàëèòè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó, êîòîðîå, îäíàêî, íå ôèêñèðóåò M -îïåðàòîð îäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð, ïðèáàâëå-

íèå ñòåïåíåé L(z) c ïðîèçâîëüíûìè çàâèñÿùèìè îò z êîýôôèöèåíòàìè íå ìåíÿåò óðàâíå-

íèé äâèæåíèÿ. Âîçìîæíû è ìåíåå òðèâèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàê, åñëè îïåðàòîð Ëàêñà

èìååò âèä

L(z) = Y +
∑ Aa

z − za
(3.2)

òî äîáàâëåíèå êM -îïåðàòîðó ïîñòîÿííîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ïîìåíÿåò óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ, íî îíè ïî-ïðåæíåìó áóäóò èìåòü âèä óðàâíåíèÿ Ëàêñà. Ýòî îòâå÷àåò èçìåíåíèþ

ñêîáîê Ïóàññîíà. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîì Ëàêñà ðàçìåðíîñòè 2×2

ñ äâóìÿ ïðîñòûìè ïîëþñàìè âîçìîæíûå ïóàññîíîâû ñòðóêòóðû îáðàçóþò îäíîïàðàìåò-

ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî. Îïåðàòîð Ëàêñà òàê æå ìîæåò áûòü óìíîæåí íà ïðîèçâîëüíóþ ñêà-

ëÿðíóþ ôóíêöèþ z. Ýòî íå ïîìåíÿåò àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó ýòîò ìíîæèòåëü

ñîêðàòèòñÿ. Íåàâòîíîìíûì àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Ëàêñà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå íóëåâîé êðè-

âèçíû

[∂z − L(z), ∂q −Mq(z)] = 0 (3.3)
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Îíî ïîÿâëÿåòñÿ êàê óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

∂zΨ(z) = L(z)Ψ(z) (3.4)

∂qΨ(z) = Mq(z)Ψ(z) (3.5)

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ãðóïïû ìîíîäðîìèè ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (3.4) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ìîäåëè q. Òàêîå óðàâíåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü

íåàâòîíîìíûì îáîáùåíèåì èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû (3.1), åñëè îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíå-

íèÿì Ãàìèëüòîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì, ïîðîæäàþùèì àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ (3.1) (èëè îò-

ëè÷àþùåìñÿ ìíîæèòåëåì g(q), ïîñêîëüêó òàêîâîé â àâòîíîìíîì ñëó÷àå ìîæíî óáðàòü

ïðîñòåéøèì ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì) è òîé æå ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé. Íîâûì

�âðåìåíåì� ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð q. Ãàìèëüòîíèàí â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò ÿâíî îò q, ïîýòî-

ìó ðå÷ü èäåò î íåàâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå. Äèíàìèêà íåêîòîðîé äèíàìè÷åñêîé

ïåðåìåííîé x äàåòñÿ âûðàæåíèåì

dx

dq
=
∂x

∂q
+ {Hq, x} (3.6)

Òàê æå êàê è óðàâíåíèå Ëàêñà, óðàâíåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äàåò äîñòàòî÷íî ñòðîãîå

îãðàíè÷åíèå íà àíàëèòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó Mq(z), òàê æå íå ôèêñèðóþùåå åãî îäíîçíà÷-

íî. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò àâòîíîìíîãî ñëó÷àÿ, óìíîæåíèå îïåðàòîðà Ëàêñà íà íåêîòîðóþ

ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ f(z, q) ìåíÿåò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Äëÿ çàäàííîé àíàëèòè÷åñêîé

ñòðóêòóðû L(z) (i.e. çàäàííîãî ìíîæèòåëÿ f(z, q)) ñóùåñòâóåò âûäåëåííàÿ ïàðàìåòðèçà-

öèÿ, â êîòîðîé óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò ôîðìó Ëàêñà:

∂

∂q
L(z) = ∂zMq(z) (3.7)

L̇(z) = [Mq(z), L(z)] (3.8)

Â óðàâíåíèè (3.7) ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ òîëüêî ïî ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò q, à â óðàâíåíèè

(3.8) òîëüêî ïî íåÿâíîé (äèôôåðåíöèðóþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, íî íå ñàìè q).

Äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå â òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè ñëåäóåò ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèìè ÿâíî

îò q. Ñìûñë ýòîãî óòâåðæäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (3.6)

äëÿ ëþáîé èç ýòèõ ïåðåìåííûõ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíà íóëþ (èíûìè

ñëîâàìè, ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ òàêèõ ïåðåìåííûõ ïî q â òî÷íîñòè ðàâíà ñêîáêå ñ ãàìèëüòî-

íèàíîì). Ïðè äðóãîì âûáîðå ìíîæèòåëÿ f(z, q) íå çàâèñÿùèìè ÿâíî îò q ñòàíîâÿòñÿ äðóãèå

ïåðåìåííûå. Ãàìèëüòîíèàí òàêæå ñâÿçàí ñ âûáîðîì àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðû îïåðàòîðà

Ëàêñà: åñëè óðàâíåíèå íóëåâîé êðèâèçíû çàïèñàíî äëÿ ãàìèëüòîíèàíà H, òî íåëüçÿ çàïè-
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ñàòü íåàâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïî òîìó æå âðåìåíè q ñ ãàìèëüòîíèàíîì g(q)H áåç

èçìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðû îïåðàòîðà Ëàêñà è/èëè ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû. Âî-

îáùå ãîâîðÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íå ìîæåò áûòü ñîâñåì ïðîèçâîëüíîé: ñóùåñòâóþò

òàêèå f(q, z) ÷òî íàïèñàòü óðàâíåíèå íóëåâîé êðèâèçíû ñ òîé æå ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé

íåëüçÿ (ñ êàêèì áû òî íè áûëî ãàìèëüòîíèàíîì). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò èíòåðåñíàÿ

çàäà÷à êëàññèôèêàöèè íåàâòîíîìíûõ îáîáùåíèé äëÿ çàäàííîé èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè.

3.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè óðàâíåíèé èçîìîíîäðîì-

íûõ äåôîðìàöèé

Äàííûé ðàçäåë ââîäèò îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì. Îí

íå ñîäåðæèò íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, ìàòåðèàë èçëàãàåòñÿ ïî èñòî÷íèêàì [9],[10],[5]. Ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà (3.4) ñ L-îïåðàòîðîì,

èìåþùèì òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëþñîâ è íå èìåþùèì ñóùåñòâåííûõ îñîáåííîñòåé.

Èíûìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

L(z) =
∑
a

ka∑
k=1

A
(k)
a

(z − za)k
+ Lreg(z) (3.9)

Ïðîñòûå ïîëþñà ðàçëîæåíèÿ (3.9) íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè (èëè ôóêñîâûìè) îñîáåííî-

ñòÿìè, ïîëþñà ïîðÿäêà n + 1 ìû áóäåì íàçûâàòü èððåãóëÿðíûìè (íåôóêñîâûìè) îñîáåí-

íîñòÿìè ðàíãà n. Êàê âåäóò ñåáÿ ðåøåíèÿ (3.4) âáëèçè îñîáåííîñòåé L-îïåðàòîðà? Ðàçëî-

æåíèå ðåøåíèÿ âáëèçè ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè èìååò âèä

Ψ(z) = eA
(1)
a (z−za)

∑
n=0

cn(z − za)n (3.10)

c íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé A
(1)
a . Ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó âîêðóã za ðå-

øåíèå óìíîæàåòñÿ íàMa = e2πiA
(1)
a - ìàòðèöó ìîíîäðîìèè ðåøåíèÿ. Ñëó÷àé èððåãóëÿðíîé

îñîáîé òî÷êè (ðàíãà n) áîëåå ñëîæåí. Â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ íàïèñàòü àíàëîãè÷íîå ðàçëî-

æåíèå âî âñåé îêðåñòíîñòè òî÷êè z = za. Åñëè ôîðìàëüíî èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

Ψf (z) = eA(z−za)
n
∑
m=0

cn(z − za)m (3.11)

ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûé ôîðìàëüíûé ðÿä. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè â íåêîòîðîì ñåêòîðå

àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ Ψ1(z) äàåòñÿ ðàçëîæåíèåì (3.11), òî äëÿ åãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðî-
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äîëæåíèÿ çà ïðåäåëû ýòîãî ñåêòîðà áóäåò èìåòü ìåñòî àñèìïòîòèêà

Ψ1(z) ≈ SΨf (z) (3.12)

ãäå ìíîæèòåëü S - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà. Òàêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ âáëèèçè èð-

ðåãóëÿðíûõ îñîáåííîñòåé íàçûâàåòñÿ ÿâëåíèåì Ñòîêñà, à ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè S - ìíî-

æèòåëÿìè Ñòîêñà (ìàòðèöàìè Ñòîêñà). Ïîëîæåíèå ñåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ëó÷àìè Ñòîêñà

- ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, òàêèõ ÷òî

Im
(
(λ(i)a − λ(j)a )(z − za)n

)
= 0 (3.13)

ãäå λ
(i)
a -ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Ñîâîêóïíîñòü ïîëîæåíèé ïîëþñîâ za è ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé λ
(i)
a ìû áóäåì íàçûâàòü ãåîìåòðè÷åñêèìè äàííûìè çàäà÷è. Ñîâîêóïíîñòü

ìàòðèö ìîíîäðîìèè äëÿ âñåõ ôóêñîâûõ îñîáåííîñòåé è âñåõ íåçàâèñèìûõ ìíîæèòåëåé

Ñòîêñà äëÿ íåôóêñîâûõ îñîáåííîñòåé ìû áóäåì íàçûâàòü äàííûìè ìîíîäðîìèè. Ãåîìåò-

ðè÷åñêèå äàííûå è äàííûå ìîíîäðîìèè îïðåäåëÿþò ãðóïïó ìîíîäðîìèè ðåøåíèÿ (3.4).



Ãëàâà 4

Âûâîä óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI ïðè

ïîìîùè ãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèè

Ðåçóëüòàò âûøåïðèâåäåííûõ âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû

ãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèè. Ðàññìîòðèì ðåäóöèðîâàííóþ ðàöèîíàëüíóþ ìîäåëü (2.16). Àâ-

òîíîìíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêîé ñèñòåìû èìåþò âèä

∂tqL(z) = [Mq(z), L(z)] (4.1)

ñ M -îïåðàòîðîì (2.26). Ýòè óðàâíåíèÿ ïîðîæäàþòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Hq. Ãàìèëüòîíèàí

Ïåíëåâå îòëè÷àåòñÿ ìíîæèòåëåì 1
q
. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå íóëåâîé êðèâèçíû ïè-

øåòñÿ ïî "òðèãîíîìåòðè÷åñêèì"ïàðàìåòðàì

[z∂z − L(z), q∂q −Mq] = 0 (4.2)

Îíî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé

∂qA
1 =

1

q − 1
[Aq, A1]− 1

q
[Āq, A1] (4.3)

∂qA
q = −1

q
[Y,Aq] +

1

q(q − 1)
[A1, Aq]− 1

q
[Āq, Aq] (4.4)

Óðàâíåíèÿ (4.3),(4.4) îòëè÷àþòñÿ îò (A.7),(A.7). Îäíàêî èõ äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû

ñîâïàäàþò â ñèëó äèàãîíàëüíîñòè Āq. Ýòîãî äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû êî-

íå÷íîå óðàâíåíèå íà u áûëî óðàâíåíèåì Ïåíëåâå. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèÿ (2.90),(2.91)

ïîçâîëÿþò âûðàçèòü u è p ÷åðåç A1
11−A1

22, A
q
11−A

q
22. À óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìè-

êó ýòèõ âåëè÷èí, èìåþò îäèíàêîâûé âèä. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîäòâåðæäàåò ýòîò âûâîä.

23
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Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ ïåðåìåííûõ u, p è ãàìèëüòîíèàíà HPV I .

du

dq
=
∂u

∂q
+
∂HPV I

∂p
(4.5)

dp

dq
=
∂p

∂q
− ∂HPV I

∂u
(4.6)

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå u è p ïî q âûðàæàþòñÿ ÷åðåç u è p:

∂u

∂q
=
u(u− 1)

q(q − 1)
(4.7)

∂p

∂q
= −y1 − y2 − 2p+ 4up

2q(q − 1)
(4.8)

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ïîçâîëÿþò íàì âûðàçèòü p ÷åðåç u, u̇, q.

2pu(u− 1)(u− q) = q(q − 1)u̇− u(u− 1) (4.9)

Òàêèì îáðàçîì ìû ñâîäèì äèíàìèêó ñèñòåìû ê îäíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà íà u.

Ýòî óðàâíåíèå Ïåíëåâå VI.

ü =
1

2

(
1

u
+

1

u− 1
+

1

u− q

)
u̇2 −

(
1

q
+

1

q − 1
+

1

u− q

)
u̇+

+
u(u− 1)(u− q)

2q2(q − 1)2

(
1 + (y1 − y2)(y1 − y2 − 2)− (K2

0 − 4y1y2)q

u2
+
K2

1(q − 1)

(u− 1)2
+

(1−K2
q )q(q − 1)

(u− q)2

)
(4.10)



Ãëàâà 5

Ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü

íåàâòîíîìíûõ ìîäåëåé

5.1 Îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äóàëüíûõ íåàâòíîì-

íûõ ìîäåëåé

Ïóñòü L(z) - îïåðàòîð Ëàêñà àâòîíîìíîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû, L̃(y) - îïåðàòîð Ëàêñà

ñïåêòðàëüíî äóàëüíîé ìîäåëè. Íåàâòîíîìíîå îáîáùåíèå îñíîâàíî íà óðàâíåíèè íóëåâîé

êðèâèçíû

∂qL(z)− ∂zM(z) = [M(z), L(z)] (5.1)

×òîáû ïîñòðîèòü äóàëüíîå, ìû äîëæíû âçÿòü

∂qL̃(y)− ∂yM̃(y) = [M̃(y), L̃(y)] (5.2)

ñ íåêîòîðûì M̃ êîòîðûé äàñò ñîâïàäàþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñîâïàäàþùèõ ïåðå-

ìåííûõ(âûðàæàåìûõ ÷åðåç äóàëüíûå). Ýòà ïðîñòàÿ íà ïåðâûé âçãëÿä êîíñòðóêöèÿ ïîçâî-

ëÿåò ñòðîèòü äîâîëüíî øèðîêèé íàáîð óðàâíåíèé èçîìîíîäðîìíîé äåôîðìàöèè.

25
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5.2 Îáçîð íåàâòîíîìíûõ ìîäåëåé ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìîé

Ãîäåíà

Íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íåàâòîíîìíûõ ìîäåëåé âîçíèêàåò êàê îáîáùåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ìî-

äåëè Ãîäåíà è åå ðåäóêöèé. Ïåðâàÿ - ýòî ñèñòåìà Øëåçèíãåðà

L(z) =
A0

z
+

A1

z − 1
+

Aq

z − q
(5.3)

ñ ëèíåéíîé ñêîáêîé Ïóàññîíà è M -îïåðàòîðîì

M(z) = − Aq

z − q
(5.4)

Ñëåäóþùàÿ - ýòî íåàâòîíîìíàÿ âåðñèÿ ðåäóöèðîâàííîé ðàöèîíàëüíîé ìîäåëè, ðàññìîò-

ðåííîé â ðàçäåëàõ 2.3-2.4

L(z) = −Y +
A1

z − 1
+

qAq

z − q
(5.5)

M(z) = − Aq

z − q
− Āq (5.6)

è íàêîíåö òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü, èìåþùàÿ òå æå L(z),M(z) ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ ìî-

äåëü, íî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé óðàâíåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû

q∂qL(z)− z∂zM(z) = [M(z), L(z)] (5.7)

5.3 Íåàâòîíîìíàÿ AHH: ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [7] Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïå-

ðàòîð Ëàêñà

N (λ) = Y − N1

λ
− N2

λ− 1
(5.8)

Ïðè÷åì

TrNi = µi (5.9)

detNi = 0 (5.10)

Âû÷åòû äîïóñêàþò ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ (ïîñëå ðåäóêöèè ïî äèàãîíàëüíîé ïîä-

ãðóïïå GL(2)):

Ni = GT
i Fi (5.11)



5.3. Íåàâòîíîìíàÿ AHH: ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V 27

ãäå

F =
1√
2

(
x1 y1 − µ1

x1

x2 yy − µ2
x2

)
, G =

1√
2

(
y1 + µ1

x1
−x1

y2 + µ2
x2
−x2

)
(5.12)

Ïåðåìåííûå xi ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè ê yi. Ê íåìó ìîæíî ïîñòðîèòü ñïåê-

òðàëüíî äóàëüíûé,

M(z) = −A+
M1

z − t
+

M2

z + t
(5.13)

c âû÷åòàìè

Mi = F i(Gi)T (5.14)

Íàñ èíòåðåñóåò äèíàìèêà, ïîðîæäåííàÿ ãàìèëüòîíèàíîì K1 −K2, ãäå

Ki =
1

2
Resz=tTr(M(z))2 (5.15)

Ñîîòâåòñòâóþùèé M -îïåðàòîð ðàâåí (äëÿ N

MN = λ(E1 − E2) +
1

t
(N1 −N2) (5.16)

ÄëÿM òà æå äèíàìèêà çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàêñà ñ M -îïåðàòîðîì

MM =
M1

z − t
− M2

z + t
+

(
1
2t

(
µ1x22
x21
− µ2) 0

0 1
2t

(
µ2x21
x22−µ1

)

)
(5.17)

Ïîñëåäíÿÿ íåòðèâèàëüíàÿ äîáàâêà ïîÿâëÿåòñÿ êàê àðòåôàêò ðåäóêöèè, àíàëîãè÷íî ÷ëåíó

Āq â ðàçäåëå 2. Åñëè ìû ïåðåéäåì ê óðàâíåíèÿì íóëåâîé êðèâèçíû

[∂λ −N (λ), ∂t −MN(λ)] = 0 (5.18)

è

[∂z −M(z), ∂t −MM(z)] = 0 (5.19)

òî çàäàâàåìàÿ èìè äèíàìèêà ïåðåìåííûõ xi, yi îñòàåòñÿ îäèíàêîâîé. Åñëè ïåðåïèñàòü ýòî

óðàâíåíèå â ïåðåìåííûõ u, p àíàëîãè÷íûõ òåì, ÷òî ââåäåíû â ðàçäåëå 2.7, ìû ïîëó÷èì

îäíó èç ôîðì óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V.
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5.4 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñïåêòðàëüíîé äóàëüíîñòè íåàâ-

òîíîìíîé ðåäóöèðîâàííîé ðàöèîíàëüíîé ìîäåëè

5.4.1 Ðàöèîíàëüíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ðåäóöèðîâàííóþ ðàöèîíàëüíóþ ìîäåëü Ãîäåíà. Ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü (àâ-

òîíîìíîé ìîäåëè) ìåíÿåò ìåñòàìè ïîëîæåíèÿ ïîëþñîâ (zi) è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîýô-

ôèöèåíòà ïðè ÷ëåíå ñ âåäóùåé ñèíãóëÿðíîñòüþ (yi) Íàñ èíòåðåñóåò ãðóïïà ìîíîäðîìèè

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂zΨ(z) = L(z)Ψ(z) (5.20)

Äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ðàöèîíàëüíîé ìîäåëè áåñêîíå÷íîñòü - ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü λ = 1
z
� ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

−λ2∂λΨ(
1

λ
) = L(

1

λ
)Ψ(

1

λ
) (5.21)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå èìååò 2 ðåãóëÿðíûå îñîáûå òî÷êè (ïðîñòûå ïîëþñà) è îäíó

èððåãóëÿðíóþ îñîáóþ òî÷êó. Äàííûå ìîíîäðîìèè ñîäåðæàò ïî îäíîé ìàòðèöå ìîíîäðî-

ìèè äëÿ ïðîñòûõ ïîëþñîâ è äâå ìàòðèöû Ñòîêñà äëÿ íåôóêñîâîé îñîáåííîñòè. Îíè ïà-

ðàìåòðèçóþòñÿ ÷åòûðüìÿ ãàìèëüòîíèàíàìè ðàçäåëà 2.6. Îíè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè,

ïîñêîëüêó è ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

M1Mq = S1S2 (5.22)

äàþò ìàòðèöó ìîíîäðîìèè ïðè îáõîäå ïî êîíòóðó, ñîäåðæàùåìó òîëüêî áåñêîíå÷íîñòü.

5.4.2 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé ýêâèâàëåíòåí ðàöèîíàëüíîé ìîäåëè áåç íåôóêñîâûõ îñîáåí-

íîñòåé. Èìååì

z∂zΨ(z) = L(z)Ψ(z) (5.23)

Íîëü è áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïîëþñàìè â ýòîì ñëó÷àå, ÿâëåíèÿ Ñòîêñà íåò. Â

ýòîì ñëó÷àå òàêæå äîëæíî áûòü 4 ãàìèëüòîíèàíà (ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîíîäðîìèÿì âîêðóã

ïîëþñîâ) ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì (ñóììà âû÷åòîâ ðàâíà íóëþ). Ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü

àâòîíîìíîé ìîäåëè íå äåëàåò íè÷åãî çàìå÷àòåëüíîãî â ýòîì ñëó÷àå: ïîëîæåíèÿ ïîëþñîâ

ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îäíîãî èç âû÷åòîâ, íè÷åì âîîáùå ãîâîðÿ
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íå âûäåëåííîãî.

5.5 Ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü íåàâòîíîìíîé ðåäóöèðî-

âàííîé ìîäåëè Ãîäåíà

Ñèñòåìà Ãîäåíà

Ââåäåì ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå:

u :=
qA1

12 + qAq12
A1

12 + qAq12
(5.24)

φ := A1
12 (5.25)

∆1 := A1
11 − A1

22 (5.26)

∆q := qAq11 − qA
q
22 (5.27)

p = −∆y +
∆1

u− 1
+

∆q

u− q
(5.28)

Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèøóòñÿ êàê

φ̇ = −φ
(

∆q +
u− q
1− q

(p+ ∆y)

)
(5.29)

∆̇1 =
(u− 1)(u− q)

2

(
K2

1 −∆2
1

(u− 1)2
−
K2
q −∆2

q

(u− q)2

)
(5.30)

−φ̇u− q
u− 1

= φ
u̇

u− 1
−φ u̇

u− 1

u− q
u− 1

+
φ

1− q
(u−q)(p+∆y)+φ

u− q
u− 1

∆q+φ
u− q
u− 1

∆y−
φ

u− 1
(5.31)

∆̇1 + ∆̇q = 0 (5.32)

Ïîäñòàíîâêà (5.29) â óðàâíåíèå (5.31) ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü φ. Ïîñëå óïðîùåíèÿ ìû ïî-

ëó÷àåì

u̇ =
u− 1

q − 1
(p(u− q) + 1) (5.33)

5.5.1 Ñïèíîâàÿ öåïî÷êà

Àíàëîãè÷íóþ ïðîãðàììó ìû ìîæåì âûïîëíèòü ñî ñòîðîíû ñïèíîâîé öåïî÷êè. Ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ

ψ := (V B1)12 (5.34)

ū :=
y1(V B

2)12 + y2(V B
1)12

(V B1)12 + (V B2)12
(5.35)
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∆1 := (V B1)11 − (V B1)22 (5.36)

∆2 := (V B2)11 − (V B2)22 (5.37)

p̄ := 1− q +
∆1

ū+ y1
+

∆2

ū+ y2
(5.38)

Òîãäà ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ψ̇ = −ψ
(
y2 + (ū+ y2)(

p̄

1− q
− 1)

)
(5.39)

∆̇1 = −(ū+ y1)(ū+ y2)

2

(
(H1)2 − (∆1)2

(ū+ y1)2
− (H2)2 − (∆2)2

(ū+ y2)2

)
(5.40)

Èñêëþ÷àÿ ψ ïðèõîäèì ê

˙̄u = (ū+ y1)(ū+ y2) + (
p̄

q − 1
+ 1)

ū+ y1
∆y

(1− (ū+ y1)(ū+ y2)) (5.41)

5.5.2 Óðàâíåíèå íà u

Èç óðàâíåíèé (5.30),(5.33) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îäíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî

ïîðÿäêà íà u. Ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé èìååì

ü = − u̇
2

2
(q + 1)(

1

u− q
+

1

u− 1
)

− u̇
(

(
1

u− q
+

1

q − 1
)(2 +H1 +H2)− (

1

u− q
+

1

u− 1
)(∆y −

1

u− q
)(u− q)(u− 1) +H1 −H2

)
− 1

2
(u− q)(u− 1)

(
−(u− q)(u− 1)

q − 1
(

1

u− q
+

1

u− 1
)(∆y −

1

u− q
) +

K2
1

(u− 1)2
+

K2
q

(u− q)2

)
+ (H1 −H2 + 1)(

1

u− q
+

1

q − 1
)

(5.42)

Ýòî óðàâíåíèå íå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ïåíëåâå VI:

ü =
u̇2

2
(
1

u
+

1

u− 1
+

1

u− q
)− u̇(

1

q
+

1

q − 1
+

1

u− q
)

+
u(u− 1)(u− q)
q2(q − 1)2

(α +
β

u2
+

γ

(u− 1)2
+

δ

(u− q)2
)

(5.43)
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5.5.3 Äóàëüíîñòü

Ñîïîñòàâèì äèàãîíàëüíûå ÷àñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Èìååì

∆1 + ∆q = H1 −H2 (5.44)

∆1 + ∆2 = K1 −Kq (5.45)

∆1 −∆q = ∆1 −∆2 (5.46)

Òàêèì îáðàçîì âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ∆1 è êîíñòàíòû:

∆1 = ∆1 +
K1 −Kq −H1 +H2

2
(5.47)

Ñëåäîâàòåëüíî

∆̇1 = ∆̇1 (5.48)

Ñîïîñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ (5.30),(5.40) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ààëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå:

(ū+ y1)(ū+ y2)
(
(u− q)2(K2

1 −∆2
1)− (u− 1)2(K2

q −∆2
q)
)

=

= (u− 1)(u− q)
(
((H2)2 − (∆2)2)(ū+ y1)

2 − ((H1)2 − (∆1)2(ū+ y2)
2
) (5.49)

Ïðîâåðèì ïîëíîòó îïèñàíèÿ íàøåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ðåøåíèåì u(q). Ïóñòü äàíû

u(q) è çíà÷åíèÿ êîíñòàíò K1,Kq,H
1,H2,y1,y2. Òîãäà ìû íåìåäëåííî âîññòàíàâëèâàåì p(q)

ïîëüçóÿñü óðàâíåíèåì (5.33). Çàòåì èñïîëüçóÿ (5.44) è îïðåäåëåíèå p(q) ìû íàõîäèì ∆1,

∆q. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (5.29) ìû íàõîäèì φ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû èíòåãðèðîâà-

íèÿ. Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñïèíîâîé öåïî÷êå. Äèàãîíàëüíûå ïåðåìåííûå ∆1 è ∆2 âû÷èñëåíû

âûøå. Óðàâíåíèå (5.49) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ū. Âñå ïðî÷èå ïå-

ðåìåííûå âõîäÿùèå â óðàâíåíèå èçâåñòíû. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ åñòü äâà âàðèàíòà

âûáîðà ū: LXXX12 (ū) = 0 èëè LXXX21 (ū) = 0. Î÷åâèäíî óðàâíåíèÿ (5.40) è (5.41) áûëè áû

òåìè æå, åñëè áû ìû âçÿëè îïðåäåëåíèå LXXX21 (ū) = 0. Çíàÿ ū ìû âîññòàíàâëèâàåì p̄ è ψ.

Ñëåäîâàòåëüíî íåàâòíîíîìíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü ýêâèâàëåíòíà íåàâ-

òîíîìíîé äèíàìèêå ñïèíîâîé öåïîñêè ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ Z2 ñèììåòðèè êîòîðàÿ

äåéñòâóåò íà L èè LXXX òðàíñïîçèöèåé.
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Ãëàâà 6

Ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü íåàâòîíîìíîé

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè (óðàâíåíèÿ

Ïåíëåâå VI): ïðîáëåìû

Ãàìèëüòîíèàí Ïåíëåâå îòëè÷àåòñÿ îò ãàìèëüòîíèàíà Hq ìíîæèòåëåì
1
q
. Äëÿ ñèñòåìû Ãî-

äåíà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äîëæíî áûòü òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèì (ñì. ðàçäåë 4). Ðåöåïò ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà íå ðàáîòàåò äëÿ òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîïðîáóåì íàïèñàòü äóàëüíîå

q∂qL
XXX(y)− f(y)∂yM(y) = [M,LXXX ] (6.1)

q∂qL
XXX = qV̇ +

∑
i

qV̇ Bi + V qḂi

y + yi
(6.2)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîëæíû èìåòü âèä

q∂qB
i = [..., ...] (6.3)

ïîñêîëüêó Bi ïðåäïîëàãàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò q ÿâíûì îáðàçîì. (Ïîñêîëüêó ñïðàâåä-

ëèâî Bi
aa = Aaii, à ïåðåìåííûå A

a
ii íå çàâèñÿò ÿâíî îò q â âûâîäå óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI).

Òàêèì îáðàçîì ÷ëåíû ñ V̇ äîëæíû ñîêðàòèòüñÿ. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(y)∂yM(y) äîëæíî

èìåòü ïðîñòûå ïîëþñà, ÷òî äåëàåò M ôóíêöèåé log(y + yi). Òàêîé M -îïåðàòîð íå ðàç-

ðåøåí àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Äðóãèì óêàçàíèåì íà ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå

ÿñíîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè. Èñõîäíàÿ íåðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü èìååò 4 ïîëþ-

ñà. Ðàöèîíàëüíàÿ ìîäåëü äåëèò èõ íà 2 è 2. Äâà ïîëþñà îòïðàâëÿþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü,

êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì áåñêîíå÷íîñòü ïðèîáðåòàåò
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34Ãëàâà 6. Ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü íåàâòîíîìíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè (óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI): ïðîáëåìû

"âíóòðåííþþ"ñòåïåíü ñâîáîäû, êîòîðàÿ îòäåëÿåòñÿ îò äèíàìèêè Ãîäåíà è âëèÿåò íà äè-

íàìèêó ñïèíîâîé öåïî÷êè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå çàïèñàííîå

â ðàöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ïî-ïðåæíåìó èìååò 4 ïîëþñà. Äóàëüíóþ äèíàìèêó ñïðÿòàòü

íåãäå. Ïîëþñà ðàçäåëÿþòñÿ êàê 3 è 1, ñëåäîâàòåëüíî òîëüêî òðèâèàëüíàÿ äèíàìèêà âû-

ãëÿäèò âîçìîæíîé íà äóàëüíîé ñòîðîíå.



Ãëàâà 7

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîé äóàëüíîñòè â ðÿäå ñëó÷àåì ìîæåò

áûòü ðàñïðîñòðàíåíî è íà íåàâòîíîìíûå îáîáùåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåãðèðóåìûõ ñè-

ñòåì. Ïîäðîáíî èññëåäîâàíà äèíàìèêà ñèñòåìû "ðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü Ãîäåíà - ñïèíî-

âàÿ öåïî÷êà"â ïðîñòåéøåì èíòåðåñíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI. Ïîëó÷åíû âûðà-

æåíèÿ äëÿ M -îïåðàòîðîâ, à òàêæå èíòåðåñíàÿ íîâàÿ êâàçè R-ìàòðè÷íàÿ ñòðóêòóðà äëÿ

ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè. ßâíî ïðîâåäåíà ãàìèëüòîíîâà ðåäóêöèÿ ñèñòåìû Øëåçèíãåðà äî

óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI. Èññëåäîâàíà ñâÿçü àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðû îïåðàòîðà Ëàêñà ñ

ãàìèëüòîíèàíîì, ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé è ÿâíîé çàâèñèìîñòüþ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåí-

íûõ îò âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè

Ãîäåíà, ñîîòâåòñòâóþùåé óðàâíåíèþ Ïåíëåâå VI, èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó. Äàíà

ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñïåêòðàëüíîé äóàëüíîñòè â òåðìèíàõ äàííûõ ìîíîäðîìèè

âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷è. Êëþ÷åâàÿ çàäà÷à - ñïåêòðàëüíî äóàëüíàÿ ôîðìóëè-

ðîâêà óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI - ïîêà íå ðåøåíà. Íåâîçìîæíîñòü òàêîé ôîðìóëèðîâêè ïîêà

íå äîêàçàíà, íàïðîòèâ, íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ àíàëîãîâ ïîçâîëÿþò íà-

äåÿòüñÿ íà òî, ÷òî ñïåêòðàëüíî äóàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ñóùåñòâóåò. Îíà, ïî âñåé âèäèìî-

ñòè, âêëþ÷àåò íåêîòîðóþ, áîëåå ñëîæíóþ ÷åì â àâòîíîìíîì ñëó÷àå, çàìåíó ïåðåìåííûõ.

Çàòî ïîëó÷åíî íåêîòîðîå íîâîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íåàâòîíîìíîé äèíàìèêå ñ ãà-

ìèëüòîíèàíîì Hq, ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿþùååñÿ óðàâíåíèåì èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé

è èìåþùåå äóàëüíóþ ôîðìóëèðîâêó.

35



36 Ãëàâà 7. Çàêëþ÷åíèå



Ïðèëîæåíèå A

Êàíîíè÷åñêèé âûâîä óðàâíåíèÿ

Ïåíëåâå VI èç ñèñòåìû Øëåçèíãåðà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå íóëåâîé êðèâèçíû (ZC)

[∂z − L(z), ∂q −Mq(z)] = 0 (A.1)

Ðàñêðûâàÿ êîììóòàòîð, ïîëó÷àåì

∂qL(z)− ∂zMq(z) = [Mq(z), L(z)] (A.2)

A.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Ïîäñòàíîâêà (2.5) â óðàâíåíèå (A.1) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ

∂qA
0 =

1

q
[Aq, A0] (A.3)

∂qA
1 =

1

q − 1
[Aq, A1] (A.4)

∂qA
q =

1

q
[A0, Aq] +

1

q − 1
[A1, Aq] (A.5)

Îòñþäà ïîëó÷àåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåëè÷èíû

A0 + A1 + Aq = −Y (A.6)

Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé Y ìû âñåãäà ìîæåì äèàãîíàëèçîâàòü åå êàëèáðîâî÷íûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì. Ïåðåïèøåì A0 êàê A0 = −A1−Aq−Y . Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò
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38 Ïðèëîæåíèå A. Êàíîíè÷åñêèé âûâîä óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI èç ñèñòåìû Øëåçèíãåðà

âèä

∂qA
q = −1

q
[Y,Aq] +

1

q(q − 1)
[A1, Aq] (A.7)

Ìû ïîëàãàåì ìàòðèöû A0,A1,Aq áåññëåäîâûìè. Èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ±θ0,±θ1,±θq è
Y = diag(θ∞,−θ∞)

A.2 Ðàçäåëåííûå ïåðåìåííûå

Ââåäåì ïåðåìåííûå u, p òàêèå ÷òî L12(u) = 0 è L11(u) = p. Îïðåäåëèì A1
12 = φ. Ïåðåìåííàÿ

A1
11 áóäåò äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíà êàê ψ, õîòÿ îíà íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

A1
11 = ψ (A.8)

A1
12 = φ (A.9)

A1
22 = −ψ (A.10)

A1
21 =

θ21 − ψ2

φ
(A.11)

Aq12 = −φ
q

u− q
u− 1

(A.12)

Aq11 = (up+ θ∞ −
ψ

u− 1
)
u− q
q

(A.13)

Aq22 = −(up+ θ∞ −
ψ

u− 1
)
u− q
q

(A.14)

Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ

u̇ =
u− 1

q(1− q)
((2pu+ 4θ∞)(u− q)− u) (A.15)

φ̇ = 2φ
u− q
q(1− q)

(up+ θ∞) (A.16)

Âûðàæàÿ p ÷åðåç u è u̇ è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â óðàâíåíèå äëÿ ψ̇ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå

ü =
1

2

(
1

u
+

1

u− 1
+

1

u− q

)
u̇2 −

(
1

q
+

1

q − 1
+

1

u− q

)
u̇+

+
u(u− 1)(u− q)

2q2(q − 1)2

(
1 + 4θ∞(θ∞ − 1)− 4θ20q

u2
+

4θ21(q − 1)

(u− 1)2
+

(1− 4θ2q)q(q − 1)

(u− q)2

) (A.17)



Ïðèëîæåíèå B

Ïðèìåðû íåàâòîíîìíûõ îáîáùåíèé

ñïèíîâîé öåïî÷êè äëÿ ðàçëè÷íûõ

àíàëèòè÷åñêèõ ñòðóêòóð îïåðàòîðà

Ëàêñà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîäðîáíî ðàçáåðåì äâà ïðèìåðà íåàâòîíîìíûõ îáîáùåíèé ñïèíîâîé

öåïî÷êè (GL(2), 2 óçëà) ñ ðàçëè÷íûì âûáîðîì àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

B.1 Ñëó÷àé ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà Ëàêñà

Let

L = V (y + y1)(y + y2) + V B1(y + y2) + V B2(y + y1) (B.1)

L = y2V + y((y1 + y2)V + V B1 + V B2) + y1y2V + y2V B
1 + y1V B

2 (B.2)

Ìû áóäåì èñêàòü M -îïåðàòîð â âèäå

M =
y3

3
E2 + y2M2 + yM1 +M0 (B.3)

Òàêèì îáðàçîì, [M,L] äîëæíû áûòü ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà 1 ïî y.M2,M1,M0 îïðåäåëÿþòñÿ

èç óðàâíåíèé
1

3
[E2, V B

1 + V B2] + [M2, V ] = 0 (B.4)

1

3
[E2, y2V B

1 + y1V B
2] + [M2, (y1 + y2)V + V B1 + V B2] + [M1, V ] = 0 (B.5)
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[M2, y1y2V + y2V B
1 + y1V B

2] + [M1, (y1 + y2)V + V B1 + V B2] + [M0, V ] = 0 (B.6)

êîòîðûå âîçíèêàþò êàê òðåáîâàíèå ñîâïàäåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Èìååì

M2 =
1

3

V B1 + V B2

q − 1
+ γ2V (B.7)

M1 =
y2V B

1 + y1V B
2

3(q − 1)
+ (γ2 −

y1 + y2
3(q − 1)

)(V B1 + V B2) + γ1V (B.8)

M0 = (γ1−
y1y2

3(q − 1)
−(y1+y2)(γ2−

y1 + y2
3(q − 1)

)(V B1+V B2)+(γ2−
y1 + y2
3(q − 1)

)(y2V B
1+y1V B

2)+γ0V

(B.9)

ãäå γ2, γ1, γ0 - ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå êîíñòàíòû (êîíñòàíòû ïî y). Èõ âûáîð îïðåäåëÿ-

åòñÿ âûáîðîì Ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû è ãàìèëüòîíèàíà.

B.1.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî y èìååì ïåðâîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

∂q(V B
1+V B2)+(y1+y2)E2−

2

3

V B1 + V B2

q − 1
−γ2V−α2I = [M1, y1y2V+y2V B

1+y1V B
2]+[M0, (y1+y2)V+V B1+V B2]

(B.10)

Ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîëæíû èìåòü âèä �ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà êîì-

ìóòàòîðó�, ïîýòîìó òðåáóåì

γ2 =
y1 + y2
q − 1

(B.11)

α2 = −y1 + y2
q − 1

(B.12)

Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

LHS =
1

f(q)
∂q(f(q)(V B1 + V B2)) (B.13)

f ′

f
= − 2

3(q − 1)
(B.14)

f = (q − 1)−
2
3 (B.15)

Â ïðàâîé ÷àñòè èìååì

(
y1y2

3(q − 1)
− γ1)[y2V B1 + y1V B

2, V ] + ((γ1− γ2 +
y1 + y2 − y1y2

3(q − 1)
)(y1 + y2)− γ0)[V B1 + V B2, V ]

(B.16)
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòîÿííîé ïî y ÷àñòè. Â ëåâîé ÷àñòè èìååì

y1y2E2 + ∂q(y2V B
1 + y1V B

2)− y2V B
1 + y1V B

2

3(q − 1)
− (γ2 −

y1 + y2
3(q − 1)

)(V B1 + V B2)− γ1V − α1I

(B.17)

Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ñëåäîâ ïðèâîäèò ê

γ1 =
y1y2
q − 1

(B.18)

α1 = − y1y2
q − 1

(B.19)

Ìû õîòèì ïðèâåñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ê âèäó ∂q(...) = [...]. Ïåðâîå (ïîðÿäêà 1) óðàâ-

íåíèå óæå çàïèñàíî â òàêîì âèäå, â îòëè÷èå îò âòîðîãî. Ìû äîëæíû íàéòè ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ äâóõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ èìåëà áû òàêîé âèä. Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

ïåðâîå, óìíîæåííîå íà íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò α, êîòîðûé áóäåò îïðåäåëåí íèæå.

∂q
(
(y2 − α)V B1 + (y1 − α)V B2

)
−y2V B

1 + y1V B
2

3(q − 1)
− 2

3(q − 1)
(V B1+V B2)(y1+y2−α) (B.20)

Òîãäà ïîëó÷àåì
y2 − α

y2 + 2(y1 + y2 − α)
=

y1 − α
y1 + 2(y1 + y2 − α)

(B.21)

α = 2(y1 + y2) è â ðåçóëüòàòå èìååì

−(q−1)
1
3∂q{(q−1)−

1
3 ((y2+2y1)V B

1+(y1+2y2)V B
2)}+2(y1+y2)(q−1)

2
3∂q{(q−1)−

2
3 (V B1+V B2)}

(B.22)

Çàïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü

2y1y2(y1y2 − (y1 + y2)
2)

3(q − 1)
[V B1 + V B2, V ] + (

2y1y2(y1 + y2)

3(q − 1)
− γ0)[y2V B1 + y1V B

2, V ]+

2

3(q − 1)
(y1y2 − (y1 + y2)

2)[V B1 + V B2, y2V B
1 + y1V B

2]

(B.23)

×òîáû ïîëó÷èòü Ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó ñïèíîâîé öåïî÷êè ìû äîëæíû ïîëîæèòü

γ0 = −2(y1 + y2)

3(q − 1)
(y21 + y22) (B.24)
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Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîðîæäàþòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H = −2

3
((y1 + y2)

2 − y1y2)Hq (B.25)

ãäå Hq - ãàìèëüòîíèàí äëÿ îïåðàòîðà Ëàêñà ñ äâóìÿ ïîëþñàìè (ñì. ðàçäåä 2). Ïåðåìåí-

íûìè áåç ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò q ÿâëÿþòñÿ

W1 = (q − 1)−
2
3 (V B1 + V B2) (B.26)

è

W0 = (q − 1)−
1
3 ((y2 + 2y1)V B

1 + (y1 + 2y2)V B
2) (B.27)

B.2 Îïåðàòîð Ëàêñà ñ îäíèì ïîëþñîì

L(y) = (y + y1)V + V B1 + V B2 +
y1 − y2
y + y2

V B2 (B.28)

M =
y2

2
E2 + yM1 +M0 (B.29)

[M,L] =
y2

2
[E2, V B

1 + V B2] + y2[M1, V ] + y[M1, V B
1 + V B2] +

y

2
(y1 − y2)[E2, V B

2] + y[M0, V ]+

yy1[M1, V ] + y1[M0, V ] + [M0, V B
1 + V B2]− y2

2
(y1 − y2)[E2, V B

2] + (y1 − y2)[M1, V B
2]+

y22
2

(y1 − y2)
[E2, V B

2]

y + y2
− y2(y1 − y2)

[M1, V B
2]

y + y2
+ (y1 − y2)

[M0, V B
2]

y + y2
(B.30)

[E2,
V B1 + V B2

2
−M1(q − 1)] = 0 (B.31)

M1 =
V B1 + V B2

2(q − 1)
+ γ1V + α1I (B.32)

[V, γ1(V B
1 + V B2)]− y1

2(q − 1)
[V, V B1 + V B2] +

y1 − y2
2(q − 1)

[V, V B2]− [V,M0] = 0 (B.33)

M0 = (V B1 + V B2)(γ1 −
y1

2(q − 1)
) + V B2 y1 − y2

2(q − 1)
+ γ0V (B.34)
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B.2.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äàþòñÿ ïîñòîÿííîé ÷àñòüþ è âû÷åòîì óðàâíåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû.

∂q(V B
1+V B2)+y1E2−γ1V−α1I = y1[M0, V ]+[M0, V B

1+V B2]−y2(y1 − y2)
2(q − 1)

[V, V B2]+(y1−y2)[M1, V B
2]

(B.35)

Ðàññìîòðåíèå ëåâîé ÷àñòè ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì

γ1 =
y1

q − 1
(B.36)

α1 = − y1
q − 1

(B.37)

(q−1)
1
2∂q((q−1)−

1
2 (V B1+V B2)) = (

y21
2(q − 1)

+γ0)[V B
1+V B2, V ]+(

(y1 − y2)2

2(q − 1)
−γ1(y1−y2))[V B2, V ]

(B.38)

×òîáû ñäåëàòü ∂q(V B
1+V B2) ïðîïîðöèîíàëüíîé [E2, y2V B

1+y1V B
2] (ò.å. ñîõðàíèòü Ïóàñ-

ñîíîâó ñòðóêòóðó) íåîáõîäèìî ïîëîæèòü

γ0 = − y21 + y22
2(q − 1)

(B.39)

Òîãäà óðàâíåíèå â âû÷åòå ïðèíèìàåò âèä

∂q(V B
2) =

y22
2

[V, V B2]

q − 1
− y2[M1, V B

2] + [M0, V B
2] (B.40)

∂q(V B
2) = (

y22
2(q − 1)

− y1y2
q − 1

− y21 + y22
2(q − 1)

)[V, V B2] +
y1 − y2
2(q − 1)

[V B1, V B2] (B.41)

Íî ýòî íå ïðîïîðöèîíàëüíî óðàâíåíèÿì, ïîðîæäàåìûìHq. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà (B.28) íåñîâìåñòèìà ñ äèíàìèêîé ïî q.



44Ïðèëîæåíèå B. Ïðèìåðû íåàâòîíîìíûõ îáîáùåíèé ñïèíîâîé öåïî÷êè äëÿ ðàçëè÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ñòðóêòóð îïåðàòîðà Ëàêñà



Ëèòåðàòóðà

[1] A. Mironov, A. Morozov, B. Runov, Y. Zenkevich, A. Zotov, Spectral Duality between

Heisenberg Chain and Gaudin Model, Lett. Math. Phys (2013) 103:299-329

[2] A. Mironov, A. Morozov, B. Runov, Y. Zenkevich, A. Zotov Spectral dualities in XXZ spin

chains and �ve dimensional gauge theories, JHEP 2013.12(2013):1-11

[3] A. Mironov, A. Morozov, Y. Zenkevich, A. Zotov, Spectral duality in integrable systems

from AGT conjecture, JETP Letters 97.1(2013):45-51

[4] K. Takasaki, Dual Isomonodromic Problems and Whitham Equations, Lett. Math. Phys

43:123-135, 1998

[5] I. Krichever, Isomonodromy equations on algebraic curves, canonical transformations and

Whitham equations, Mosc. Math. Journal 2.4(2002):717-752

[6] A. Gorsky, I. Krichever, A. Marshakov, A. Mironov, A. Morozov,Integrability and Seiberg-

Witten Exact Solution,Phys.Lett.B 355.3(1995):466-474

[7] J. Harnad, Dual Isomonodromic Deformations and Moment Maps to Loop Algebras,

Commun. Math. Phys, 166, 337-365 (1994)

[8] M.R. Adams, J. Harnad, J. Hurtubise, Dual moment map into loop algebras, Lett.Math.

Phys 20(1990):299-308

[9] À.Ð. Èòñ, À.À. Êàïàåâ, Â.Þ. Íîâîêøåíîâ, À.Ñ. Ôîêàñ, Òðàíñöåíäåíòû Ïåíëåâå. Ìå-

òîä çàäà÷è Ðèìàíà, Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, Ìîñêâà, 2005

[10] O. Babelon, D. Bernard and M. Talon, Introduction to Classical Integrable Systems,

Cambridge University Press, 2003

45


