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1 Введение

Данная работа основана на нашей статье [36]. Недавно Дираковские [1, 2, 3,
4, 5, 6] и Вейлевские [7]полуметаллы были открыты экспериментально. Это
открытие оказало вляние на взаимосвязь между физикой твёрдого тела
и физикой высоких энергий, так как эти материалы (подобно 3He-A [8])
могут служить площадкой для экспериментальной проверки различных
эффектов, специфичных для физики высоких энергий [9, 10, 11, 12, 13, 14,
15].

Эффективная низкоэнергетическая теория квазичастиц-фермионов в
Дираковских и Вейлевских полуметаллах обладает индуцированной реля-
тивистской инвариантностью [8, 16]. Эти фермионы заряжены и взаимодей-
ствуют с внешними электромагнитными полями, что позволяет наблюдать
различные эффекты, связанные с киральной аномалией [17, 18, 3, 13].

Киральную аномалию можно рассматривать как эволюцию состояний
на нижнем уровне Ландау. Рождение пар на нулевом уровне доминирует в
случае 𝐸/𝐵 ≪ 1. Швингеровское рождение относится к остальным уров-
ням и даёт поправки в разложении по 𝐸/𝐵. В данной работе рассмотрен
этот эффект и дана оценка его вклада в проводимость1.

Особо отметим, что необходимо различать Vacuum decay rate и частоту
рождения пар [19]. Логарифм вероятности перехода вакуум-вакуум равен
Vacuum decay rate с обратным знаком. Vacuum decay rate как мнимая часть
действия для Дираковских массивных фермионов был вычислен во многих
работах (например [20, 21]). Частота рождения пар в присутствии постоян-
ных электрического и магнитного полей была вычислена в [24] посредством
точного решения уравнения Дирака. В [23] тот же результат был получен в
квазиклассическом приближении. При этом рассматриваемый процесс до
сих пор не наблюдался из-за того, что все известные заряженные частицы
массивны, а постоянная тонкой структуры мала.

Недавно открытые Дираковские полуметаллы предоставляют возмож-
ность наблюдатьШвингеровское рождение экспериментально. Отличитель-
ной особенностью этих материалов является почти что нулевая масса ква-
зичастиц. В случаях нулевой и малой массы вычисления формально отли-
чаются из-за различной структуры собственных состояний гамильтониана
одночастичной задачи. Заметим, что переход к пределу 𝑚 → 0 вызывает
некоторые трудности. Например, в этом пределе выражение для Vacuum
decay rate расходится. Ниже показано, что эта расходимость отражает ки-
ральную аномалию. При этом частота рождения пар остаётся конечной.

Здесь частота рождения пар получена двумя способами — квазикласси-
чески и посредством явного решения уравнения Вейля. В последнем слу-
чае задача о рождении пар сведена к задаче рассеяния. В ходе решения

1Аномальное рождение квазичастиц можно воспринимать как вырожденный случай Швингеровского

рождения, происходящего с единичной вероятностью.
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этой задачи мы сталкиваемся с так называемым парадоксом Клейна. С
той же проблемой столкнулся автор [22] при рассмотрении массивных Ди-
раковских фермионов. Парадокс проявляется в нефизической величине ам-
плитуды отражённой волны. В [24] применяется метод, предложенный в
[22]: предлагается определение падающей и отражённой волн и специаль-
ная неинтуитивная нормировка их амплитуд. В работе [25] предлагается
другой способ, близкий к нашему. В любом случае, конечные выражения
для Vacuum decay rate совпадают с классическим результатом [20]. Тот же
ответ получен в [26] с помощью операторной техники, являющейся разви-
тием канонического формализма для теорий с нестабильным вакуумом (см.
[27] и ссылки там): постулируются коммутационные соотношения для опе-
раторов рождения и уничтожения состояний, стационарных в присутствии
потенциальной ступеньки.

Мы предлагаем свой способ разрешения парадокса Клейна в контек-
сте задачи о рождении пар. Мы считаем, что в постулировании коммута-
ционных соотношений и построении квантовой теории поля во внешнем
электрическом поле нет необходимости. В контексте физики твёрдого тела
эта проблема должна иметь решение на уровне многочастичной квантовой
механики. Мы определяем падающую и отражённую волны, рассматривая
электрические токи, возникающие в ответ на внешнее поле (результат ока-
зывается схожим с [25]). При использовании нашего определения волн в
случае ненулевой массы частота рождения пар получается согласованной
с Швингеровским значением Vacuum decay rate. В безмассовом случае нет
такого способа проверки ответа, так как Vacuum decay rate расходится. В
то же время частота рождения пар конечна и может быть получена из
экспериментов по измерению кинетических коэффициентов.

В частности в [28] предлагается наблюдать аномальное рождение через
вклад в проводимость, который отождествляется с киральным магнитным
(CME) [29] вкладом в проводимость. При таком рассмотрении проводи-
мость оказывается пропорциональной квадрату магнитного поля. Возмож-
ное экспериментальное наблюдение этого вклада описано в [4] (см. обсуж-
дение в [16, 31, 17, 18, 5, 30]). В [4] дано квазиравновесное описание. Однако
в [32] показано, что в релятивистской квантовой теории поля не существу-
ет равновесного кирального магнитного эффекта. Поэтому мы полагаем,
что наблюдаемое увеличение проводимости имеет отличную от CME фи-
зическую основу. Здесь мы предлагаем другое выражение для поправки к
проводимости, основанное на рождении пар, предполагая, что в реальных
материалах киральная аномалия не приводит к появлению (квази) равно-
весного кирального химического потенциала.
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2 Релятивистские фермионы Дираковских

и Вейлевских полуметаллах

Рассмотрим эффективную теорию недавно открытых Дираковских полу-
металлов 𝐶𝑑3𝐴𝑠2 и 𝑁𝑎3𝐵𝑖 с двумя ферми-точками [1, 2, 3]. В окрестности
каждой из двух ферми-точек есть левые или правые Вейлевские фермио-
ны. Действия для правых (около точки +K) имеет вид [33]

𝑆𝑅 =
1

2

∫︁
𝑑4𝑦|e|[Ψ̄𝑖𝑒𝑗𝑏𝜎

𝑏𝒟𝑗Ψ− [𝒟𝑗Ψ̄]𝑖𝑒𝑗𝑏𝜎
𝑏Ψ] (2.1)

где
𝑖𝒟𝜇 = 𝑖𝜕𝜇 + 𝐴𝜇(𝑥) (2.2)

ковариантная производная, отвечающая калибровочной группе 𝑈(1). То
же для левых (около −K)

𝑆𝐿 =
1

2

∫︁
𝑑4𝑦|e|[Ψ̄𝑖𝑒𝑗𝑏𝜎̄

𝑏𝒟𝑗Ψ− [𝒟𝑗Ψ̄]𝑖𝑒𝑗𝑏𝜎̄
𝑏Ψ] (2.3)

𝑖𝒟𝜇 = 𝑖𝜕𝜇 − 𝐴𝜇(𝑥) (2.4)

Всюду 𝜎̄0 = 1, 𝜎̄𝑎 = −𝜎𝑎, 𝑎 = 1, 2, 3. Тетрада при отсутствии упругих
деформаций имеет вид

[𝑒00]
−1 = |e| = 𝑣𝐹 , 𝑒𝑖𝑎 = 𝑓 𝑖𝑎, 𝑒𝑖0 = 0, 𝑒0𝑎 = 0 (2.5)

где 𝑣𝐹 – скорость Ферми, 𝑎, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3, а 𝑓 𝑖𝑎 = 𝑣𝐹𝑓
𝑖
𝑎 имеет смысл анизо-

тропии скорости Ферми, описываемой матрицей 3× 3

𝑓 = diag(𝜈−1/3, 𝜈−1/3, 𝜈2/3) = diag(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) (2.6)

Скорости Ферми по осям 1 и 2 приблизительно равны. Например в 𝐶𝑑3𝐴𝑠2
[2] 𝑣𝐹𝑓1 ∼ 𝑣𝐹𝑓2 ∼ 𝑐/200 в то время как 𝑓3 ∼ 0.1𝑓1. В 𝑁𝑎3𝐵𝑖 [1] 𝑣𝐹𝑓1 ≈
4.17×105𝑚/𝑠, 𝑣𝐹𝑓2 ≈ 3.63×105𝑚/𝑠 ∼ 𝑐/800, а 𝑣𝐹𝑓3 ≈ 1.1×105𝑚/𝑠. Таким

образом 𝑓3 ≈ 0.27𝑓1.

3 Уровни Ландау и соответствующие

волновые функции

Рассмотрим безмассовые заряженые фермионы в постоянном и однородном
магнитном поле 𝐻⃗, направленном вдоль 𝑥3. Уравнение Дирака

𝑖𝜕0Ψ = ℋΨ, ℋ = (𝑣𝐹 𝛼⃗ 𝑓 (−𝑖∇− 𝐴⃗) + 𝐴0) (3.1)
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Выбираем представление 𝛼⃗ и калибровку 𝐴 = (𝐴0, 𝐴⃗)

𝛼⃗ =

(︂
𝜎⃗ 0
0 −𝜎⃗

)︂
, 𝐴⃗ =

⎛⎝ 0
𝐻𝑥1
0

⎞⎠ , 𝐴0 = 0

Для упрощения формул масштабируем координаты и компоненты ка-
либровочного поля следующим образом: 𝑦𝑖 = 𝑣𝐹𝑓𝑖𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, суммиро-

вание по 𝑖 не производится) и 𝐵 = 𝑣2𝐹𝑓1𝑓2𝐻.
Ищем решение в виде

Ψ = 𝑒𝑖(𝑝2𝑦2+𝑝3𝑦3−ℰ𝑦0)
(︂
𝜉(𝑦1)
𝜂(𝑦1)

)︂
(3.2)

В выбранном представлении (3.1) распадается

ℰ𝜉 = 𝜎1(−𝑖𝜉′) + 𝜎2(𝑝2 −𝐵𝑦1)𝜉 + 𝜎3𝑝3𝜉 (3.3)

ℰ𝜂 = −𝜎1(−𝑖𝜂′)− 𝜎2(𝑝2 −𝐵𝑦1)𝜂 − 𝜎3𝑝3𝜂 (3.4)

При замене ℰ → −ℰ уравнение для 𝜉 превращается в уравнение для 𝜂 и
наоборот, поэтому ограничимся рассмотрением уравнения для 𝜉. Для 𝜉1,2
получаем уравнения типа гармонического осциллятора

(ℰ2 − 𝑝23 + 𝜎3𝐵)𝜉 = −𝜉′′ +𝐵2
(︁
𝑦1 −

𝑝2
𝐵

)︁2
𝜉 (3.5)

Решение системы имеет вид 𝜉1 = 𝜓𝑛(𝑦1 − 𝑝2/𝐵), 𝜉2 = 𝑎𝑛𝜓𝑛−1(𝑦1 − 𝑝2/𝐵),

ℰ𝑛𝑝3 = ±
√︀

2𝑛𝐵 + 𝑝23 для 𝑛 ≥ 0. 𝜓𝑛 – волновые функции осциллятора (𝜓−1 =
0, 𝐻𝑛 – полиномы Эрмита)

𝜓𝑛(𝑦) =

(︂
𝐵

𝜋

)︂1/4
1√
2𝑛𝑛!

exp

(︂
−𝐵

2
𝑦2
)︂
𝐻𝑛(𝑦

√
𝐵) (3.6)

При помощи свойств полиномов Эрмита и следующих из них свойств вол-
новых функций

𝐻 ′
𝑛(𝑥) = 2𝑛𝐻𝑛−1(𝑥)

𝐻𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝐻𝑛(𝑥)− 2𝑛𝐻𝑛−1(𝑥)

𝜓′
𝑛 = −𝐵𝑦𝜓𝑛 +

√
2𝑛𝐵𝜓𝑛−1

𝜓′
𝑛−1 = 𝐵𝑦𝜓𝑛−1 −

√
2𝑛𝐵𝜓𝑛

(3.7)

вычисляем 𝑎𝑛 посредством подстановки решения в (3.3). Нормированные
на единицу решения (3.3) имеют вид

𝜉𝑛𝑝3(𝑦1) =
1√︁

1 +
(ℰ𝑛𝑝3−𝑝3)2

2𝑛𝐵

(︃
𝜓𝑛

(︀
𝑦1 − 𝑝2

𝐵

)︀
−𝑖ℰ𝑛𝑝3−𝑝3√

2𝑛𝐵
𝜓𝑛−1

(︀
𝑦1 − 𝑝2

𝐵

)︀)︃

ℰ𝑛𝑝3 = ±
√︁

2𝑛𝐵 + 𝑝23, 𝑛 ≥ 1
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𝜉0𝑝3(𝑦1) =

(︂
𝜓0

(︀
𝑦1 − 𝑝2

𝐵

)︀
0

)︂
, ℰ0𝑝3 = 𝑝3 (3.8)

4 Рождение пар на нулевом уровне

В этом разделе воспроизведено известное (например, [28]) выражение для
частоты рождения пар, относящегося к киральной аномалии.

К системе, рассмотренной в разделе 3, добавляем однородное электри-
ческое поле 𝐸⃗, действующее при 0 < 𝑡 < 𝑇 , направленное вдоль третьей
оси. Проследим за эволюцией состояний (3.1) на нулевом уровне. Выбираем

калибровку (𝐸̃ = 𝑣𝐹𝑓3𝐸)

𝐴⃗ =

⎛⎝ 0
𝐵𝑦1
0

⎞⎠ , 𝐴0 = −𝐸̃𝑦3 (4.1)

𝐻,𝐸 всюду считаются неотрицательными. В противном случае рассмотре-
ние подобно изложенному.

Подробно проследим за эволюцией левых — верхней половины 𝜓 в (3.1).
При 0 < 𝑡 < 𝑇

𝜉(𝑡) =𝑒−𝑖ℋ𝐿𝑡𝜉(0)

= exp

(︂
𝑖𝐸̃𝑡𝑦3 + 𝑖

∫︁ 𝑡

0

(𝑝3 + 𝐸̃𝑡′)𝑑𝑡′ + 𝑖𝑝2𝑦2 + 𝑖𝑝3𝑦3

)︂
𝜉0𝑝3(𝑦1) (4.2)

𝜉(𝑡) не является собственной функцией гамильтониана, но является соб-
ственной функцией оператора импульса с собственным значением 𝑝3 + 𝐸̃𝑡.

После выключения электрического поля 𝑡 ≥ 𝑇 волновые функции ле-
вых и правых частиц являются собственными для гамильтониана.

ℋ
(︂
𝜉
𝜂

)︂
= (𝑝3 + 𝐸̃𝑡)

(︂
𝜉
−𝜂

)︂
(4.3)

Если при 𝑡 = 0 левая частица имела нулевую энергию, то в момент времени
𝑇 она имеет энергию 𝐸̃𝑇 . Таким образом, если при 𝑡 = 0 система находи-
лась в основном состоянии, то при 𝑡 = 𝑇 состояния левых фермионов с
энергией ℰ < 𝐸̃𝑇 оказываются занятыми, а правых с энергией ℰ > −𝐸̃𝑇
— свободными.

Число состояний на уровне Ландау в интервале импульса Δ𝑝3 в объёме
𝑉 есть

𝐵𝑉

4𝜋2
Δ𝑝3

тогда частота рождения пар в единичном объёме на нулевом уровне

𝜌̇0 =
𝑑𝑁

𝑉 𝑑𝑡
=
𝐸𝐻

4𝜋2
(4.4)
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5 Швингеровское рождение во внешнем

магнитном поле

5.1 Квазиклассическое рассмотрение

Пусть теперь электрическое поле существует в сколь угодно большой, но
конечной области пространства 0 < 𝑦3 < 𝐿̃ (0 < 𝑥3 < 𝐿).

Для ненулевых уровней Ландау процесс рождения пар может быть рас-
смотрен как туннелирование. В этом разделе мы в общих чертах следуем
[23].

Выбираем независящую от времени калибровку

𝐴⃗ =

⎛⎝ 0
𝐵𝑦1
0

⎞⎠ , 𝐴0 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 при 𝑦3 ≤ 0

−𝐸̃𝑦3 при 0 < 𝑦3 < 𝐿̃

−𝐸̃𝐿̃ при 𝐿̃ ≤ 𝑦3

(5.1)

Правые частицы в море Дирака (ℰ = ℰ𝑛𝑝3 < 0) на уровнях 𝑛 ≥ 1 двига-
ются вправо 𝑝3 > 0 из бесконечности 𝑦3 < 0. 𝐿 предполагается достаточно
большим, по крайней мере ℰ + 𝐸𝐿 > 0. Уравнение Вейля для правых ча-
стиц имеет вид

(ℰ − 𝐴0)𝜂 = 𝑖𝜎1𝜕1𝜂 − 𝜎2(𝑝2 −𝐵𝑦1)𝜂 + 𝑖𝜎3𝜕3𝜂 (5.2)

Ищем решение в виде

𝜂 =

(︂
𝜓𝑛

(︀
𝑦1 − 𝑝2

𝐵

)︀
𝑓1(𝑦3)

𝜓𝑛−1

(︀
𝑦1 − 𝑝2

𝐵

)︀
𝑓2(𝑦3)

)︂
(5.3)

С помощью свойств (3.7) волновых функций осциллятора получаем

(ℰ − 𝐴0)𝑓 =
√
2𝑛𝐵𝜎2𝑓 + 𝑖𝜎3𝜕3𝑓 (5.4)

Переходим к безразмерной переменной 𝑧

𝑧 = (ℰ + 𝐸̃𝑦3)

√︂
2

𝐸̃

𝑧𝐿 = ℰ
√︂

2

𝐸̃
, 𝑧𝑅 = (ℰ + 𝐸̃𝐿̃)

√︂
2

𝐸̃

𝑧 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑧𝐿 при 𝑧 ≤ 𝑧𝐿

𝑧 при 𝑧𝐿 < 𝑧 < 𝑧𝑅

𝑧𝑅 при 𝑧 ≥ 𝑧𝑅

(5.5)

и обозначаем 𝑎 =
√︁
𝑛𝐵
𝐸̃
. В новых обозначениях

(𝜎1𝜕𝑧 +
𝑧

2
𝜎2 − 𝑎)𝑓 = 0 (5.6)
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В диагональном виде

(𝜕2𝑧 +
𝑧2

4
− 𝑎2 +

𝑖

2
𝜎3𝜕𝑧𝑧)𝑓 = 0 (5.7)

Квазиклассическое приближение применимо, если поворотные точки
±𝑧0 = ±2𝑎 сильно удалены, то есть 𝑎 ≫ 1. В таком случае пренебрегаем
членом 𝑖

2𝜎3𝜕𝑧𝑧. Вероятность туннелирования в квазиклассическом прибли-
жении

𝐷𝑛𝑝3 = exp

(︂
−2

∫︁ 𝑧0

−𝑧0

𝑑𝑧
√︀
𝑎2 − 𝑧2/4

)︂
= exp

(︀
−2𝜋𝑎2

)︀
(5.8)

Её можно интерпретировать как экспоненциальный фактор в выражении
для вероятности рождения пары частица-античастица на 𝑛-м уровне.

Падающая волна имеет отрицательную энергию, а прошедшая — поло-
жительную при условии 𝑧𝐿 < −2𝑎 и 𝑧𝑅 > 2𝑎 соответственно. Вместе эти
условия имеют вид

𝐸̃𝐿̃−
√
2𝑛𝐵 > |ℰ| >

√
2𝑛𝐵 (5.9)

Отсюда получаем условие 0 ≤ 𝑝3 ≤ 𝑝(𝑐), 𝑝(𝑐) ≈ 𝐸̃𝐿̃. Полное число рождён-
ных пар в квазиклассическом пределе

𝑁 = 𝐿̃
∑︁
𝑛

∫︁ +𝑝(𝑐)

0

𝑑𝑝3
2𝜋

𝐻𝐿1𝐿2

2𝜋
exp

(︂
−2𝜋𝑛

𝐵

𝐸̃

)︂
(5.10)

Заменяем 𝐿̃ = 𝑇 , где 𝑇 — время всего процесса.
Всё то же справедливо для левых частиц. В конечном итоге приходим к

выражению для частоты рождения пар в единичном объёме на 𝑛-м уровне
Ландау

𝜌̇𝑛 =
𝐸𝐻

2𝜋2
exp

(︂
−2𝜋𝑛𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

)︂
(5.11)

Для того чтобы записать это выражение в ковариантном виде вводим обо-
значения

𝒮 =
1

4
𝐹𝑖𝑗𝐹𝑘𝑙𝑔

𝑖𝑘𝑔𝑗𝑘

𝒫 =
1√
−𝑔

1

8
𝐹𝑖𝑗𝐹𝑘𝑙𝜖

𝑖𝑗𝑘𝑙
(5.12)

где

𝑔𝑖𝑗 = 𝑒𝑖𝑎𝑒
𝑗
𝑏𝜂𝑎𝑏 =

⎛⎜⎜⎝
𝑣−2
𝐹 0 0 0
0 −𝜈−2/3 0 0
0 0 −𝜈−2/3

0 0 0 −𝜈4/3

⎞⎟⎟⎠
𝜂𝑎𝑏 – метрика в пространстве Минковского, 𝑔 – определитель матрицы,
обратной к 𝑔𝑖𝑗. Заметим, что

√
−𝑔 = |e| = 𝑣𝐹 . (5.11) принимает вид

𝜌̇𝑛 =
√
−𝑔 |𝒫|

2𝜋2
exp

(︂
−2𝜋𝑛

|𝒫|√
𝒮2 + 𝒫2 − 𝒮

)︂
(5.13)
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5.2 Точное рассмотрение

Два независимых решения уравнения Вебера (5.7) в области 𝑧𝐿 < 𝑧 < 𝑧𝑅
могут быть записаны в виде (для второй компоненты 𝑓)

𝑀(𝑎, 𝑧) = exp

(︂
𝑖
𝑧2

4

)︂
Φ

(︂
𝑎2𝑖

2
,
1

2
,−𝑖𝑧

2

2

)︂
(5.14)

𝑁(𝑎, 𝑧) = 𝑧 exp

(︂
𝑖
𝑧2

4

)︂
Φ

(︂
1 + 𝑎2𝑖

2
,
3

2
,−𝑖𝑧

2

2

)︂
(5.15)

Где Φ – вырожденная гипергеометрическая функция. Для первой компо-
ненты 𝑓 два независимых решения суть 𝑀 * и 𝑁 *. Пользуясь следующими
свойствами вырожденной гипергеометрической функции

Φ(𝛼, 𝛾, 𝑥) = 𝑒𝑥Φ(𝛾 − 𝛼, 𝛾,−𝑥) (5.16)

0 = 𝛾Φ(𝛼, 𝛾, 𝑥)− 𝛾Φ(𝛼− 1, 𝛾, 𝑥)− 𝑥Φ(𝛼, 𝛾 + 1, 𝑥) (5.17)

𝑑

𝑑𝑥
Φ(𝛼, 𝛾, 𝑥) =

1− 𝛾

𝑥
(Φ(𝛼, 𝛾, 𝑥)− Φ(𝛼, 𝛾 − 1, 𝑥)) (5.18)

𝑑

𝑑𝑥
Φ(𝛼, 𝛾, 𝑥) =

𝛼

𝛾
Φ(𝛼 + 1, 𝛾 + 1, 𝑥) (5.19)

можно показать, что (︁
𝜕𝑧 − 𝑖

𝑧

2

)︁
𝑀 = 𝑎2𝑁 * (5.20)(︁

𝜕𝑧 − 𝑖
𝑧

2

)︁
𝑁 =𝑀 * (5.21)

Тогда общее решение уравнения (5.6) имеет вид

𝑓 =

(︂
𝐴𝑀 * + 𝑎𝐵𝑁 *

𝐵𝑀 + 𝑎𝐴𝑁

)︂
(5.22)

В областях 𝑧 < 𝑧𝐿 и 𝑧 > 𝑧𝑅 решения уравнения (5.6) — плоские волны

𝑔 = 𝐴𝐿,𝑅𝜒+𝑒
𝑖𝑘𝑧 +𝐵𝐿,𝑅𝜒−𝑒

−𝑖𝑘𝑧

𝑘 = 𝑘𝐿,𝑅 =

√︃
𝑧2𝐿,𝑅
4

− 𝑎2

𝜒± =
1

𝑁±
𝐿,𝑅

(︂
𝑖(±𝑘 − 𝑧𝐿,𝑅

2 )
𝑎

)︂ (5.23)

где 𝑁±
𝐿,𝑅 =

√︁
𝑎2 + (±𝑘 − 𝑧𝐿,𝑅

2 )2

В области 𝑧 < 𝑧𝐿 существуют и падающая, и отражённая волны, в
области 𝑧 > 𝑧𝑅 — только прошедшая, а значит

𝑒𝑖𝑘𝑧𝜒+ +𝑅𝑒−𝑖𝑘𝑧𝜒− = 𝑓 при 𝑧 = 𝑧𝐿, 𝑘 = 𝑘𝐿

𝑇𝑒𝑖𝑘𝑧𝜒+ = 𝑓 при 𝑧 = 𝑧𝑅, 𝑘 = 𝑘𝑅
(5.24)
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Фазовые множители могут быть включены в коэффициенты 𝑇 и 𝑅. Тогда
уравнения приобретают вид(︂

𝑀 *
𝑅 𝑎𝑁 *

𝑅

𝑎𝑁𝑅 𝑀𝑅

)︂(︂
𝐴
𝐵

)︂
=

𝑇

𝑁+
𝑅

(︂
𝑖(𝑘𝑅 − 𝑧𝑅/2)

𝑎

)︂
(︂
𝑀 *

𝐿 𝑎𝑁 *
𝐿

𝑎𝑁𝐿 𝑀𝐿

)︂(︂
𝐴
𝐵

)︂
=

(︂ 1
𝑁+

𝐿

𝑖(𝑘𝐿 − 𝑧𝐿
2 )−

𝑅
𝑁−

𝐿

(𝑘𝐿 + 𝑧𝐿
2 )

𝑎(1/𝑁+
𝐿 +𝑅/𝑁−

𝐿 )

)︂ (5.25)

При 𝑧𝑅 ≫ 1

𝑀𝑅 ≈
√
𝜋

Γ((1− 𝑖𝑎2)/2)
𝑒

𝜋
4 𝑎

2

𝑒𝑖(𝑧
2/4−𝑎2

2 log𝑧2/2)

𝑁𝑅 ≈ −𝑖
√
𝜋√

2Γ((2− 𝑖𝑎2)/2)
𝑒

𝜋
4 𝑎

2

𝑒𝑖(𝑧
2/4−𝑎2

2 log𝑧2/2)

(5.26)

Предположим, что |𝑧𝐿| ≫ 1 (эта область вносит главный вклад в интеграл
по импульсу для частоты рождения пар при достаточно большом размере

системы, таком что 𝐿
√︁

𝐸

𝑣𝐹 𝑓3
≫ 1). В таком случае получаем

𝑀𝐿 ≈
√
𝜋

Γ((1− 𝑖𝑎2)/2)
𝑒

𝜋
4 𝑎

2

𝑒𝑖(𝑧
2/4−𝑎2

2 log𝑧2/2)

𝑁𝐿 ≈ 𝑖
√
𝜋√

2Γ((2− 𝑖𝑎2)/2)
𝑒

𝜋
4 𝑎

2

𝑒𝑖(𝑧
2/4−𝑎2

2 log𝑧2/2)

(5.27)

В том же приближении (5.25) упрощается(︂
𝑀 *

𝑅 𝑎𝑁 *
𝑅

𝑎𝑁𝑅 𝑀𝑅

)︂(︂
𝐴
𝐵

)︂
≈ 𝑇

(︂
0
1

)︂
(︂
𝑀 *

𝐿 𝑎𝑁 *
𝐿

𝑎𝑁𝐿 𝑀𝐿

)︂(︂
𝐴
𝐵

)︂
≈
(︂

𝑖
𝑅

)︂ (5.28)

Пользуясь соотношениями

Γ(1 + 𝑥)Γ(1− 𝑥) = − 𝜋𝑥

sin(𝜋 + 𝜋𝑥)

Γ(1/2 + 𝑥)Γ(1/2− 𝑥) =
𝜋

sin(𝜋/2 + 𝜋𝑥)

(5.29)

получаем

|𝑇 |2 = 1

exp
(︀
2𝜋𝑛𝑣𝐹𝜈−4/3𝐻

𝐸

)︀
− 1

(5.30)

|𝑅|2 =
exp

(︀
2𝜋𝑛𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻
𝐸

)︀
exp

(︀
2𝜋𝑛𝑣𝐹𝜈−4/3𝐻

𝐸

)︀
− 1

(5.31)
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Здесь мы сталкиваемся с парадоксом Клейна

|𝑅|2 = 1 + |𝑇 |2 > 1

который не позволяет интерпретировать |𝑅|2 как вероятность отражения.
Тоже касается коэффициента |𝑇 |2, который может оказаться большим еди-
ницы при достаточно малых 𝐻. Возможный путь решения этого парадокса
предложен в [24] (развитие этого подхода см. [26]). В [24] предлагается счи-
тать |𝑇 |2 относительной вероятностью рождения пар. Для вычисления
абсолютной вероятности рождения нужно домножить относительную ве-
роятность на фактор |𝐶|2, определяемый соотношением

|𝐶|2 + |𝐶|2 × |𝑇 |2 = 1 (5.32)

Левая часть этого уравнения понимается как сумма вероятности 𝐷𝑛𝑝3 =

|𝐶|2 × |𝑇 |2 рождения пары и вероятности |𝐶|2 того, что рождения не про-
изошло. В [26] проведено каноническое квантование теории поля в присут-
ствии потенциальной ступеньки и фактор |𝐶|2 появляется автоматически.
С помощью этого правила можно воспроизвести результат Швингера [20]
для вероятности того, что вакуум останется вакуумом массивного Дира-
ковского поля, изначально полученного совершенно другим методом.

Мы предлагаем альтернативное и очень простое объяснение правила,
предложенного в [24]. Ограничимся рассмотрением правых фермионов (для
левых — аналогично). Выпишем плотность электрического тока (заряд ча-
стицы −1) с обеих сторон потенциального барьера. Справа имеем прошед-
шую волну

𝑗𝑇 = −𝑓+𝜎3𝑓 = |𝑇 |2 (5.33)

Слева — падающую и отражённую

𝑗𝑅 = −𝑓+𝜎3𝑓 = |𝑅|2 , 𝑗𝑖 = −𝑓+𝜎3𝑓 = −1 (5.34)

Легко видеть, что направления токов прошедшей и “отражённой” волн сов-
падают. Таким образом, в области перед барьером направления волнового
вектора и плотности тока оказываются противоположными, а значит “от-
ражённую” волну нужно считать падающей и наоборот. Это соответствует
замене 𝑘 → −𝑘 в области античастиц, предложенной в [25]. Нормируя
правильную падающую волну на единицу сразу получаем коэффициент
прохождения

𝐷𝑛𝑝3 =
|𝑇 |2

1 + |𝑇 |2
= exp

(︂
−2𝜋𝑛𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

)︂
(5.35)

совпадающий с полученным выше в квазиклассическом приближении. За-
метим, что тот же результат получается при решении этой задачи с по-
мощью формализма, разработанного в [26]. Напомним, что этот гамиль-
тонов формализм основан на специальном выборе in- и out-состояний в
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присутствии потенциальной ступеньки и постулировании коммутационных
соотношений.

Полная частота рождения пар Γ включает в себя вклад аномалии

Γ =
2

𝑉 𝑇

∞∑︁
𝑛=1

∫︁
𝑑𝑝3
2𝜋

𝑇
𝐻𝐿1𝐿2

2𝜋
𝐷𝑛𝑝3 +

𝐸𝐻

4𝜋2

=
𝐸𝐻

4𝜋2
cth

(︂
𝜋𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

)︂
(5.36)

6 Частота рождения пар и вероятность

перехода вакуум-вакуум

Во многих работах показано ([20], [22], [23]), что вероятность того, что ва-
куум останется вакуумом любого 4-объёма Ω = Δ𝑉Δ𝑡 в рассматриваемых
условиях (результат адаптирован к случаю анизотропии скорости Ферми)

𝑃 = 𝑒−𝑤Ω (6.1)

где

𝑤 =
𝐸𝐻

4𝜋2

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘
cth

(︂
𝑘 𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

)︂
exp

(︂
− 𝑘𝜋𝑚2

𝑣𝐹𝜈2/3𝐸

)︂
(6.2)

а 𝑚 – масса частицы. Легко видеть, что 𝑤 расходится в пределе 𝑚 → 0,
а 𝑃 становится равной нулю. Это неудивительно, так как эволюция уров-
ней энергии одночастичного гамильтониана предсказывает появления пар
левых и правых частиц. Поэтому вакуум не может сохраниться.

Однако это не означает, что частота рождения пар бесконечна. В самом
деле, в предыдущей секции получено конечное выражение для Γ, совпа-
дающее с первым членом по 𝑘 ряда (6.2). Согласно [22], 𝑤 вычисляется
следующим образом

2 Imℒ ≡ 𝑤 =
2

𝑉 𝑇

∞∑︁
𝑛=1

∫︁
𝑑𝑝3
2𝜋

𝑇
𝐻𝐿1𝐿2

2𝜋
log(1−𝐷𝑛𝑝3)

+
1

𝑉 𝑇

∫︁
𝑑𝑝3
2𝜋

𝑇
𝐻𝐿1𝐿2

2𝜋
log(1−𝐷0𝑝3) (6.3)

В безмассовом случае 𝐷0𝑝3 = 1, что означает рождение пары на ниж-
нем уровне Ландау с единичной вероятностью. В результате мнимая часть
лагранжиана расходится.
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7 Вклад процесса рождения пар в

проводимость

7.1 Идеальная невзаимодействующая система при

нулевой температуре

Рождающиеся частицы имеют энергию ℰ ′ = ℰ + 𝐸̃𝐿̃ (отсчитываемую от

уровня −𝐸𝐿) и импульс 𝑝′3 =
√︁

(ℰ + 𝐸̃𝐿̃)2 − 2𝑛𝐵. Чтобы выяснить какой

импульс 𝑝′′3 имеют дырки, воспользуемся уравнением
𝑑
𝑑𝑦0

⟨𝑝3⟩ = 𝐸̃. Если тун-
нелирования не происходит, то эволюция такого занятого состояния подчи-
няется этому уравнению. Пусть начальный импульс частицы в этом состо-
янии 𝑝3. Средний импульс меняется со временем. Принимая во внимание,
что общая длительность процесса 𝑇 равна длине 𝐿 делённой на скорость
частицы, совпадающей со скоростью Ферми 𝑣𝐹𝜈

2/3, получим 𝑇 = 𝐿̃ и

⟨𝑝′′3⟩ = 𝑝3 + 𝐸̃𝐿̃ (7.1)

Тогда энергия дырки, рождающейся в паре с частицей, может быть оценена
как

⟨ℰ ′′⟩ ≈
√︁

(𝐸̃𝐿̃)2 + ℰ2 + 𝐸̃𝐿̃
√︀

ℰ2 − 2𝑛𝐵 ≈ 𝐸̃𝐿̃+ |ℰ| (7.2)

Швингеровское рождение стоит энергии. Предположим, что рождается па-
ра из частицы с энергией ℰ + 𝐸̃𝐿̃ и дырки с энергией ≈ |ℰ| + 𝐸̃𝐿̃. Для
этого требуется энергия 2𝐿𝐸. В идеальной системе пары не аннигилиру-
ют, а значит числа заполнения возбуждённых состояний увеличиваются со
временем. Но в силу принципа запрета Паули число заполнения не может
быть больше единицы и это нужно учитывать при рассмотрении рождения
пар и составлении уравнения энергетического баланса. Рассмотрим систе-
му при малых временах, когда числа заполнения ещё малы, и пренебрежём
принципом запрета. Энергия, необходимая для рождения

Δ𝑁 =
𝐸𝐻

4𝜋2

(︃
1 + 2

∞∑︁
𝑛=1

exp

(︂
−2𝜋𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

)︂)︃
𝐿1𝐿2𝐿3Δ𝑡

пар равна 𝑗(1)𝐸𝑉Δ𝑡, где 𝑗(1) – вклад процесса рождения пар в полную
плотность электрического тока. Отсюда получим плотность тока

𝑗(1) = 2𝐿
𝐸𝐻

4𝜋2
cth

(︂
𝜋 𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

)︂
(7.3)
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и поправку к проводимости

𝜎(1) ≡ 𝑑𝑗(1)

𝑑𝐸
= 𝐿

𝐻

2𝜋2
×
[︂
cth

(︂
𝜋 𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

)︂
+ 𝜋𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

(︂
1− cth2

(︂
𝜋 𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

)︂)︂]︂ (7.4)

Здесь мы рассмотрели вклад от одного сорта Дираковских фермионов. Ко-
нечно, в реальных кристаллах это выражение видоизменяется.

7.2 Грубое рассмотрение плазмы квазичастиц

В реальном кристалле частицы взаимодействуют друг с другом. Кроме
того, существуют тепловые флуктуации. В ходе Швингеровского рождения
пар и их аннигиляции образуется плазма.

В [4] рассматриваются пары из только левых или только правых ква-
зичастиц. Плотность таких пар на нижнем уровне Ландау 𝜌0 описывается
кинетическим уравнением

𝑑𝜌0
𝑑𝑡

= −𝜌0
𝜏0

+
1

4𝜋2
𝐻𝐸 (7.5)

Первый член в правой части отвечает за столкновения с изменением ки-
ральности. Такие столкновения происходят между квазичастицами, между
квазичастицами и примесями или между квазичастицами и другими суще-
ствующими в кристалле возбуждениями. Соответствующее время свобод-
ного пробега 𝜏0. Второй член отвечает за возникновение кирального заряда,
вызванное киральной аномалией. Решение (7.5) при 𝑡≫ 𝜏0

𝜌0 =
𝜏0
4𝜋2

𝐻𝐸 (7.6)

Нижние уровни Ландау вносят основной вклад при 𝑣𝐹𝐻 ≫ 𝐸. Можно
учесть поправку к (7.5) обусловленную рождением пар на остальных уров-
нях Ландау. При этом должна появиться система уравнений для плотно-
стей на разных уровнях. Но мы ограничимся вычислением соответствую-
щей поправки к проводимости. Для этого введём ещё одно время релак-
сации 𝜏1 ≪ 𝜏0, отвечающее как процессам с аннигиляцией частиц одной
киральности, так и процессам рассеяния частиц друг на друге, примесях
и других возбуждениях без изменения киральности. Такие приближения
справедливы при условии

𝐸𝜏1 ≫
√
2𝐻

В этом случае в (7.4) вместо размера образца мы подставляем длину сво-
бодного пробега2, равную 𝑣𝐹𝜈

2/3𝜏1. В общем случае время свободного про-
бега 𝜏1 может зависеть от плотностей квазичастиц, а значит от 𝐸 и 𝐻. Для

2Имеется в виду длинна свободного пробега в направлении электрического и магнитного полей.
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простоты мы пренебрегаем этой зависимостью3. Таким образом получаем
поправку к проводимости

𝜎(1) ≡ 𝑑𝑗(1)

𝑑𝐸
= 𝑁𝐷𝑣𝐹𝜈

2/3𝜏1
𝐻

2𝜋2
×
[︂
cth

(︂
𝜋 𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

)︂
+ 𝜋𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

(︂
1− cth2

(︂
𝜋 𝑣𝐹𝜈

−4/3𝐻

𝐸

)︂)︂]︂ (7.7)

𝑁𝐷 – количество Дираковских точек в рассматриваемом полуметалле. В
частности, для 𝐶𝑑3𝐴𝑠2 и 𝑁𝑎3𝐵𝑖 𝑁𝐷 = 2. При 𝑣𝐹𝐻 ≫ 𝐸 получается вклад
киральной аномалии

𝜎(1) ≈ 𝑁𝐷𝑣𝐹𝜈
2/3𝜏1

𝐻

2𝜋2
, 𝑣𝐹𝐻 ≫ 𝐸 (7.8)

в то время как в [4] 𝜎(1) ∼ 𝐻2. В [4] используется равновесное рассмотрение

кирального магнитного эффекта: 𝑗 = 𝜇5

2𝜋2𝐻, где 𝜇5 =
6 𝑣3𝐹
𝑇 2 𝜌0, 𝜇5 ≫ 𝑣𝐹𝐸𝜏1 –

киральный химический потенциал. Однако существование такого эффекта
опровергается в [32]. Мы используем закон сохранения энергии: энергия,
необходимая для рождения пар есть часть работы электрического поля
𝐸𝑗. Предполагается, что квазичастицы появляются на расстоянии порядка
длины свободного пробега и имеют энергию 𝑣𝐹𝐸𝜈

2/3𝜏1 каждая. Мы прене-
брегаем принципом запрета Паули, считая, что числа заполнения малы, то
есть 𝑇 ≪ 𝑣𝐹𝐸𝜏1. В обратном пределе 𝑇 ≫ 𝑣𝐹𝐸𝜏1, из распределения Ферми
следует, что числа заполнения ≈ 1/2, а значит (7.7) нужно домножить на
1/2.

Выше мы предполагали, что электрическое и магнитное поля направ-
лены вдоль третьей оси. Чтобы рассмотреть случай произвольно направ-
ленных полей, перепишем результат в ковариантном виде

𝜎(1) ≈ 𝑁𝐷𝑣𝐹 𝜏1

√︀√
𝒮2 + 𝒫2 + 𝒮

2𝜋2
× [cth (𝜋 𝜅) +𝜋 𝜅

(︀
1− cth2 (𝜋 𝜅)

)︀]︀
(7.9)

𝜅 =
|𝒫|√

𝒮2 + 𝒫2 − 𝒮
где 𝒮 и 𝒫 определяются формулами (5.12).

Помимо 𝜎(1) существует обычный омический вклад в проводимость 𝜎(0),
не имеющий отношения к рождению пар.

8 Заключение и обсуждение

В данной работе мы вычислили частоту рождения пар в Дираковских полу-
металлах в постоянных электрическом и магнитном полях, направленных

3Такое приближение может отвечать случаю высоких температур.
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вдоль оси симметрии кристалла, используя решение соответствующей за-
дачи квантовой механики. В окрестности ферми-точек движение описыва-
ется парой уравнений Вейля. В отличии от, например, [26] мы не пытались
строить аксиоматическую квантовую теорию поля с нестабильным вакуу-
мом. С нашей точки зрения, для описания движения электронов в твёрдом
теле достаточно многочастичной квантовой механики.

Для того чтобы задача была стационарной, выбрана не зависящая от
времени калибровка. Проведены квазиклассическое и явное рассмотрения.
Рождение пар сведено к задаче рассеяния. При этом вероятность рожде-
ния пары пропорциональна коэффициенту прохождения. Ранее эта задача
решалась для массивных Дираковских фермионов и в квазиклассическом
приближении [23], и точно [24]. Однако рассмотрение в безмассовом слу-
чае отличается из-за другой структуры собственных состояний. Предложе-
но решение возникающего при точном рассмотрении парадокса Клейна. В
[24] без строгого обоснования предлагается домножить коэффициент про-
хождения на дополнительный фактор. Смысл этого действия позже рас-
крывается в [26], где построена аксиоматическая квантовая теория поля.
Здесь же вычисляются токи частиц и выясняется, что в области перед ба-
рьером направления тока и волнового вектора противоположны. С учётом
этого определяются падающая и отражённая волны. При рассмотрении
массивных частиц этот способ приводит к классическому Швингеровскому
выражению для для вероятности перехода вакуум-вакуум (в безмассовом
случае эта величина расходится).

Чтобы оценить вклад рождения пар в проводимость, используется ба-
ланс энергии: работа поля 𝐸𝑗(1), где 𝑗(1) ток рождённых частиц, приравни-
вается к энергии, необходимой для рождения пар. В идеальном кристалле
с невзаимодействующими фермионами из такого баланса вычисляется по-
правка к проводимости 𝜎(1), пропорциональная размеру кристалла 𝐿. В
качестве грубой оценки в случае реальных кристаллов предлагается заме-
нить 𝐿 на длину свободного пробега квазичастицы. В пределе 𝑣𝐹𝐻 ≫ 𝐸
полученное выражение для 𝜎(1) отличается от полученного в [4], где пред-
полагается, что частицы, рождённые в ходе неравновесного процесса в при-
сутствии электрического поля находятся в термодинамическом равновесии
с химическим потенциалом ±𝜇5 в зависимости от киральности, и использу-
ется выражение для кирального магнитного тока. Однако в [32] показано,
что в реальных полуметаллах не может существовать кирального магнит-
ного эффекта из-за структуры одночастичного гамильтониана в дали от
ферми-точек. Таким образом мы не соглашаемся моделью, предложенной
в [4].

Исчерпывающее рассмотрение задачи о вкладе эффекта рождения пар
в проводимость требует значительных усилий и должно применять совре-
менные методы кинетики. Мы ограничились лишь грубым рассмотрением,
основанном на решении задачи квантовой механики в пренебрежении взаи-
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модействием между квазичастицами и феноменологическом рассмотрении
процесса рождения пар в приближении времени релаксации. Зависимость
поправки к проводимости (7.7) от электрического и магнитного полей мо-
жет отличаться от зависимости полной проводимости от тех же величин.
Это может позволить впервые экспериментально наблюдать Швингеров-
ское рождение в трёхмерной системе (возможность наблюдения этого эф-
фекта в графене активно обсуждалась, см. например [34, 35] и ссылки там).
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