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1. Введение

Классическая интегрируемая система это гамильтонова система удовлетворяющая условиям
теоремы Лиувилля-Арнольда[4][15]. А именно, пусть имеется многообразиеM размерности 2n
c заданной на нем пуассоновой структурой. Функция F является первым интегралом системы
с гамильтонианом H тогда и только тогда, когда {H,F} = 0. Предположим, что существует
n первых интегралов, находящихся в инволюции:

{Fi, Fj} = 0, ∀i, j = 1 . . . n, F1 = H. (1.1)

Тогда уравнения движения системы интегрируемы в квадратурах, т.е. их решение сводится к
набору алгебраических операций и взятию интегралов от известных функций.
Найти n независимых интегралов движения можно при помощи пары Лакса[4]. Пусть име-

ются две матрицы L и M , удовлетворяющие соотношению:

L̇ = [L,M ], L̇ =
dL

dt
. (1.2)

Тогда Fk = tr(Lk) будут интегралами движения. Матрицы L иM могут быть аналитическими
функциями комплексного спектрального параметра z. В этом случае первыми интегралами
будут коэффициенты разложения tr(Lk) в ряд Лорана по данному параметру.
Заметим, что формулы (1.2) не гарантируют, что интегралы Fk находятся в инволюции.

Однако, данное свойство гарантируется существованием классической r-матрицы:

{L1(z), L2(w)} = [L1(z) + L2(w), r12(z − w)], L1 = L⊗ 1, L2 = 1⊗ L, (1.3)

либо
{L1(z), L2(w)} = [L1(z)L2(w), r12(z − w)], (1.4)

причем матрица r(z), действующая в CN1 ⊗CN2 , удовлетворяет классическому уравнению Янга-
Бакстера:

[r12(z − w), r13(z)] + [r12(z − w), r23(w)] + [r13(z), r23(w)] = 0. (1.5)

В работax [7][8][9][10] рассматривался класс интегрируемых систем, которые являются обоб-
щением волчка Эйлера. Запишем уравнения движения волчка в следующем виде:

dS

dt
= [S, J(S)], (1.6)

S =
3∑

α=1

1

2i
σαSα, J(S) =

3∑
α=1

1

2i
σαSαJα. (1.7)

Здесь σα — матрицы Паули, Jα — величины, обратные главным моментам инерции, Sα — ком-
поненты вектора момента импульса. При обобщении данных систем предлагается заменить
набор матриц {σα}(базис в su(2)) на {Tα} — базис в другой алгебре Ли g(в нашем случае
glN ). Данный тип динамических систем был предложен Арнольдом [2]. При некоторых J(S)
рассматривыемый волчок является интегрируемым [6][11][12]. В данной работе для построе-
ния интегрируемых волчков используется квантовая R-матрица, удовлетворяющая квантово-
му уравнению Янга-Бакстера:

R~
12(z − w)R~

13(z)R
~
23(w) = R~

23(w)R~
13(z)R

~
12(z − w), (1.8)

и условию унитарности:
R~

12(z)R
~
21(z) = 1⊗ 1Φ~(z)Φ~(−z). (1.9)

Чтобы построить уравнения движения волчка, квантовая R-матрица должна раскладываться
в ряд Лорана по параметрам ~ и z следующим образом:

R~
12(z) =

1

z
P12 +R

~,(0)
12 + zR

~,(1)
12 +O(z2) =

1

~
1⊗ 1 + r12(z) + ~m12(z) +O(~2). (1.10)
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Отметим, что r12(z) является классической r-матрицей, и из квантового уравнения Янга-
Бакстера для R следует классическое уравнение Янга-Бакстера для r. Для построения пары
Лакса R-матрица должна обладать несколькими дополнительными свойствами. Во первых,
она должна быть антисимметричной:

R~
ab(za − zb) = −R−~ba (zb − za). (1.11)

В вторых, должно выполняться ассоциативное уравнения Янга-Бакстера:

R~
abR

~′
bc = R~′

acR
~−~′
ab +R~′−~

bc R~
ac. (1.12)

Здесь введено следующее обозначение:

R~
ab = R~

ab(za − zb). (1.13)

Релятивистский интегрируемый волчок задается при помощи (обратного) тензорa инерции:

Jη(S) = tr2((R
η,(0)
12 − r(0)12 )S2), S2 = 1⊗ S. (1.14)

Для динамических переменных S уравнения движения имеют следующий вид:

dS
dt

= [S, Jη(S)]. (1.15)

Матрицы L и M определяются следующими соотношением:

Lη(z,S) = tr2(R
η
12(z)S2), Mη(z,S) = − tr2(r12(z)S2). (1.16)

Нерелятивистский волчок задается схожими соотношениями:

J(S) = tr2(m12(0)S2), Ṡ = [S, J(S)], (1.17)
L(z, S) = tr2(r12(z)S2), M(z, S) = tr2(m12(z)S2). (1.18)

Необходимо отметить, что не всякая квантовая R-матрица обеспечивает согласованность урав-
нений движения (1.15) с уравнениями Лакса (1.2). Однако, если R-матрица обладает свойством
(1.11) и удовлетворяет ассоциативному уравнению Янга-Бакстера (1.12), то уравнения Лакса
с парой Лакса (1.16) эквивалентны уравнениям движения (1.15).
Используя классическую r-матрицу, можно задать пуассонову струкутуру:

{Lη1(z), Lη2(w)} = [Lη1(z)Lη2(w), r12(z − w)], (1.19)

В рациональном, эллиптическом[7][8] и в тригонометрическом случае(для 7-ми вершинной R-
матрицы) релятивистский интегрируемый волчок эквивалентен модели Русенаарса-Шнайдера
(Ruijsenaars-Schneider, далее RS-модель)[13]. Hерелятивистский интегрируемый волчок, полу-
чаемый в пределе η → 0, эквивалентен модели Калоджеро-Мозера(далее CM-модель)[5]. Его
yравнения движения и матрица Лакса имееют вид(1.17),(1.18). Пуассонова структура в данном
случае линейна(1.3).
Существует другой предел матрицы (1.16). А именно, введем новую переменную:

S̃0 =
2

η
trS. (1.20)

Тогда, перейдя к пределу η → 0, получим квадратичную r-матричную структуру(1.4) с мат-
рицей Лакса:

L̃(z, S̃) = S̃012×2 + L(z, S̃)− 1

2
trL(z, S̃)12×2, (1.21)
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которая не зависит от η. Данное описание(η-независимое) связано с η-зависимым описанием
явной заменой переменных:

S(η, S̃) =
1

2
L̃(
η

2
, S̃), (1.22)

Lη
(
z − η

2
, L̃(

η

2
, S)
)

= g(z, η)L̃(z, S), (1.23)

где g(z, η)— некая функция, определенная ниже. η-независимое описание, так же как и η-
зависимое, является эквивалентом RS-модели, хотя пуассонова структура и уравнения движе-
ния различаются. Отметим также, что η-независимое описание исопльзует только классиче-
скую r-матрицу. M -оператор для данного описания совпадает с таковым для нерелятивист-
ского волчка.
В данной работе мы имеем дело с тригонометрической квантовой R-матрицей(полученной

в [1]):

R~(z)ij,kl =δijδklδik(coth(z) + coth(~))

+δijδklε(i 6=k)
1

sinh(~)
exp

(
− ~
N

(2(k − i)−N sgn(k − i))
)

+δilδjkε(i6=k)
1

sinh(z)
exp

( z
N

(2(k − i)−N sgn(k − i))
)

+δi+k,j+lε(j<i<l)2 exp
(
− 2

N
((l − k)z + (k − j)~)

)
−δi+k,j+lε(l<i<j)2 exp

(
− 2

N
((l − k)z + (k − j)~)

)
+δi+k,lδj,Nε(l<N) exp

(
− 2

N
(iz + k~)

)
−δi+k,jδl,Nε(j<N) exp

(
+

2

N
(kz + i~)

)
−δi+k,Nδj,Nδl,N2 sinh(z + ~) exp

(
− 2

N
(i− N

2
)(z − h)

)

(1.24)

где ε(условие) равно 1 если условие верно, 0 в другом случае. При N = 2 получаем 7-ми
вершинную R-матрицу:

R~(z) =


coth(z) + coth(~) 0 0 0

0 sinh−1(~) sinh−1(z) 0

0 sinh−1(z) sinh−1(~) 0

− sinh(z + ~) 0 0 coth(z) + coth(~)

 (1.25)

В данной работе будет произведено прямое докательство ассоциативного уравнения Янга-
Бакстера для R-матрицы(1.24), и, таким образом, показано, что она отвечает интегрируемо-
му волчку. Будет найден явный вид пуассоновой структуры интегрируемого волчка в случае
N = 2 и показано, что он эквивалентен двухчастичной модели Русенаарса-Шнайдера(либо
Калоджеро-Мозера в нерелятивистском случае).

2. Тригонометрическая R-матрица в N-мерном случае

2.1. Различные решения ассоциативного уравнения Янга-Бакстера

Прямое доказательство ассоциативного уравнения Янга-Бакстера для тригонометрической R-
матрицы дано в приложении. Здесь мы отметим ряд свойств R-матрицы. Разобьем её на сумму
матриц P (появлялась в работах [3][14]) и U :

R~
12 = P ~

12(z) + U~
12(z) (2.1)
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P ~(z)ij,kl =δijδklδik(coth(z) + coth(~))

+δijδklε(i 6=k)
1

sinh(~)
exp

(
− ~
N

(2(k − i)−N sgn(k − i))
)

+δilδjkε(i 6=k)
1

sinh(z)
exp

( z
N

(2(k − i)−N sgn(k − i))
)

+δi+k,j+lε(j<i<l)2 exp
(
− 2

N
((l − k)z + (k − j)~)

)
−δi+k,j+lε(l<i<j)2 exp

(
− 2

N
((l − k)z + (k − j)~)

)
(2.2)

U~(z)ij,kl =δi+k,lδj,Nε(l<N) exp
(
− 2

N
(iz + k~)

)
−δi+k,jδl,Nε(j<N) exp

(
+

2

N
(kz + i~)

)
−δi+k,Nδj,Nδl,N2 sinh(z + ~) exp

(
− 2

N
(i− N

2
)(z − h)

) (2.3)

В свою очередь, P -матрицу (2.2) также разобьем на сумму двух матриц:

P ~
12 = S~

12(z) + T ~
12(z) (2.4)

S~(z)ij,kl =δijδklδik(coth(z) + coth(~))

+δijδklε(i6=k)
1

sinh(~)
exp

(
− ~
N

(2(k − i)−N sgn(k − i))
)

+δilδjkε(i6=k)
1

sinh(z)
exp

( z
N

(2(k − i)−N sgn(k − i))
) (2.5)

T ~(z)ij,kl =δi+k,j+lε(j<i<l)2 exp
(
− 2

N
((l − k)z + (k − j)~)

)
−δi+k,j+lε(l<i<j)2 exp

(
− 2

N
((l − k)z + (k − j)~)

) (2.6)

Матрица S есть стандартная тригонометрическая R-матрица[16]. В процессе доказательства
отмечено, что каждая из матриц S~(z), P ~(z), U~(z) также удовлетворяет ассоциативному
уравнению Янга-Бакстера. Поэтому последнии три слагаемых у R матрицы(или U -матрицу)
можно домножить на произвольный коэффициент c, поскольку:

(P ~
12 + cU~

12)(P
~′
23 + cU~′

23) = P ~
12P

~′
23 + c(P ~

12U
~′
23 + U~

12P
~′
23) + c2U~

12U
~′
23 (2.7)

Найдем классическую r-матрицу:

r12(z) =δijδklδik coth(~)

−δijδklε(i 6=k)
2(k − i)−N sgn(k − i)

N

+δilδjkε(i6=k)
1

sinh(z)
exp

( z
N

(2(k − i)−N sgn(k − i))
)

+δi+k,j+lε(j<i<l)2 exp
(
− 2

N
(l − k)z

)
−δi+k,j+lε(l<i<j)2 exp

(
− 2

N
(l − k)z

)
+δi+k,lδj,Nε(l<N) exp

(
− 2

N
iz
)

−δi+k,jδl,Nε(j<N) exp
( 2

N
kz
)

−δi+k,Nδj,Nδl,N2 sinh(z) exp
(
− 2

N
(i− N

2
)z
)

(2.8)

Данная r-матрица является решением классического уравнения Янга-Бакстера.
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2.2. Явный вид обратного тензора инерции

По формуле (1.14) найдем обратный тензор инерции волчка, соответствующий тригонометри-
ческой R-матрице:

Jη(S)ij =δij coth(η)Sii

+δij

N∑
k=1,k 6=i

( 1

sinh(η)
exp

(
− η

N
(2(k − i)−N sgn(k − i))

)
+

2(k − i)−N sgn(k − i)
N

)
Skk

+2ε(j < i)

N+j−i∑
k=j+1

(
exp

(
− 2

N
(k − j)η

)
− 1
)
Si−j+k,k

−2ε(i < j)

j−1∑
k=1

(
exp

(
− 2

N
(k − j)η

)
− 1
)
Si−j+k,k

+δj,N

N−i+1∑
k=1

(
exp

(
− 2kη

N

)
− 1
)
Si+k,k

−ε(j < N)
(

exp
(2iη

N

)
− 1
)
SN,j−i

−2δj,N sinh(η) exp
(
− 2

N
(i− N

2
)η
)
SN,N−i

(2.9)

Для нерелятивистского волчка(1.17):

J(S)ij =
1

3
δijSii

+δij
∑
k 6=i

( 1

2N2

(
2(k − i)−N sgn(k − i)

)2 − 1

6

)
Skk

+
4

N
ε(j < i)

N+j−i∑
k=j+1

(j − k)Si−j+k,k

− 4

N
ε(i < j)

j−1∑
k=1

(j − k)Si−j+k,k

− 2

N
δj,N

N−i+1∑
k=1

kSi+k,k

− 2

N
ε(j < N)iSN,j−i

−2δj,NSN,N−i

(2.10)

Заметим, что в силу линейности обратного тензора инерции по R-матрице, и того, что S,
P , U -матрицы удовлетворяют ассоциативному уравнению Янга-Бакстера, данные выражения
содержат в себе тензоры инерций, соответстующие S, P и U -матрицам. Например, первые два
слагаемых в (2.9) соответствует S-матрице, первые четыре — P -матрице и т.д.

3. От квантовой 7-ми вершинной R-матрицы к моделям
Русенаарса-Шнайдера и Калоджеро-Мозера

3.1. Релятивисткий интегрируемый волчок

Для согласованности скобок Пуассона, полученных при помощи r-матричной структуры (1.4),
с канонической скобкой в RS-модели {p, q} = 1, полезно переопределить r-матрицу:

r̃12(z) = −1

c
r12(z) (3.1)
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и записать квадратичную r-матричную структуру в виде:

{L1(z), L2(w)} = [L1(z)L2(w), r̃12(z)]. (3.2)

Подробнее см. раздел 3.4.
Выпишем в явном виде классическую r-матрицу

r(z) = lim
~→0

(R~(z)− 1

~
1⊗ 1) =

=


coth(z) 0 0 0

0 0 sinh−1(z) 0
0 sinh−1(z) 0 0

− sinh(z) 0 0 coth(z)

 =
P12

z
+O(z). (3.3)

Подставив R-матрицу (1.25) в формулу (1.16) получим матрицу Лакса для релятивистского
интегрируемого волчка в явном виде:

Lη(z) = (coth(z) + coth(η))

(
S11 0
0 S22

)
+

+

(
S22 sinh−1(η) S12 sinh−1(z)

S21 sinh−1(z)− S12 sinh(z + η) S11 sinh−1(η)

)
. (3.4)

Координатами данной системы являются компоненты двумерной матрицы S ∈ gl2. Пуассонова
структура возникает из квадратичной r-матричной структуры (1.19) и в силу (1.10) и (3.3) для
динамических переменных S она имеет следующий вид:

{S1,S2} = [S1S2, r̃(0)12 ]− 1

c
[Lη,(0)(S)1S2, P12]. (3.5)

Учитывая, что r(0) = 0, получаем:

{Sij ,Skl} =
1

c
(L

(0)
kj Sil − L

(0)
il Skj) (3.6)

В итоге получаем скобки Пуассона для релятивистского волчка в η-зависимом описании:

c{S11,S12} = S11S12 coth η +
S12S22
sinh(η)

, (3.7)

c{S12,S22} = S12S22 coth(η) +
S11S12
sinh(η)

, (3.8)

c{S11,S22} = −S212 sinh(η), c{S12,S21} =
S211 − S222
sinh(η)

, (3.9)

−c{S11,S21} = S11S21 coth(η) +
S21S22
sinh(η)

+ S11S12 sinh(η), (3.10)

−c{S21,S22} = S21S22 coth(η) +
S11S21
sinh(η)

+ S12S22 sinh(η). (3.11)

Прямой проверкой можно убедиться, что данная пуассонова структура согласованна с квадра-
тичной r-матричной структурой (1.19). Полученные скобки Пуассона вырождены. Определим
функции Казимира:

det(Lη(z,S)) =
1

z2
C1 +

1

z
C2 + . . . (3.12)

Отсюда находим

C1 = S11S22 − S12S21 (3.13)

C2 =
1

sinh(η)
(S211 + S222 + 2 cosh(η)S11S22) + sinh(η)S212 (3.14)
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Зафиксировав значение функций Казимира, получаем фазовое пространство системы. При
фиксированных C1 и C2 скобки Пуассона (3.7)–(3.7) невырождены.
Для гамильтониана H = −c tr(S) уравнения движения имееют следующий вид:

Ṡ11 = −Ṡ22 = − sinh(η)S212, (3.15)

Ṡ12 = (S11 − S22)S12
1− cosh(η)

sinh(η)
, (3.16)

Ṡ21 = (S11 − S22)
(
S12 sinh(η)− S21

1− cosh(η)

sinh(η)

)
. (3.17)

Эти уравнениния можно записать в виде:

Ṡ = [S, Jη(S)], (3.18)

где обратный тензор инерции Jη(S) равен:

Jη(S) = L(0)(S) =

 coth(η)S11 + S22
sinh(η)

0

− sinh(η)S12 S11
sinh(η)

+ coth(η)S22

 (3.19)

M -матрица имеет вид:

M(z) = − tr2(r12(z)S2) = −

 coth(z)S11 S12
sinh(z)

S21
sinh(z)

− sinh(z)S12 coth(z)S22

 . (3.20)

Уравнения Лакса:
L̇(z,S) = [L(z,S),M(z)] (3.21)

согласованны с уравнениями движения (3.15)–(3.18).

3.2. Нерелятивистский случай

В нерелятивистском пределе η → 0 матрица Лакса c точностью до знака равна релятивистской
M -матрице:

L(z) = −M(z) =

 coth(z)S11 S12
sinh(z)

S21
sinh(z)

− sinh(z)S12 coth(z)S22

 . (3.22)

r-матричная структура линейна:

{L1(z), L2(w)} = [L1(z) + L2(w), r12(z − w)], (3.23)

Пуассонова структура имеет вид:

{S1, S2} = [S2, P12]. (3.24)

Зафиксируем функции Казимира:

C1 = tr(S) (3.25)

C2 = tr(S2)/2 (3.26)

Для того, чтобы найти гамильтониан системы, вычислим след L-матрицы:

tr(L) = coth(z)(S11 + S22) = coth(z) tr(S) (3.27)

tr(L2) =
tr(S2)

sinh2(z)
+ S2

11 + S2
22 − 2S2

12 (3.28)
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поэтому в качестве гамильтониана берем H = (−S12/2)(S12 + S21)(коэффициент −1/2 для
согласования с M -матрицей), и уравнения движения имееют вид:

Ṡ11 = −Ṡ22 = −S2
12 (3.29)

Ṡ12 =
1

2
S12(S22 − S11) (3.30)

Ṡ21 =
1

2
(S11 − S22)(S21 + 2S12) (3.31)

Эти уравнения можно записать в виде:

Ṡ = [S, J(S)], (3.32)

где обратный тензор инерции J(S) равен:

J(S) = M(0) =
1

6

(
2S11 − S22 0
−6S12 −S11 + 2S22

)
. (3.33)

M -матрица имеет вид:

M(z) =
1

6

(
2S11 − S22 0
−6 cosh(z)S12 −S11 + 2S22

)
. (3.34)

Уравнения Лакса (3.21) эквиваленты уравнениям движения (3.29)–(3.32).

3.3. η-независимое описание

Матрица Лакса:

L̃(z, S̃) = S̃012×2 + L(z, S̃)− 1

2
trL(z, S̃)12×2 (3.35)

или

L̃(z) =

 S̃0 + 1
2 coth(z)(S̃11 − S̃22) S̃12

sinh(z)
S̃21

sinh(z)
− sinh(z)S̃12 S̃0 + 1

2 coth(z)(S̃22 − S̃11)

 (3.36)

Пуассонова структура имеет вид:

{S̃1, S̃2} = −1

c
S̃0[S̃2, P12] (3.37)

{S̃0, S̃} = −1

c
[S̃, J(S̃)] (3.38)

Уравнения движения(для гамильтониана H = S̃0) совпадают с уравнениями движения для
нерелятивистского волчка. Функции Казимира можно найти из:

det L̃(z) = S̃2
0 + S̃2

12 −
S̃12S̃21

sinh2(z)
− 1

4
coth2(z)(S̃11 + S̃22)

2 =

= − 1

z2
((S̃11 + S̃22)

2 + S̃12S̃21)+

+ S̃2
0 + S̃2

12 +
1

3
S̃12S̃21 −

1

6
(S̃11 + S̃22)

2 +O(z) (3.39)

В итоге:
C1 = (S̃11 + S̃22)

2 + S̃12S̃21, C2 = S̃2
0 + S̃2

12 +
1

2
S̃12S̃21 (3.40)

Связь между двумя описаниями. Матрицы Лакса связаны друг с другом следующим
соотношением:

Lη
(
z − η

2
, L̃(

η

2
, S)
)

=
sinh(z)

sinh(z − η
2 ) sinh(η2 )

L̃(z, S). (3.41)
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Явная замена переменных:

S(η, S̃) =
1

2
L̃(
η

2
, S̃). (3.42)

Формулы перехода от S к S̃:

S̃0 = S11 + S22, S̃11 − S̃22 = 2 tanh(
η

2
)(S11 − S22), (3.43)

S̃12 = 2 sinh(
η

2
)S12, S̃21 = 2 sinh(

η

2
)S21 + 2 sinh3(

η

2
)S12. (3.44)

3.4. Связь с моделями Русенаарса и Калоджеро

Матрица Лакса модели Русенаарса имеет вид:

LRS(z) = g−1(z)g(z + η)eP/c, (3.45)

где P = diag{p1, p2}, а матрица g(z) равна:

g(z) = ΞD, Ξ =

(
1 1

cosh(z + q1) cosh(z + q2)

)
, D = diag{1,−1}. (3.46)

Выпишу в явном виде матрицу Лакса RS-модели:

LRS =


cosh(z + q1 + n)− cosh(z + q2)

cosh(z + q1)− cosh(z + q2)
ep1/c

cosh(z + q2 + n)− cosh(z + q2)
cosh(z + q2)− cosh(z + q1)

ep2/c

cosh(z + q1 + n)− cosh(z + q1)
cosh(z + q1)− cosh(z + q2)

ep1/c
cosh(z + q2 + n)− cosh(z + q1)

cosh(z + q2)− cosh(z + q1)
ep2/c

 (3.47)

В системе центра масс p1 = −p2 = p и q1 = −q2 = q, то есть мы имеем дело с одной парой
канонических переменных:

{p, q} = 1. (3.48)

Связь с η-зависимым описанием.Матрица Лакса релятивистского волчка получается из
модели Русенаарса путем калибровочного преобразования:

Lη(z) = g(z)LRS(z)g−1(z) = g(z + η)eP/cg−1(z), (3.49)

или в явном виде:

Lη(z) =

 e−p/c cosh(z−q)−ep/c cosh(z+q)
2 sinh(z) sinh(q)

ep/c−e−p/c

2 sinh(z) sinh(q)
e−p/c cosh(z+q) cosh(η+z−q)−ep/c cosh(z−q) cosh(η+z+q)

2 sinh(z) sinh(q)
ep/c cosh(η+z+q)−e−p/c cosh(η+z−q)

2 sinh(z) sinh(q)


(3.50)

Сравнение этой формулы с (3.4) дает явную заменену переменных(формулы перехода от
RS-модели к рел. волчку в η-зависимом описании):

S11 = −1

2
coth(q)(ep/c − e−p/c), S12 =

ep/c − e−p/c

2 sinh(q)
, (3.51)

S21 = − coth(q)(
1

2
cosh(q)(ep/c − e−p/c) + sinh(η/2)(sinh(q +

η

2
)ep/c + sinh(q − η

2
)e−p/c)), (3.52)

S22 =
1

2
coth(q)(ep/c − e−p/c) +

sinh(η/2)

sinh(q)
(sinh(q +

η

2
)ep/c + sinh(q − η

2
)e−p/c). (3.53)

Поскольку мы подставили в квадратичную r-матричную структуру (1.4) матрицу r̃12(z) вместо
r12(z), каноническая скобка Пуассаона {p, q} = 1 согласованна со скобками Пуассона для
переменных S (3.7)–(3.11)
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Гамильтониан волчка пропорционален:

trS(p, q) = S11(p, q) + S22(p, q) =
sinh(η/2)

sinh(q)
(sinh(q +

η

2
)ep/c + sinh(q − η

2
)e−p/c) (3.54)

Поэтому гамильтониан Русенаарса определяю как:

HRS =
sinh(q + η

2 )

sinh(q)
ep/c +

sinh(q − η
2 )

sinh(q)
e−p/c. (3.55)

Связь с η-независимым описанием. Используя формулы перехода от координат S к S̃,
получаем:

S̃0 =
sinh(η/2)

sinh(q)
(sinh(q +

η

2
)ep/c + sinh(q − η

2
)e−p/c), (3.56)

S̃11 − S̃22 = −2 tanh
(η

2

)
(coth(q)(ep/c − e−p/c)+ (3.57)

+
sinh(η/2)

sinh(q)
(sinh(q +

η

2
)ep/c + sinh(q − η

2
)e−p/c)) (3.58)

S̃12 = sinh(
η

2
)
ep/c − e−p/c

sinh(q)
(3.59)

S̃21 = −2 sinh(
η

2
) cosh(q)(

1

2
coth(q)(ep/c − e−p/c) +

sinh(η/2)

sinh(q)
(sinh(q +

η

2
)ep/c+ (3.60)

+ sinh(q − η

2
)e−p/c)) + sinh3(

η

2
)
ep/c − e−p/c

sinh(q)
(3.61)

Модель Калоджеро. В нерелятивистском пределе:

η = ν/c, c→∞, (3.62)

гамильтониан (3.55) имеет вид:

HRS = 2 +
2

c2
HCM + o(

1

c3
), (3.63)

где

HCM =
1

2
p2 +

1

2
ν coth(q)p+

ν2

8
=

1

2
(p+

1

2
ν coth(q))2 − ν2

8 sinh2(q)
(3.64)

Стандартный видHCM = (1/2)p2+(1/2)ν2 sinh−2(q) получается,если совершить каноническую
замену переменных p → p + (1/2)ν coth(q), q′ → q и замену ν →

√
−2ν. Далее, рассмотрим

предел (3.62) матрицы S:

S = − lim
c→∞

cS =

(
p coth(q) − p

sinh(q)
cosh(q)(p coth(q) + ν) −p coth(q)− ν

)
. (3.65)

Скобки Пуассона между элементами матрицы S удовлетворяют соотношениям (3.24).

4. Заключение

В данной работе исследован ряд свойств квантовой тригонометрической R-матрицы(1.24). По-
казано, что для данной матрицы выполняется ассоциативное уравнение Янга-Бакстера (1.12).
Кроме того, данное уравнение выполняется для матриц (2.2), (2.3), (2.5). Как было отмечено
во введении, выполнение ассоциативного уравнения Янга-Бакстера для R-матрицы гаранти-
рует, что у соответствующего данной R-матрице волчка Эйлера-Арнольда(релятивистского
(1.15) либо классического (1.17)) уравнения движения эквивалентны уравнениям Лакса с па-
рой Лакса (1.16) для релятивистского волчка и (1.18) для классического. Выписаны в явном
виде обратные тензоры инерции (2.9) и (2.10).
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В частном случае 7-ми вершинной R-матрицы (1.25) исследована пуассонова структура ин-
тегрируемых волчков, получаемая из квадратичной r-матричной структуры (1.4). Было пока-
зано, что пуассонова структура и r-матричная структура согласованны, поэтому соответству-
ющий волчок интергрируем в терминах теоремы Лиувилля-Арнольда. Произведен переход
от η-зависимого описания релятивистского волчка к η-незвависимого, связь матриц Лакса и
явная замена переменных даны формулами (3.41)–(3.44). С помощью калибровочного преобра-
зования (3.49) от релятивистского волчка можно перейти к двухчастичной модели Русенаарса-
Шнайдера. В нерялятивистском пределе мы получаем двухчастичную модель Калоджеро, ко-
торая эквивалентна нерелятивистскому волчку. Данное построение должно работать и в слу-
чае произвольного числа размерностей. Эллиптический и рациональный случай изложены в
работах [7][8].

A. Прямое доказательство ассоциативного уравнения
Янга-Бакстера для тригонометрческой R-матрицы.

Запишем тригонометрическую R-матрицу в виде:

R~(z)ij,kl =δijδklδikf1(z, ~) + δijδklε(i6=k)f2(z, ~)ik + δilδjkε(i6=k)f3(z, ~)ik

+δi+k,j+lε(j<i<l)f4(z, ~)jkl + δi+k,j+lε(l<i<j)(−f4(z, ~)jkl)

+δi+k,lδj,Nε(l<N)f5(z, ~)ik − δi+k,jδl,Nε(j<N)f5(−z,−~)ki

−δi+k,Nδj,Nδl,Nf6(z, ~)i

(A.1)

где:

f1(z, ~) = coth(z) + coth(~) (A.2)

f2(z, ~)ik =
1

sinh(~)
exp

(
− ~
N

(2(k − i)−N sgn(k − i))
)

(A.3)

f3(z, ~)ik =
1

sinh(z)
exp

( z
N

(2(k − i)−N sgn(k − i))
)

(A.4)

f4(z, ~)jkl = 2 exp
(
− 2

N
((l − k)z + (k − j)~)

)
(A.5)

f5(z, ~)ik = c exp
(
− 2

N
(iz + k~)

)
(A.6)

f6(z, ~)i = 2c sinh(z + ~) exp
(
− 2

N
(i− N

2
)(z − h)

)
(A.7)

Разобьем R-матрицу на сумму матриц:

R~(z) = P ~(z) + U~(z) (A.8)

P ~(z) = S~(z) + T ~(z) (A.9)

S~(z)ij,kl = δijδklδikf1(z, ~) + δijδklε(i6=k)f2(z, ~)ik + δilδjkε(i6=k)f3(z, ~)ik (A.10)

T ~(z)ij,kl = δi+k,j+lε(j<i<l)f4(z, ~)jkl + δi+k,j+lε(l<i<j)(−f4(z, ~)jkl) (A.11)

U~(z)ij,kl = δi+k,lδj,Nε(l<N)f5(z, ~)ik − δi+k,jδl,Nε(j<N)f5(−z,−~)ki

−δi+k,Nδj,Nδl,Nf6(z, ~)i
(A.12)

Переставим индексы у этих матриц местами:

S~(z)kl,ij = δijδklδikf1(z, ~) + δijδklε(i6=k)f2(z, ~)ki + δilδjkε(i 6=k)f3(z, ~)ki = S̃~(z)ij,kl (A.13)
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T ~(z)kl,ij = δi+k,j+lε(j<i<l)(−f4(−z,−~)jkl)+

+ δi+k,j+lε(l<i<j)f4(−z,−~)jkl = T̃ ~(z)ij,kl
(A.14)

U~(z)kl,ij = δi+k,lδj,Nε(l<N)(−f5(−z,−~)ik) + δi+k,jδl,Nε(j<N)f5(z, ~)ki

−δi+k,Nδj,Nδl,Nf6(z, ~)k = Ũ~(z)ij,kl
(A.15)

R̃~(z) = S̃~(z) + T̃ ~(z) + Ũ~(z) (A.16)

Запишем ассоциативное уравнение Янга-Бакстера в координатах:

R~(z1 − z2)ij,kaR~′(z2 − z3)al,mn =

= R~′(z1 − z3)ia,mnR~−~′(z1 − z2)aj,kl +R~′−~(z2 − z3)kl,maR~(z1 − z3)ik,an
(A.17)

Воспользовавшись R̃-матрицей перепишем это уравнение в виде:

R~(z1 − z2)ij,kaR~′(z2 − z3)al,mn =

= R̃~′(z1 − z3)mn,iaR~−~′(z1 − z2)aj,kl +R~′−~(z2 − z3)kl,maR̃~(z1 − z3)an,ik
(A.18)

т.е. произведения R-матриц имееют одинаковый вид с точностью до замены переменных z и
~ и перестановок индексов:

(ij, kl,mn)↔ (mn, ij, kl)↔ (kl,mn, ij) (A.19)

а также замены знаков и индексов у функций f .
Докажем, что матрица S удовлетворяет ассоциативному уравнению Янга-Бакстера. Вычис-

лим произведение:

S~(z1 − z2)ij,kaS~′(z2 − z3)al,mn = δijδklδmnδikδlnf1(z1 − z2, ~)f1(z2 − z3, ~′)

+ δijδklδmnδikε(l 6=n)f1(z1 − z2, ~)f2(z2 − z3, ~′)ln

+ δijδknδikδlmε(l 6=n)f1(z1 − z2, ~)f3(z2 − z3, ~′)nl

+ δijδklδmnδlnε(i6=k)f2(z1 − z2, ~)ikf1(z2 − z3, ~′)

+ δilδjkδmnδlnε(i6=k)f3(z1 − z2, ~)ikf1(z2 − z3, ~′)

+ δijδklδmnε(i6=k)ε(l 6=n)f2(z1 − z2, ~)ikf2(z2 − z3, ~′)ln

+ δijδknδlmε(i6=k)ε(l 6=n)f2(z1 − z2, ~)ikf3(z2 − z3, ~′)nl

+ δilδjkδmnε(i6=k)ε(l 6=n)f3(z1 − z2, ~)ikf2(z2 − z3, ~′)ln

+ δinδjkδlmε(i6=k)ε(l 6=n)f3(z1 − z2, ~)ikf3(z2 − z3, ~′)nl

(A.20)

Для первых пяти слагаемых выпишем, когда они отличны от нуля:

1)i = j = k = l = m = n | i = j = k = l = m = n | i = j = k = l = m = n

2)i = j = k = l 6= m = n | m = n = i = j 6= k = l | k = l = m = n 6= i = j

3)i = j = k = n 6= l = m | m = n = i = l 6= j = k | k = l = m = j 6= n = i

4)k = l = m = n 6= i = j | i = j = k = l 6= m = n | m = n = i = j 6= k = l

5)i = l = m = n 6= j = k | m = j = k = l 6= n = i | k = n = i = j 6= l = m

(A.21)
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Каждое из следующих четырех слагаемых отлично от нуля в двух случаях:

6.1)i = j = m = n 6= k = l | m = n = k = l 6= i = j | k = l = i = j 6= m = n

6.2)i = j 6= m = n 6= k = l | m = n 6= k = l 6= i = j | k = l 6= i = j 6= m = n

7.1)i = j = l = m 6= k = n | m = n = j = k 6= i = l | k = l = n = i 6= m = j

7.2)i = j 6= l = m 6= k = n | m = n 6= j = k 6= i = l | k = l 6= n = i 6= m = j

8.1)j = k = m = n 6= i = l | n = i = k = l 6= m = j | l = m = i = j 6= k = n

8.2)j = k 6= m = n 6= i = l | n = i 6= k = l 6= m = j | l = m 6= i = j 6= k = n

9.1)j = k = l = m 6= i = n | n = i = j = k 6= m = l | l = m = n = i 6= k = j

9.2)j = k 6= l = m 6= i = n | n = i 6= j = k 6= m = l | l = m 6= n = i 6= k = j

(A.22)

Объединяя слагаемые, ненулевые при одних и тех же i,j,k,l,m,n, получаем соотношения для
функций f :

f~1 (z1 − z2)f~
′

1 (z2 − z3) =f~
′

1 (z1 − z3)f~−~
′

1 (z1 − z2) + f~
′−~

1 (z2 − z3)f~1 (z1 − z3)

f~1 (z1 − z2)f~
′

2 (z2 − z3)ij =f~
′

2 (z1 − z3)ijf~−~
′

1 (z1 − z2) + f~
′−~

2 (z2 − z3)ijf~2 (z1 − z3)ij

f~2 (z1 − z2)ijf~
′

1 (z2 − z3) =f~
′

2 (z1 − z3)ijf~−~
′

2 (z1 − z2)ij + f~
′−~

1 (z2 − z3)f~2 (z1 − z3)ij

f~2 (z1 − z2)jif~
′

2 (z2 − z3)ij =f~
′

1 (z1 − z3)f~−~
′

2 (z1 − z2)ji + f~
′−~

2 (z2 − z3)ijf~1 (z1 − z3)

f~1 (z1 − z2)f~
′

3 (z2 − z3)ij =f~
′

3 (z1 − z3)ijf~−~
′

3 (z1 − z2)ji + f~
′−~

3 (z2 − z3)ijf~1 (z1 − z3)

f~3 (z1 − z2)ijf~
′

1 (z2 − z3) =f~
′

1 (z1 − z3)f~−~
′

3 (z1 − z2)ij + f~
′−~

3 (z2 − z3)jif~3 (z1 − z3)ij

f~3 (z1 − z2)ijf~
′

3 (z2 − z3)ij =f~
′

3 (z1 − z3)ijf~−~
′

1 (z1 − z2) + f~
′−~

1 (z2 − z3)f~3 (z1 − z3)ij

f~2 (z1 − z2)ijf~
′

2 (z2 − z3)jk =f~
′

2 (z1 − z3)ikf~−~
′

2 (z1 − z2)ij + f~
′−~

2 (z2 − z3)jkf~1 (z1 − z3)ik

f~3 (z1 − z2)ijf~
′

3 (z2 − z3)ik =f~
′

3 (z1 − z3)ikf~−~
′

3 (z1 − z2)kj + f~
′−~

3 (z2 − z3)jkf~3 (z1 − z3)ij

f~2 (z1 − z2)ijf~
′

3 (z2 − z3)jk =f~
′−~

3 (z2 − z3)jkf~2 (z1 − z3)ij

f~3 (z1 − z2)ijf~
′

2 (z2 − z3)ik =f~
′

2 (z1 − z3)ikf~−~
′

3 (z1 − z2)ij

0 =f~
′

3 (z1 − z3)ijf~−~
′

2 (z1 − z2)jk + f~
′−~

2 (z2 − z3)kjf~3 (z1 − z3)ij

(A.23)

Прямой проверкой можно убедиться, что данные соотношения выполнены.
Теперь докажем ассоциативное уравнение Янга-Бакстера для P -матрицы.

S~
12T

~′
23 + T ~

12S
~′
23 + T ~

12T
~′
23 =

=S~′
13T

~−~′
12 + T ~′

13S
~−~′
12 + S~′

13S
~−~′
12 + S~′−~

23 T ~
13 + T ~′−~

23 S~
13 + T ~′−~

23 T ~
13

(A.24)

Вычислим произведения:

S~(z1 − z2)ij,kaT ~′(z2 − z3)al,mn =

=δijδikδk+m,l+nε(l<k<n)f1(z1 − z2, ~)f4(z2 − z3, ~′)lmn
−δijδikδk+m,l+nε(n<k<l)f1(z1 − z2, ~)f4(z2 − z3, ~′)lmn
+δijε(i 6=k)δk+m,l+nε(l<k<n)f2(z1 − z2, ~)ikf4(z2 − z3, ~′)lmn
−δijε(i 6=k)δk+m,l+nε(n<k<l)f2(z1 − z2, ~)ikf4(z2 − z3, ~′)lmn
+δjkε(i6=k)δi+m,l+nε(l<i<n)f3(z1 − z2, ~)ikf4(z2 − z3, ~′)lmn
−δjkε(i6=k)δi+m,l+nε(n<i<l)f3(z1 − z2, ~)ikf4(z2 − z3, ~′)lmn

(A.25)

T ~(z1 − z2)ij,kaS~′(z2 − z3)al,mn =

=δmnδlnδi+k,j+lε(j<i<l)f4(z1 − z2, ~)jklf1(z2 − z3, ~′)
−δmnδlnδi+k,j+lε(l<i<j)f4(z1 − z2, ~)jklf1(z2 − z3, ~′)

(A.26)
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+δmnε(l 6=n)δi+k,j+lε(j<i<l)f4(z1 − z2, ~)jklf2(z2 − z3, ~′)ln
−δmnε(l 6=n)δi+k,j+lε(l<i<j)f4(z1 − z2, ~)jklf2(z2 − z3, ~′)ln
+δlmε(l 6=n)δi+k,j+nε(j<i<n)f4(z1 − z2, ~)jknf3(z2 − z3, ~′)nl
−δlmε(l 6=n)δi+k,j+nε(n<i<j)f4(z1 − z2, ~)jknf3(z2 − z3, ~′)nl

(A.27)

T ~(z1 − z2)ij,kaT ~′(z2 − z3)al,mn =

=δi+k+m,j+l+nε(j<i)ε(j<k)ε(l<m<n)f4(z1 − z2,−~)kjif4(z2 − z3, ~′)lmn
−δi+k+m,j+l+nε(j<i)ε(j<k)ε(n<m<l)f4(z1 − z2,−~)kjif4(z2 − z3, ~′)lmn
−δi+k+m,j+l+nε(i<j)ε(k<j)ε(l<m<n)f4(z1 − z2,−~)kjif4(z2 − z3, ~′)lmn
+δi+k+m,j+l+nε(i<j)ε(k<j)ε(n<m<l)f4(z1 − z2,−~)kjif4(z2 − z3, ~′)lmn

(A.28)

Выпишем, когда данные 16 слагаемых отличны от нуля:

1a)i = j = k, k +m = l + n, l < k < n;

1b)m = n = i, i+ k = j + l, j < i < l;

1c)k = l = m, m+ i = n+ j, n < m < j;

(A.29)

2a)i = j = k, k +m = l + n, n < k < l;

2b)m = n = i, i+ k = j + l, l < i < j;

2c)k = l = m, m+ i = n+ j, j < m < n;

(A.30)

3a)i = j 6= k, k +m = l + n, l < k < n; i = n

3b)m = n 6= i, i+ k = j + l, j < i < l;

3c)k = l 6= m, m+ i = n+ j, n < m < j;

(A.31)

4a)i = j 6= k, k +m = l + n, n < k < l;

4b)m = n 6= i, i+ k = j + l, l < i < j;

4c)k = l 6= m, m+ i = n+ j, j < m < n;

(A.32)

5a)k = j 6= i, i+m = l + n, l < i < n;

5b)i = n 6= m, m+ k = j + l, j < m < l;

5c)m = l 6= k, k + i = n+ j, n < k < j;

(A.33)

6a)k = j 6= i, i+m = l + n, n < i < l;

6b)i = n 6= m, m+ k = j + l, l < m < j;

6c)m = l 6= k, k + i = n+ j, j < k < n;

(A.34)

7a)m = n = l, i+ k = j + l, j < i < l;

7b)k = l = j, m+ i = n+ j, n < m < j;

7c)i = j = n, k +m = l + n, l < k < n;

(A.35)

8a)m = n = l, i+ k = j + l, l < i < j;

8b)k = l = j, m+ i = n+ j, j < m < n;

8c)i = j = n, k +m = l + n, n < k < l;

(A.36)

9a)m = n 6= l, i+ k = j + l, j < i < l;

9b)k = l 6= j, m+ i = n+ j, n < m < j;

9c)i = j 6= n, k +m = l + n, l < k < n;

(A.37)

10a)m = n 6= l, i+ k = j + l, l < i < j;

10b)k = l 6= j, m+ i = n+ j, j < m < n;

10c)i = j 6= n, k +m = l + n, n < k < l;

(A.38)

11a)m = l 6= n, i+ k = j + n, j < i < n;

11b)k = j 6= l, m+ i = n+ l, n < m < l;

11c)i = n 6= j, k +m = l + j, l < k < j;

(A.39)

12a)m = l 6= n, i+ k = j + n, n < i < j;

12b)k = j 6= l, m+ i = n+ l, l < m < n;

12c)i = n 6= j, k +m = l + j, j < k < l;

(A.40)

13a)i+ k +m = j + n+ l, j < i, j < k, l < m < n;

13b)i+ k +m = j + n+ l, n < m, n < i, j < k < l;

13c)i+ k +m = j + n+ l, l < k, l < m, n < i < j;

(A.41)
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14a)i+ k +m = j + n+ l, j < i, j < k, n < m < l;

14b)i+ k +m = j + n+ l, n < m, n < i, l < k < j;

14c)i+ k +m = j + n+ l, l < k, l < m, j < i < n;

(A.42)

15a)i+ k +m = j + n+ l, i < j, k < j, l < m < n;

15b)i+ k +m = j + n+ l, m < n, i < n, j < k < l;

15c)i+ k +m = j + n+ l, k < l, m < l, n < i < j;

(A.43)

16a)i+ k +m = j + n+ l, i < j, k < j, n < m < l;

16b)i+ k +m = j + n+ l, m < n, i < n, l < k < j;

16c)i+ k +m = j + n+ l, k < l, m < l, j < i < n;

(A.44)

Сгруппировав слагаемые, ненулевые при одинаковых i,j,k,l,m,n, получаем следующие соот-
ношения:

f~
1 (z1 − z2)f

~′
4 (z2 − z3)lmn = f−~′

4 (−z1 + z3)nklf
~−~′
3 (z1 − z2)lk + f~′−~

4 (z2 − z3)lmnf
~
2 (z1 − z3)kn

(1a; 9c при i = k; 12b при i = j) и (2a; 10c при i = k; 11b при i = j), k +m = l + n

f~
4 (z1 − z2)jklf

~′
2 (z2 − z3)li = f~′

1 (z1 − z3)f
~−~′
4 (z1 − z2)jkl − f~′−~

4 (z2 − z3)lijf
~
3 (z1 − z3)ij

(1b; 9a при i = n; 12c при i = m) и (2b; 10a при i = n; 11c при i = m), i+ k = j + l

f~
4 (z1 − z2)jmnf

~′
3 (z2 − z3)nm = f−~′

4 (−z1 + z3)nijf
~−~′
2 (z1 − z2)jm + f~′−~

1 (z2 − z3)f
−~
4 (−z1 + z3)nij

(1c; 9b при k = m; 12a при k = l) и (2c; 10b при k = m; 11a при k = l), i+ n = j +m

f~
4 (z1 − z2)jklf

~′
1 (z2 − z3) = f~′

2 (z1 − z3)ilf
~−~′
4 (z1 − z2)jkl + f~′−~

3 (z2 − z3)klf
−~
4 (−z1 + z3)lij

(7a; 3b при l = n; 6c при l = n) и (8a; 4b при l = n; 5c при l = n), i+ k = j + l

f~
3 (z1 − z2)ijf

~′
4 (z2 − z3)jmn = f−~′

4 (−z1 + z3)nijf
~−~′
1 (z1 − z2) + f~′−~

2 (z2 − z3)jmf−~
4 (−z1 + z3)nij

(7b; 3c при k = l; 6a при k = l) и (7b; 3c при k = l; 6a при k = l), i+m = j + n

f~
2 (z1 − z2)nkf

~′
4 (z2 − z3)lmn = −f~′

3 (z1 − z3)nmf~−~′
4 (z1 − z2)nkl + f~′−~

4 (z2 − z3)lmnf
~
1 (z1 − z3)

(7c; 3a при j = n; 6b при j = n) и (8c; 4a при j = n; 5b при j = n), k +m = l + n

(A.45)

f~
2 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)lmn = f~′−~

4 (z2 − z3)lmnf
~
2 (z1 − z3)in

(3a и 9c при n, k > i или n, k < i) и (4a и 10c при n, k > i или n, k < i), k +m = l + n

f~
4 (z1 − z2)jklf

~′
2 (z2 − z3)ln = f~′

2 (z1 − z3)inf
~−~′
4 (z1 − z2)jkl

(3b и 9a при i, l > n или i, l < n) и (4b и 10a при i, l > n или i, l < n), i+ k = j + l

0 = f−~′
4 (−z1 + z3)nijf

~−~′
2 (z1 − z2)jl + f~′−~

2 (z2 − z3)lmf−~
4 (−z1 + z3)nij

(3c и 9b при m, j > k или m, j < k) и (4c и 10b при m, j > k или m, j < k), i+m = j + n

f~
3 (z1 − z2)ijf

~′
4 (z2 − z3)lmn = f−~′

4 (−z1 + z3)nilf
~−~′
3 (z1 − z2)lj

(5a и 12b при i, l > j или i, l < j) и (6a и 11b при i, l > j или i, l < j), i+m = l + n

0 = f~′
3 (z1 − z3)nmf~−~′

4 (z1 − z2)jkl − f~′−~
4 (z2 − z3)lmjf

~
3 (z1 − z3)nj

(5b и 12c при m, j > n или m, j < n) и (6b и 11c при m, j > n или m, j < n), k +m = j + l

f~
4 (z1 − z2)jknf

~′
3 (z2 − z3)nl = f~′−~

3 (z2 − z3)klf
−~
4 (−z1 + z3)nij

(5c и 12a при k, n > l или k, n < l) и (6c и 11a при k, n > l или k, n < l), i+ k = j + n

(A.46)

f~
2 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)lmn = −f~′

4 (−z1 + z3)inmf~−~′
4 (z1 − z2)ikl + f~′−~

4 (z2 − z3)lmnf
~
2 (z1 − z3)in

(3a и 9c при k < i < n; 16b при i = j), k +m = l + n

f~
2 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)lmn = f~′

4 (−z1 + z3)inmf~−~′
4 (z1 − z2)ikl + f~′−~

4 (z2 − z3)lmnf
~
2 (z1 − z3)in

(4a и 10c при n < i < k; 13b при i = j), k +m = l + n

f~
4 (z1 − z2)jklf

~′
2 (z2 − z3)ln = f~′

2 (z1 − z3)inf
~−~′
4 (z1 − z2)jkl − f−~′+~

4 (z2 − z3)nlkf
−~
4 (−z1 + z3)nij

(3b и 9a при i < n < l; 16c при m = n), i+ k = j + l

f~
4 (z1 − z2)jklf

~′
2 (z2 − z3)ln = f~′

2 (z1 − z3)inf
~−~′
4 (z1 − z2)jkl + f−~′+~

4 (z2 − z3)nlkf
−~
4 (−z1 + z3)nij

(4b и 10a при l < n < i; 13c при m = n), i+ k = j + l

−f−~
4 (z1 − z2)ljif

~′
4 (z2 − z3)lmn = f−~′

4 (−z1 + z3)nijf
~−~′
2 (z1 − z2)jl + f~′−~

2 (z2 − z3)lmf−~
4 (−z1 + z3)nij

(3c и 9b при m < l < j; 16a при k = l), i+m = j + n

f−~
4 (z1 − z2)ljif

~′
4 (z2 − z3)lmn = f−~′

4 (−z1 + z3)nijf
~−~′
2 (z1 − z2)jl + f~′−~

2 (z2 − z3)lmf−~
4 (−z1 + z3)nij

(4c и 10b при j < l < m; 13a при k = l), i+m = j + n

(A.47)
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f~
3 (z1 − z2)ijf

~′
4 (z2 − z3)lmn = f−~′

4 (z3 − z1)nilf
~−~′
3 (z1 − z2)lj + f~−~′

4 (z2 − z3)mljf
−~
4 (z3 − z1)nij

(5a и 12b при l < j < i; 15c при j = k), i+m = l + n

f~
3 (z1 − z2)ijf

~′
4 (z2 − z3)lmn = f−~′

4 (z3 − z1)nilf
~−~′
3 (z1 − z2)lj − f~−~′

4 (z2 − z3)mljf
−~
4 (z3 − z1)nij

(6a и 11b при i < j < l; 14c при j = k), i+m = l + n

−f−~
4 (z1 − z2)kjnf

~′
4 (z2 − z3)lmn = f~′

3 (z1 − z3)nmf~−~′
4 (z1 − z2)jkl − f~′−~

4 (z2 − z3)lmjf
~
3 (z1 − z3)nj

(5b и 12c при j < n < m; 15a при i = n), k +m = j + l

f−~
4 (z1 − z2)kjnf

~′
4 (z2 − z3)lmn = f~′

3 (z1 − z3)nmf~−~′
4 (z1 − z2)jkl − f~′−~

4 (z2 − z3)lmjf
~
3 (z1 − z3)nj

(6b и 11c при m < n < j; 14a при i = n), k +m = j + l

f~
4 (z1 − z2)jknf

~′
3 (z2 − z3)nl = −f~′

4 (z3 − z1)inlf
~−~′
4 (z1 − z2)jkl + f~′−~

3 (z2 − z3)klf
−~
4 (z3 − z1)nij

(5c и 12a при n < l < k; 15a при l = m), i+ k = j + n

f~
4 (z1 − z2)jknf

~′
3 (z2 − z3)nl = f~′

4 (z3 − z1)inlf
~−~′
4 (z1 − z2)jkl + f~′−~

3 (z2 − z3)klf
−~
4 (z3 − z1)nij

(6c и 11a при k < l < n; 14a при l = m), i+ k = j + n

(A.48)

f−~
4 (z1 − z2)kjif

~′
4 (z2 − z3)lmn = f~′

4 (−z1 + z3)inmf~−~′
4 (z1 − z2)jkl

(13a при k < l; 15b при l < m) и (13b при j < i; 14a при n < i) и
(16a при l < k; 14b при m < l) и (16b при i < j; 15a при i < n), i+ k +m = j + l + n

f−~
4 (z1 − z2)kjif

~′
4 (z2 − z3)lmn = f−~′+~

4 (z2 − z3)mlkf
−~
4 (−z1 + z3)nij

(13a при l < k; 14c при j < k) и (13c при m < n; 15a при n < i) и
(16a при k < l; 15c при k < j) и (16b при n < m; 14a при i < n), i+ k +m = j + l + n

0 = f~′
4 (−z1 + z3)inmf~−~′

4 (z1 − z2)jkl − f−~′+~
4 (z2 − z3)mlkf

−~
4 (−z1 + z3)nij

(13b при i < j; 15c при j < k) и (13c при n < m; 14b при l < m) и
(16b при j < i; 14c при k < j) и (16c при m < n; 15b при m < l), i+ k +m = j + l + n

(A.49)

Если матрица U подчиняется ассоциативному уравнению Янга-Бакстера, то выполнено сле-
дующее соотношение:

P ~
12U

~′
23 + U~

12U
~′
23 = P ~′

13U
~−~′
12 + U~′

13P
~−~′
12 + P ~′−~

23 U~
13 + U~′−~

23 P ~
13 (A.50)

Вычислим произведения:

P ~(z1 − z2)ij,kaU~′(z2 − z3)al,mn = δijδikδk+m,nδl,Nε(n<N)f1(z1 − z2, ~)f5(z2 − z3, ~′)km
−δijδikδk+m,nδn,Nε(l<N)f1(z1 − z2, ~)f5(−z2 + z3,−~′)mk
−δijδikδk+m,Nδl,Nδn,Nf1(z1 − z2, ~)f6(z2 − z3, ~′)k
+δijδk+m,nδl,Nε(i 6=k)ε(n<N)f2(z1 − z2, ~)ikf5(z2 − z3, ~′)km
−δijδk+m,nδn,Nε(i6=k)ε(l<N)f2(z1 − z2, ~)ikf5(−z2 + z3,−~′)mk
−δijδk+m,Nδl,Nδn,Nε(i6=k)f2(z1 − z2, ~)ikf6(z2 − z3, ~′)k
+δjkδi+m,nδl,Nε(i 6=k)ε(n<N)f3(z1 − z2, ~)ikf5(z2 − z3, ~′)im
−δjkδi+m,nδn,Nε(i6=k)ε(l<N)f3(z1 − z2, ~)ikf5(−z2 + z3,−~′)mi
−δjkδi+m,Nδl,Nδn,Nε(i6=k)f3(z1 − z2, ~)ikf6(z2 − z3, ~′)i
+δi+k+m,j+nδl,Nε(j<i)ε(j<k)ε(m<n<N)f4(z1 − z2,−~)kjif5(z2 − z3, ~′)n−m,m
−δi+k+m,j+lδn,Nε(j<i)ε(j<k)ε(m<l<N)f4(z1 − z2,−~)kjif5(−z2 + z3,−~′)m,l−m
−δi+k+m,j+Nδl,Nδn,Nε(j<i)ε(j<k)ε(m<N)f4(z1 − z2,−~)kjif6(z2 − z3, ~′)N−m
−δi+k+m,j+nδl,Nε(j>i)ε(j>k)ε(m<n<N)f4(z1 − z2,−~)kjif5(z2 − z3, ~′)n−m,m
+δi+k+m,j+lδn,Nε(j>i)ε(j>k)ε(m<l<N)f4(z1 − z2,−~)kjif5(−z2 + z3,−~′)m,l−m
+δi+k+m,j+Nδl,Nδn,Nε(j>i)ε(j>k)ε(m<N)f4(z1 − z2,−~)kjif6(z2 − z3, ~′)N−m

(A.51)

U~(z1 − z2)ij,kaP ~′(z2 − z3)al,mn = δmnδlnδi+k,lδj,Nε(l<N)f5(z1 − z2, ~)ikf1(z2 − z3, ~′)
−δmnδlnδi+k,jδl,Nε(j<N)f5(−z1 + z2,−~)kif1(z2 − z3, ~′)
−δmnδlnδi+k,Nδj,Nδl,Nf6(z1 − z2, ~)if1(z2 − z3, ~′)

(A.52)
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+δmnδi+k,lδj,Nε(l 6=n)ε(l<N)f5(z1 − z2, ~)ikf2(z2 − z3, ~′)ln
−δmnδi+k,jδl,Nε(l 6=n)ε(j<N)f5(−z1 + z2,−~)kif2(z2 − z3, ~′)ln
−δmnδi+k,Nδj,Nδl,Nε(l 6=n)f6(z1 − z2, ~)if2(z2 − z3, ~′)ln
+δlmδi+k,nδj,Nε(l 6=n)ε(n<N)f5(z1 − z2, ~)ikf3(z2 − z3, ~′)nl
−δlmδi+k,jδn,Nε(l 6=n)ε(j<N)f5(−z1 + z2,−~)kif3(z2 − z3, ~′)nl
−δlmδi+k,Nδj,Nδl,Nε(l 6=n)f6(z1 − z2, ~)if3(z2 − z3, ~′)nl
+δi+k+m,l+nδj,Nε(l<m<n)ε(i+ k<N)f5(z1 − z2, ~)ikf4(z2 − z3, ~′)lmn
−δi+k+m,l+nδj,Nε(m<m<l)ε(i+ k<N)f5(z1 − z2, ~)ikf4(z2 − z3, ~′)lmn

(A.53)

Выпишем, когда данные 26 слагаемых отличны от нуля:

# a(ij, kl,mn) b(mn, ij, kl) c(kl,mn, ij)
1 (i = j = k) ∧m < n < l = N (m = n = i) ∧ k < l < j = N (k = l = m) ∧ i < j < n = N
2 (i = j = k) ∧m < l < n = N (m = n = i) ∧ k < j < l = N (k = l = m) ∧ i < n < j = N
3 (i = j = k) ∧m < l = n = N (m = n = i) ∧ k < j = l = N (k = l = m) ∧ i < j = n = N

4
k ∧m < n < l = N

i = j 6= k
i ∧ k < l < j = N

m = n 6= i
m ∧ i < j < n = N

k = l 6= m

5
k ∧m < l < n = N

i = j 6= k
i ∧ k < j < l = N

m = n 6= i
m ∧ i < n < j = N

k = l 6= m

6
k ∧m < l = n = N

i = j 6= k
i ∧ k < j = l = N

m = n 6= i
m ∧ i < j = n = N

k = l 6= m

7
i ∧m < n < l = N

k = j 6= i
m ∧ k < l < j = N

i = n 6= m
k ∧ i < j < n = N

m = l 6= k

8
i ∧m < l < n = N

k = j 6= i
m ∧ k < j < l = N

i = n 6= m
k ∧ i < n < j = N

m = l 6= k

9
i ∧m < l = n = N

k = j 6= i
m ∧ k < j = l = N

i = n 6= m
k ∧ i < j = n = N

m = l 6= k
10 (j < i ∧ k) ∧m < n < l = N (n < m ∧ i) ∧ k < l < j = N (l < k ∧m) ∧ i < j < n = N
11 (j < i ∧ k) ∧m < l < n = N (n < m ∧ i) ∧ k < j < l = N (l < k ∧m) ∧ i < n < j = N
12 (j < i ∧ k) ∧m < l = n = N (n < m ∧ i) ∧ k < j = l = N (l < k ∧m) ∧ i < j = n = N
13 (i ∧ k < j) ∧ (m < n < l = N) (m ∧ i < n) ∧ (k < l < j = N) (k ∧m < l) ∧ (i < j < n = N)
14 (i ∧ k < j) ∧ (m < l < n = N) (m ∧ i < n) ∧ (k < j < l = N) (k ∧m < l) ∧ (i < n < j = N)
15 (i ∧ k < j) ∧ (m < l = n = N) (m ∧ i < n) ∧ (k < j = l = N) (k ∧m < l) ∧ (i < j = n = N)
16 i ∧ k < m = n = l < j = N m ∧ i < k = l = j < n = N k ∧m < i = j = n < l = N
17 i ∧ k < j < m = n = l = N m ∧ i < n < k = l = j = N k ∧m < l < i = j = n = N
18 i ∧ k < m = n = l = j = N m ∧ i < k = l = j = n = N k ∧m < i = j = n = l = N

19
i ∧ k < l < j = N

m = n 6= l
m ∧ i < j < n = N

k = l 6= j
k ∧m < n < l = N

i = j 6= n
20 (i ∧ k < j) ∧ (m = n) < l = N (m ∧ i < n) ∧ (k = l) < j = N (k ∧m < l) ∧ (i = j) < n = N
21 i ∧ k ∧ (m = n) < j = l = N m ∧ i ∧ (k = l) < j = n = N k ∧m ∧ (i = j) < l = n = N

22
i ∧ k < n < j = N

m = l 6= n
m ∧ i < l < n = N

k = j 6= l
k ∧m < j < l = N

i = n 6= j
23 (i ∧ k < j) ∧ (m = l) < n = N (m ∧ i < n) ∧ (k = j) < l = N (k ∧m < l) ∧ (i = n) < j = N
24 i ∧ k ∧ (m = l) < j = n = N m ∧ i ∧ (k = j) < l = n = N k ∧m ∧ (i = n) < j = l = N
25 (l < m) ∧ i ∧ k < n ∧ (j = N) (j < k) ∧m ∧ i < l ∧ (n = N) (n < i) ∧ k ∧m < j ∧ (l = N)
26 (n < m) ∧ i ∧ k < l ∧ (j = N) (l < k) ∧m ∧ i < j ∧ (n = N) (j < i) ∧ k ∧m < n ∧ (l = N)

(A.54)

Для всех этих слагаемых также выполнено соотношение i+k+m = j+l+n−N . Сгруппировав
слагаемые, ненулевые при одинаковых i,j,k,l,m,n, получаем следующие тождества:

f~
1 (z1 − z2)f

~′
5 (z2 − z3)km = f~′

5 (z1 − z3)kmf~−~′
3 (z1 − z2)Nk + f~′−~

5 (z2 − z3)kmf~
2 (z1 − z3)kn

(1a; 19c при i = k; 23b при i = k), k +m = n

f~
1 (z1 − z2)f

−~′
5 (−z2 + z3)mk = f−~′

5 (−z1 + z3)mkf
~−~′
3 (z1 − z2)lk + f−~′+~

5 (−z2 + z3)mkf
~
2 (z1 − z3)kN

(2a; 20c при i = k; 22b при i = k), k +m = l

f~
1 (z1 − z2)f

~′
6 (z2 − z3)k = f~′

6 (z1 − z3)kf
~−~′
3 (z1 − z2)Nk + f~′−~

6 (z2 − z3)kf
~
2 (z1 − z3)kN

(3a; 21c при i = k; 24b при i = k), k +m = N

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
2 (z2 − z3)li = f~′

1 (z1 − z3)f
~−~′
5 (z1 − z2)ik + f−~′+~

5 (−z2 + z3)ikf
~
3 (z1 − z3)iN

(1b; 19a при i = m; 23c при i = m), i+ k = l

f−~
5 (−z1 + z2)kif

~′
2 (z2 − z3)Ni = f~′

1 (z1 − z3)f
−~+~′
5 (−z1 + z2)ki + f~′−~

5 (z2 − z3)kif
~
3 (z1 − z3)ij

(2b; 20a при i = m; 22c при i = m), i+ k = j

(A.55)
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f~
6 (z1 − z2)if

~′
2 (z2 − z3)Ni = f~′

1 (z1 − z3)f
~−~′
6 (z1 − z2)i + f~′−~

6 (z2 − z3)if
~
3 (z1 − z3)iN

(3b; 21a при i = m; 24c при i = m), i+ k = N

f−~
5 (−z1 + z2)kif

~′
3 (z2 − z3)Nk = f−~′

5 (−z1 + z3)kif
~−~′
2 (z1 − z2)jk + f~′−~

1 (z2 − z3)f
−~
5 (−z1 + z3)ki

(1c; 19b при k = m; 23a при k = m), k + i = j

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
3 (z2 − z3)nk = f~′

5 (z1 − z3)ikf
~−~′
2 (z1 − z2)Nk + f~′−~

1 (z2 − z3)f
~
5 (z1 − z3)ik

(2c; 20b при k = m; 22a при k = m), k + i = n

f~
6 (z1 − z2)if

~′
3 (z2 − z3)Nk = f~′

6 (z1 − z3)if
~−~′
2 (z1 − z2)Nk + f~′−~

1 (z2 − z3)f
~
6 (z1 − z3)i

(3c; 21b при k = m; 24a при k = m), k + i = N

(A.56)

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
1 (z2 − z3) = f~′

2 (z2 − z3)imf~−~′
5 (z1 − z2)ik + f~′−~

3 (z2 − z3)kmf~
5 (z1 − z3)ik

(16a; 4b при l = n; 8c при l = n), i+ k = m

f−~
5 (−z1 + z2)kif

~′
1 (z2 − z3) = f~′

2 (z2 − z3)iNf−~+~′
5 (−z1 + z2)ki + f~′−~

3 (z2 − z3)kNf−~
5 (−z1 + z3)ki

(17a; 5b при l = n; 7c при l = n), i+ k = j

f~
6 (z1 − z2)if

~′
1 (z2 − z3) = f~′

2 (z2 − z3)iNf~−~′
6 (z1 − z2)i + f~′−~

3 (z2 − z3)kNf~
6 (z1 − z3)i

(18a; 6b при l = n; 9c при l = n), i+ k = j

f~
3 (z1 − z2)ikf

−~′
5 (−z2 + z3)mi = f−~′

5 (−z2 + z3)mif
~−~′
1 (z1 − z2) + f~′−~

2 (z2 − z3)kmf−~
5 (−z1 + z3)mi

(16b; 4c при l = j; 8a при l = j), i+m = k

f~
3 (z1 − z2)iNf~′

5 (z2 − z3)im = f~′
5 (z2 − z3)imf~−~′

1 (z1 − z2) + f~′−~
2 (z2 − z3)Nmf~

5 (z1 − z3)im

(17b; 5c при l = j; 7a при l = j), i+m = n

f~
3 (z1 − z2)iNf~′

6 (z2 − z3)i = f~′
6 (z2 − z3)if

~−~′
1 (z1 − z2) + f~′−~

2 (z2 − z3)Nmf~
6 (z1 − z3)i

(18b; 6c при l = j; 9a при l = j), i+m = N

f~
2 (z1 − z2)ikf

~′
5 (z2 − z3)km = −f~′

3 (z2 − z3)imf−~+~′
5 (−z1 + z2)km + f~′−~

5 (z2 − z3)kmf~
1 (z1 − z3)

(16c; 4a при j = n; 8b при j = n), k +m = i

f~
2 (z1 − z2)Nkf

~′
5 (−z2 + z3)mk = −f~′

3 (z2 − z3)Nmf~−~′
5 (z1 − z2)mk + f−~′+~

5 (−z2 + z3)mkf
~
1 (z1 − z3)

(17c; 5a при j = n; 7b при j = n), k +m = l

f~
2 (z1 − z2)Nkf

~′
6 (z2 − z3)k = f~′

3 (z2 − z3)Nmf~−~′
5 (z1 − z2)m + f~′−~

5 (z2 − z3)kf
~
1 (z1 − z3)

(18c; 6a при j = n; 9b при j = n), k +m = N

(A.57)

f~
2 (z1 − z2)ikf

~′
5 (z2 − z3)km + f~′

4 (z3 − z1)inmf~′−~
5 (z2 − z1)k,i−k = f~′−~

5 (z2 − z3)kmf~
2 (z1 − z3)in

(4a при k <i < n; 19c при k < i < n; 14b при i = j, n < N), k +m = n

f~
2 (z1 − z2)ikf

−~′
5 (z3 − z2)km = f−~′

5 (z3 − z1)mif
~−~′
4 (z1 − z2)ikl + f~+~′

5 (z3 − z2)mkf
~
2 (z1 − z3)iN

(5a при i <k; 20c при i < k; 25b при i = j, l < N), k +m = l

f~
2 (z1 − z2)ikf

~′
6 (z2 − z3)k = f~′

4 (z3 − z1)iNmf~′−~
5 (z2 − z1)k,i−k + f~′−~

6 (z2 − z3)kf
~
2 (z1 − z3)iN

(6a при k <i < n; 21c при k < i; 14b при i = j, n = N), k +m = N

f~
2 (z1 − z2)ikf

~′
6 (z2 − z3)k = f−~′

5 (z3 − z1)mif
~−~′
4 (z1 − z2)ikN + f~′−~

6 (z2 − z3)kf
~
2 (z1 − z3)iN

(6a при i <k; 21c при i < k; 25b при i = j, l = N), k +m = N

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
2 (z2 − z3)lm = f~′

2 (z1 − z3)imf~−~′
5 (z1 − z2)ik − f~−~′

4 (z2 − z3)mlkf
~
5 (z1 − z3)i,m−i

(4b при i <m < l; 19a при i < m < l; 14c при m = n, l < N), i+ k = l

f−~
5 (z2 − z1)kif

~′
2 (z2 − z3)lm = f~′

2 (z1 − z3)imf~′−~
5 (z2 − z1)ki + f~′−~

5 (z2 − z3)kmf−~
4 (z3 − z1)mij

(5b при m <i; 20a при i < m; 25c при m = n, j < N), i+ k = j

f~
6 (z1 − z2)if

~′
2 (z2 − z3)Nm = f~′

2 (z1 − z3)imf~−~′
6 (z1 − z2)i + f~−~′

4 (z2 − z3)mNkf
~
5 (z1 − z3)i,m−i

(6b при i <m < N ; 21a при i < m; 14c при m = n, l = N), i+ k = N

f~
6 (z1 − z2)if

~′
2 (z2 − z3)Nm = f~′

2 (z1 − z3)imf~−~′
6 (z1 − z2)i + f~′−~

5 (z2 − z3)kmf−~
4 (z3 − z1)miN

(6b при m <i; 19a при m < i; 25c при m = n, j = N), i+ k = N

−f−~
4 (z1 − z2)kjif

~′
5 (z2 − z3)m,k−m = f−~′

5 (z3 − z1)mif
~−~′
2 (z1 − z2)jk + f~′−~

2 (z2 − z3)kmf−~
5 (z3 − z1)mi

(4c при m <k < j; 19b при m < k < j; 14a при k = l, j < N), i+m = j

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)kmn = f~′

5 (z1 − z3)imf~−~′
2 (z1 − z2)Nk + f~′−~

2 (z2 − z3)kmf~
5 (z1 − z3)im

(5c при k <m; 20b при k < m; 25a при k = l, n < N), i+m = n

(A.58)
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−f−~
4 (z1 − z2)kNif

~′
5 (z2 − z3)m,k−m = f~′

6 (z1 − z3)if
~−~′
2 (z1 − z2)Nk + f~′−~

2 (z2 − z3)kmf~
5 (z1 − z3)i

(6c при m <k < N ; 21b при m < k; 14a при k = l, j = N), i+m = N

−f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)kmN = f~′

6 (z1 − z3)if
~−~′
2 (z1 − z2)Nk + f~′−~

2 (z2 − z3)kmf~
5 (z1 − z3)i

(6c при k <m; 21b при k < m; 25a при k = l, n = N), i+m = N

(A.59)

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
5 (z2 − z3)km = f~′−~

5 (z2 − z3)kmf~
2 (z1 − z3)in

(4a при i < k или n < i; 19c при i < k или n < i), k +m = n

f~
2 (z1 − z2)ikf

−~′
5 (−z2 + z3)km = f−~′+~

5 (−z2 + z3)mkf
~
2 (z1 − z3)iN

(5a при k < i < N ; 20c при k < i), k +m = l

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
2 (z2 − z3)lm = f~′

2 (z1 − z3)imf~−~′
5 (z1 − z2)i,k

(4b при m < i или l < m; 19a при m < i или l < m), i+ k = l

f−~
5 (−z1 + z2)kif

~′
2 (z2 − z3)lm = f~′

2 (z1 − z3)imf−~+~′
5 (−z1 + z2)ki

(5b при i < m < l; 20a при i < m), i+ k = j

0 = f−~′
5 (−z1 + z3)mif

~−~′
2 (z1 − z2)jk + f~′−~

2 (z2 − z3)kmf−~
5 (−z1 + z3)mi

(4c при k < m или j < k; 19b при k < m или j < k), i+m = j

0 = f~′
5 (z1 − z3)imf~−~′

2 (z1 − z2)Nk + f~′−~
2 (z2 − z3)kmf~

5 (z1 − z3)im

(5c при m < k; 20b при m < k), i+m = n

(A.60)

f~
3 (z1 − z2)ikf

~′
5 (z2 − z3)im = f~′

5 (z1 − z3)imf~−~′
3 (z1 − z2)Nk + f~′−~

5 (z2 − z3)kmf−~
4 (z3 − z1)nik

(7a при k <i; 23b при k < i; 26c при k = j, n < N), i+m = n

f~
3 (z1 − z2)ikf

−~′
5 (z3 − z2)mi = f−~′

5 (z3 − z1)mif
~−~′
3 (z1 − z2)lk − f~−~′

4 (z2 − z3)mlkf
−~
5 (z3 − z1)k−i,i

(8a при i <k < n; 22b при i < k < n; 13c при k = j, l < N), i+m = l

f~
3 (z1 − z2)ikf

~′
6 (z2 − z3)i = f~′

6 (z1 − z3)if
~−~′
3 (z1 − z2)Nk − f~′−~

5 (z2 − z3)kmf−~
4 (z3 − z1)Nik

(9a при k <i; 24b при k < i; 26c при k = j, n = N), i+m = N

f~
3 (z1 − z2)ikf

~′
6 (z2 − z3)i = f~′

6 (z1 − z3)if
~−~′
3 (z1 − z2)Nk − f~−~′

4 (z2 − z3)mNkf
−~
5 (z3 − z1)k−i,i

(9a при i <k < N ; 24b при i < k; 13c при k = j, l = N), i+m = N

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)lmi = −f~′

3 (z1 − z3)imf~−~′
5 (z1 − z2)mk + f~−~′

5 (z3 − z2)mkf
~
3 (z1 − z3)iN

(7b при i <m; 23c при i < m; 26a при i = n, l < N), k +m = l

f−~
4 (z1 − z2)kjif

~′
5 (z2 − z3)i−m,m = f~′

3 (z1 − z3)imf~′−~
5 (z2 − z1)km − f~′−~

5 (z2 − z3)kmf~
3 (z1 − z3)ij

(8b при m <i < j; 22c при m < i < j; 13a при i = n, j < N), k +m = j

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)Nmi = f~′

3 (z1 − z3)imf~−~′
6 (z1 − z2)m + f~′−~

6 (z2 − z3)kf
~
3 (z1 − z3)iN

(9b при i <m; 24c при i < m; 26a при i = n, l = N), k +m = N

f−~
4 (z1 − z2)kNif

~′
5 (z2 − z3)i−m,m = f~′

3 (z1 − z3)imf~−~′
6 (z1 − z2)m + f~′−~

6 (z2 − z3)kf
~
3 (z1 − z3)iN

(9b при m <i < N ; 24c при m < i; 13a при i = n, j = N), k +m = N

ff−~
5 (z2 − z1)kif

~′
3 (z2 − z3)Nm = −f−~′

5 (z3 − z1)mif
~−~′
4 (z1 − z2)jkm + f~′−~

3 (z2 − z3)kmf−~
5 (z3 − z1)ki

(7c при m <k; 23a при m < k; 26b при m = l, j < N), i+ k = j

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
3 (z2 − z3)nm = f~′

4 (z3 − z1)inmf~−~′
5 (z1 − z2)m−k,k + f~′−~

3 (z2 − z3)kmf~
5 (z1 − z3)ik

(8c при k <m < j; 22a при k < m < j; 13b при m = l, n < N), i+ k = n

f~
6 (z1 − z2)if

~′
3 (z2 − z3)Nm = −f−~′

5 (z3 − z1)mif
~−~′
4 (z1 − z2)Nkm + f~′−~

3 (z2 − z3)kmf~
6 (z1 − z3)i

(9c при m <k; 24a при m < k; 26b при m = l, j = N), i+ k = N

f~
6 (z1 − z2)if

~′
3 (z2 − z3)Nm = −f~′

4 (z3 − z1)iNmf~−~′
5 (z1 − z2)m−k,k + f~′−~

3 (z2 − z3)kmf~
6 (z1 − z3)i

(9c при k <m < N ; 24a при k < m; 13b при m = l, n = N), i+ k = N

(A.61)

f~
3 (z1 − z2)ikf

~′
5 (z2 − z3)im = f~′

5 (z1 − z3)imf~−~′
3 (z1 − z2)Nk

(7a при i <k < N ; 23b при i < k), i+m = n

f~
3 (z1 − z2)ikf

−~′
5 (z3 − z2)mi = f−~′

5 (z3 − z1)mif
~−~′
3 (z1 − z2)lk

(8a при k <i или n < k < N ; 22b при k < i или n < k), i+m = l

f~′
3 (z1 − z3)imf~−~′

5 (z1 − z2)mk = f~−~′
5 (z3 − z2)mkf

~
3 (z1 − z3)iN

(7b при m <i < N ; 23c при m < i), k +m = l

(A.62)
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f~′
3 (z1 − z3)imf~′−~

5 (z2 − z1)km = f~′−~
5 (z2 − z3)kmf~

3 (z1 − z3)ij

(8b при i <m или j < i < N ; 22c при i < m или j < i), k +m = j

f−~
5 (z2 − z1)kif

~′
3 (z2 − z3)Nm = f~′−~

3 (z2 − z3)kmf−~
5 (z3 − z1)ki

(7c при k <m < N ; 23a при k < m), i+ k = j

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
3 (z2 − z3)nm = f~′−~

3 (z2 − z3)kmf~
5 (z1 − z3)ik

(8c при m <k или j < m < N ; 23a при m < k или j < m), i+ k = n

(A.63)

f−~
4 (z1 − z2)kjif

~′
5 (z2 − z3)n−m,m = f~′−~

5 (z2 − z3)kmf−~
4 (z3 − z1)nij

(10a; 26c при n < l, j < k), i+ k +m = j + n

f−~
4 (z1 − z2)kjif

−~′
5 (z3 − z2)m,l−m = f−~′

5 (z3 − z1)mif
~−~′
4 (z1 − z2)jkl

(11a; 25b при l < n, j < i), i+ k +m = j + l

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)lmn = f~′

4 (z3 − z1)inmf~−~′
5 (z1 − z2)l−k,k

(10b; 26a при l < j, n < i, ), i+ k +m = l + n

f~′
4 (z3 − z1)inmf~′−~

5 (z2 − z1)k,j−k = f~′−~
5 (z2 − z3)kmf−~

4 (z3 − z1)nij

(11b; 25c при j < l, n < m), i+ k +m = j + n

f−~′
5 (z3 − z1)mif

~−~′
4 (z1 − z2)jkl = f~−~′

4 (z2 − z3)mlkf
−~
5 (z3 − z1)j−i,i

(10c; 26b при j < n, l < m), i+ k +m = j + l

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)lmn = f~−~′

4 (z2 − z3)mlkf
~
5 (z1 − z3)i,n−i

(11c; 25a при n < j, l < k), i+ k +m = n+ l

(A.64)

f−~
4 (z1 − z2)kjif

~′
6 (z2 − z3)N−m = −f−~′

5 (z3 − z1)mif
~−~′
4 (z1 − z2)jkN + f~′−~

5 (z2 − z3)kmf−~
4 (z3 − z1)Nij

(12a; 25b при n = l, j < k; 26c при n = l, j < k), i+ k +m = j +N

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)Nmn = −f~′

4 (z3 − z1)inmf~−~′
5 (z1 − z2)N−k + f~′−~

5 (z2 − z3)kmf−~
4 (z3 − z1)niN

(12b; 25c при j = l, n < m; 26a при j = l, n < i), i+ k +m = n+N

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)lmN = f−~′

5 (z3 − z1)mif
~−~′
4 (z1 − z2)Nkl − f~−~′

4 (z2 − z3)mlkf
~
5 (z1 − z3)i

(12c; 25a при j = n, l < k; 26b при j = n, l < m), i+ k +m = l +N

(A.65)

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)lmn = f~′

4 (z3 − z1)inmf~−~′
5 (z1 − z2)l−k,k

(25a при k < l; 13b при l < m), i+ k +m = l + n

f−~′
5 (z3 − z1)mif

~−~′
4 (z1 − z2)jkl = f~−~′

4 (z2 − z3)mlkf
−~
5 (z3 − z1)j−i,i

(25b при i < j; 13c при j < k), i+ k +m = j + l

f−~
4 (z1 − z2)kjif

~′
5 (z2 − z3)n−m,m = f~′−~

5 (z2 − z3)kmf−~
4 (z3 − z1)nij

(25c при m < n; 13a при n < i), i+ k +m = j + n

f~
5 (z1 − z2)ikf

~′
4 (z2 − z3)lmn = f~−~′

4 (z2 − z3)mlkf
~
5 (z1 − z3)i,n−i

(26a при i < n; 14c при n < m), i+ k +m = l + n

f−~
4 (z1 − z2)kjif

~′
5 (z3 − z2)m,l−m = f−~′

5 (z3 − z1)mif
~−~′
4 (z1 − z2)jkl

(26b при m < l; 14a при l < k), i+ k +m = j + l

f~′
4 (z3 − z1)inmf~′−~

5 (z2 − z1)k,j−k = f~′−~
5 (z2 − z3)kmf−~

4 (z3 − z1)nij

(26c при k < j; 14b при j < i), i+ k +m = j + n

(A.66)

f−~
4 (z1 − z2)kjif

~′
5 (z2 − z3)n−m,m = f~′

4 (z3 − z1)inmf~′−~
5 (z2 − z1)k,j−k

(13a при i < n, j < N ; 14b при i < j, n < N), i+ k +m = j + n

f~′
4 (z3 − z1)inmf~−~′

5 (z1 − z2)l−k,k = f~−~′
4 (z2 − z3)mlkf

~
5 (z1 − z3)i,n−i

(13b при m < l, n < N ; 14c при m < n, l < N), i+ k +m = l + n

f−~
4 (z1 − z2)kjif

~′
5 (z3 − z2)m,l−m = f~−~′

4 (z2 − z3)mlkf
−~
5 (z3 − z1)j−i,i

(13c при k < j, l < N ; 14a при k < l, j < N), i+ k +m = j + l

(A.67)

f−~
4 (z1 − z2)kNif5

~′(z2 − z3)n−m,m =

f~′
4 (z3 − z1)inmf~−~′

6 (z1 − z2)N−k + f~−~′
4 (z2 − z3)mNkf

~
5 (z1 − z3)i,n−i

(13a при i < n, j = N ; 14c при m < n, l = N ; 15b при n < N), i+ k +m = n+N

(A.68)
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f−~
4 (z1 − z2)kNif5

−~′(z3 − z2)m,l−m =

f~′
4 (z3 − z1)iNmf~−~′

5 (z1 − z2)l−k,k + f~−~′
4 (z2 − z3)mlkf

~
6 (z1 − z3)i

(13b при m < l, n = N ; 14a при k < l, j = N ; 15c при l < N), i+ k +m = l +N

f−~
4 (z1 − z2)kNif6

~′(z2 − z3)N−m =

−f~′
4 (z3 − z1)iNmf~′−~

5 (z2 − z1)k,j−k + f~−~′
4 (z2 − z3)mNkf

−~
5 (z3 − z1)j−i,i

(13c при k < j, l = N ; 14b при i < j, n = N ; 15a при j < N), i+ k +m = j +N

(A.69)

f−~
4 (z1 − z2)kNif

~′
6 (z2 − z3)N−m = −f~′

4 (z3 − z1)iNmf~−~′
6 (z1 − z2)N−k + f~−~′

4 (z2 − z3)mNkf
~
6 (z1 − z3)i

(15a при j = N ; 15b при n = N ; 15c при l = N), i+ k +m = 2N
(A.70)

Осталось доказать, что матрица U удовлетворяет ассоциативному уравнению Янга-Бакстера.
В произведении U -матриц есть всего 3 ненулевых слагаемых:

U~(z1−z2)ij,kaU~′(z2 − z3)al,mn =

+δi+k+m,nδj,Nδl,Nε(i+k<N)ε(n<N)f5(z1 − z2, ~)ikf5(z2 − z3, ~′)i+k,m
−δi+k+m,lδj,Nδn,Nε(i+k<N)ε(l<N)f5(z1 − z2, ~)ikf5(−z2 + z3,−~′)m,i+k
−δi+k+m,Nδj,Nδl,Nδn,Nε(i+k<N)f5(z1 − z2, ~)ikf6(z2 − z3, ~′)i+k

(A.71)

Выпишем, когда они отличны от нуля:

# a(ij, kl,mn) b(mn, ij, kl) c(kl,mn, ij)
1 i ∧ k ∧m < n < j = l = N i ∧ k ∧m < l < j = n = N i ∧ k ∧m < j < l = n = N
2 i ∧ k ∧m < l < j = n = N i ∧ k ∧m < j < l = n = N i ∧ k ∧m < n < j = l = N
3 i ∧ k ∧m < j = l = n = N i ∧ k ∧m < j = l = n = N i ∧ k ∧m < j = l = n = N

(A.72)
Также, для всех слагаемых выполнено i + k + m = j + l + n − 2N . Сгруппировав слагаемых,
ненулевые при одинаковых i,j,k,l,m,n, получаем следующие тождества:

f~5 (z1 − z2)ikf~
′

5 (z2 − z3)i+k,m = f~
′−~

5 (z2 − z3)kmf~5 (z1 − z3)i,k+m
f~5 (z1 − z2)ikf−~

′

5 (z3 − z2)m,i+k = f−~
′

5 (z3 − z1)mif~−~
′

5 (z1 − z2)i+m,k
f−~

′

5 (z3 − z1)mif~
′−~

5 (z2 − z1)k,i+m = f~
′−~

5 (z2 − z3)kmf−~5 (z3 − z1)k+m,i
f~5 (z1 − z2)ikf~

′
6 (z2 − z3)i+k =

−f−~′5 (z3 − z1)mif~−~
′

5 (z1 − z2)i+m + f~
′−~

5 (z2 − z3)kmf~5 (z1 − z3)i
(в последнем соотношении i+ k +m = N)

(A.73)

Таким образом, тригонометрическая R-матрица является решением ассоциативного уравнения
Янга-Бакстера.
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