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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

×åðíûå äûðû ïðåäñòàâëÿþò â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøîé èíòåðåñ
äëÿ íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÷åðíàÿ äûðà ÿâëÿ-
åòñÿ îäíèì èç òåñòîâ äëÿ òåîðèè êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè. Ëþáàÿ ñîñòî-
ÿòåëüíàÿ òåîðèÿ êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè äîëæíà îáúÿñíÿòü êâàíòîâóþ
ïðèðîäó ÷åðíûõ äûð � â ÷àñòíîñòè, èçëó÷åíèå Õîêèíãà.

Â 1974 ãîäó Ñòèâåí Õîêèíã íà îñíîâàíèè êâàçèêëàññè÷åñêîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ ïîêàçàë, ÷òî ÷åðíûå äûðû èçëó÷àþò â òåðìàëüíîì ñïåêòðå [1] .
Íàëè÷èå òåìïåðàòóðû ïîçâîëèëî ðàññìàòðèâàòü ÷åðíóþ äûðó êàê òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèé îáúåêò. Ê ïðèìåðó, ìîæíî ââåñòè òàêîå ïîíÿòèå êàê
ýíòðîïèÿ ÷åðíîé äûðû, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíûìè òåðìîäè-
íàìè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì. Òàêîå îïèñàíèå ÷åðíûõ äûð î÷åíü ïðèâëå-
êàòåëüíî è èíòåðåñíî, íî âûçûâàåò âîïðîñû êàñàþùèåñÿ ìèêðîñêîïè-
÷åñêîãî ïîíèìàíèÿ ýíòðîïèè è ãîëîãðàôè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ãðàâèòàöèè
[4]. Îäíàêî, òåðìàëüíûé ñïåêòð ÷åðíûõ äûð òàêæå ïðèâîäèò è ê ïðî-
òèâîðå÷èþ â âèäå èíôîðìàöèîííîãî ïàðàäîêñà [5].

Èçëó÷åíèå Õîêèíãà - ýòî êâàíòîâûé ýôôåêò, êîòîðûé ìîæåò áûòü
ïîëó÷åí â ãàóññîâîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ
íà ôîíå ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà [1],[6]. Â äàííîé äèññåðòàöèè, ìû
ïîñòàâèì çàäà÷ó â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå.

Ìû áû õîòåëè ðàññìàòðèâàòü ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå â
òå÷åíèå ïðîöåññà ýâîëþöèè çâåçäû. À èìåííî, äî íåêîòîðîãî âðåìåíè
çâåçäà áûëà ñòàòè÷íà, íî â íåêîòîðûé ìîìåíò îíà èçðàñõîäîâàëà âñå
ñâîå ÿäåðíîå òîïëèâî, ÷òî ïðèâåëî ê ïàäåíèþ äàâëåíèÿ âíóòðè çâåçäû.
Ñîîòâåòñòâåííî íåò íèêàêèõ ñèë êîòîðûå áóäóò ïðîòèâîñòîÿòü ãðàâè-

1



òàöèè è çâåçäà íà÷íåò êîëëàïñèðîâàòü. Äàííûé ïðîöåññ ïðèáëèæåíî
îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ Îïïåíãåéìåðà-Ñíàéäåðà (äëÿ ñëó-
÷àÿ êîëëàïñà ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé èäåàëüíîé æèäêîñòè). Íî äëÿ
äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ ìû âìåñòî ýòîãî ðåøåíèÿ áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ïðîñòî êîëëàïñ òîíêîé îáîëî÷êè. È áóäåì èçó÷àòü íà ôîíå äàí-
íîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ êâàíòîâóþ òåîðèþ ñêàëÿðíîãî ìàññèâíîãî
ïîëÿ.

Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå áóäåò ïîäðîáíî îïèñàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðà-
ôå. Ñåé÷àñ ìû òîëüêî îòìåòèì êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå îáîëî÷êè ïðè
êîëëàïñå. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 1 çäåñü ïðèñóòñòâóþò òðè ôàçû. Âî
âðåìÿ ïåðâîé ôàçû îáîëî÷êà, ïîääåðæèâàåìàÿ íåêîòîðûìè äîáàâî÷-
íûìè ñèëàìè, ñòàòè÷íà è èìååò ðàäèóñ R(t) = R0. Âî âðåìÿ âòîðîé
ôàçû, äâèæåíèå îáîëî÷êè íå óíèâåðñàëüíî, îíî ñèëüíî çàâèñèò îò íà-
÷àëüíûõ äàííûõ è íåðîâíîñòåé îáîëî÷êè. Ìîæíî äàæå óâèäåòü ÷òî
ýòè íåðîâíîñòè óâåëè÷èâàþòñÿ â ïðîöåññå êîëëàïñà, åñëè íà÷àëüíûé
ðàäèóñ R0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Âî âðåìÿ òðåòüåé ôàçû, îïèñûâàþùåé
ôèíàëüíóþ ñòàäèþ êîëëàïñà, âñå íåðîâíîñòè èñ÷åçàþò è äâèæåíèå ñòà-
íîâèòñÿ óíèâåðñàëüíûì(íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ), ïîòîìó ÷òî
âñå âûñøèå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ïîâåðõíîñòè, äèïîëüíûé, êâàäðó-
ïîëüíûé, è ò.ä., èñ÷åçíóò [13], [14]. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâàìè ãîðè-
çîíòà � ïîâåðõíîñòè ñ áåñêîíå÷íûì êðàñíûì ñìåùåíèåì

√
g00 = 0.

Òàêæå ýòîò ôàêò èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îá îòñóò-
ñòâèè âîëîñ ó ÷åðíîé äûðû. Èç-çà òîãî, ÷òî âíåøíåå ãðàâèòàöèîííîå
ïîëå íåñòàöèîíàðíî, âîçìîæíî ðîæäåíèå ÷àñòèö. À òàê êàê íà ïîñëåä-
íèõ ñòàäèÿõ êîëëàïñà äâèæåíèå ñòàöèîíàðíî è óíèâåðñàëüíî, òî òåìï
ðîæäåíèÿ ÷àñòèö äîëæåí áûòü òîæå ñòàöèîíàðíûì è óíèâåðñàëüíûì.
Òîãäà ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì î ñïåêòðå ðîæäåííûõ ÷àñòèö. Ïîä ýòèì
ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñëåäóþùåå. Âî âðåìÿ ïåðâîé ôàçû ãàìèëüòîíèàí ñòà-
öèîíàðåí è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçîâàí. Ìû âûáåðåì â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ êàê ðàç îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äàííîãî ãà-
ìèëüòîíèàíà � èí-âàêóóì. Çàäàâ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, ìû ìîæåì ïðî-
ñëåäèòü êàê îíî ýâîëþöèîíèðóåò â ïðîöåññå êîëëàïñà. Î÷åâèäíî, ÷òî
îíî íå äîëæíî ñîâïàäàòü ñ àóò-âàêóóìîì - âàêóóì, êîòîðûé äèàãîíàëè-
çóåò ãàìèëüòîíèàí âî âðåìÿ òðåòüåé ôàçû. ×òî ïðèâîäèò, ê òîìó, ÷òî
ìû âèäèì íåêîòîðîå âîçáóæäåíèå íàä àóò-âàêóóìîì âî âðåìÿ òðåòüåé
ôàçû. Ýòî âîçáóæäåíèå êàê ðàç è ìîæåò ñîçäàâàòü íåêîòîðûé ïîòîê
ýíåðãèè. Ìû ýòîò ïîòîê ýíåðãèè ïîäñ÷èòàåì è òåì ñàìûì îáîáùèì ðå-
çóëüòàò Õîêèíãà äëÿ ñëó÷àÿ ìàññèâíûõ ïîëåé.

Äàííîå ðàññóæäåíèå ìîæíî îáîáùèòü è äëÿ íå ñâîáîäíûõ òåîðèé.
Íóæíî òîëüêî ó÷åñòü, ÷òî ñîñòîÿíèå íà÷èíàåò ìåíÿòüñÿ ïîä äåéñòâèåì
äàííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Èñïîëüçóÿ äèàãðàììíóþ òåõíèêó Êåëäûøà �
Øâèíãåðà äàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ëåãêî âûïîëíèòü [8], [9].
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r

t

r = R0rg

I

II

III

R(t) ≈ rg + rge
− t

rg

Ðèñ. 1: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàäèóñà îáîëî÷êè îò âðåìåíè. I, II è III
ñîîòâåòñâóåò òðåì ñòàäèÿì êîëëàïñà.

2 Âíåøíåå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

Êàê ïèñàëîñü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ ñôåðè÷åñêî-ñèììåòðè÷íîé, ìàññèâíîé, òîí-
êîé îáîëî÷êè. Äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 0, â ñèñòåìå îòñ÷åòà íàáëþäàòå-
ëÿ íàõîäÿùèìñÿ äàëåêî îò îáîëî÷êè, îáîëî÷êà ïðèäåðæèâàëàñü íåêîòî-
ðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñèëàìè íà ôèêñèðîâàííîì ðàäèóñå r = R0. À
ïîñëå ìîìåíòà t = 0 îáîëî÷êà îòïóñêàåòñÿ è íà÷èíàåò ñâîáîäíî ïàäàòü
(ñì. ðèñ. 1). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áèðêãîôà äëÿ ñôåðè÷åñêî - ñèììåòðè÷-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèè, ìû ïîëó÷àåì ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå
âíóòðè îïèñûâàåòñÿ ïëîñêîé ìåòðèêàé, à ñíàðóæè ìåòðèêîé Øâàðö-
øèëüäà:

ds2 =

{
dt2− − dr2 − r2dΩ2, r ≤ R(t)(

1− rg
r

)
dt2 − dr2

1− rgr
− r2dΩ2, r ≥ R(t)

ãäå dΩ2 = dθ2 + cos2 θdϕ2, (1)

ãäå R(t) - ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà îáîëî÷êè, êîòîðàÿ äî íà÷àëà êîë-
ëàïñà áûëà ôèêñèðîâàíà R(t ≤ 0) = R0; rg/2 - åñòü ÀÄÌ ìàññà îáîëî÷-
êè è t (t−) åñòü âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà ñíàðóæè (âíóòðè) îáîëî÷êè. Ìû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî R0 > rg, íî ñàìà îáîëî÷êà äî íà÷àëà êîëëàïñà áûëà
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î÷åíü áëèçêà ê ñâîåìó ðàäèóñó Øâàðöøèëüäà |R0 − rg| � rg. Êîíå÷-
íî, ìîæíî áûëî áû ðàññìîòðåòü áîëåå ðåàëèñòè÷íóþ ìîäåëü - êîëëàïñ
íàñòîÿùåé çâåçäû, ðàäèóñ êîòîðîé ìîæåò áûòü õîòü êàêîé è íåîáÿçà-
òåëüíî ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûé ðàäèóñó Øâðàöøèëüäà. Òåì íå ìåíåå,
ìîäåëü òîíêîé êîìïàêòíîé îáîëî÷êè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âñå âû÷èñëå-
íèÿ ÿâíî è íàéòè ïîâåäåíèå ãàðìîíèê â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì, ÷òî è
îïðåäåëÿåò âûáîð äàííîé ìîäåëè.

Êàê âèäíî, ìû äîëæíû åù¼ ñâÿçàòü äâå ìåòðèêè (1), óêàçàâ êàê
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé âíóòðåííåå è âíåøíåå âðåìÿ t = t(t−), à òàêæå
íàéòè çàâèñèìîñòü ðàäèóñà îáîëî÷êè îò âðåìåíè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèÿìè ãðàâèòàöèè Gµν = 8πGTµν è óñëîâèÿ-
ìè íåïðåðûâíîñòè ìåòðèêè [31, 32]. Äî ìîìåíòà íà÷àëà êîëëàïñà äîñòà-
òî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ìåòðèêè íà îáîëî÷êå
r = R0 è óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ äëÿ íå¼ Ṙ = 0, ÷òî áû ïîëó÷èòü ñâÿçü
âðåìåí èç óñëîâèÿ ñøèâêè ìåòðèê (1):

t− =

√
1− rg

R0
t, t ≤ 0. (2)

Ïîñëå íà÷àëà êîëëàïñà, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïàäåíèå ñâîáîäíî, è òî-
ãäà èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà íà îáîëî÷êå åñòü ds2 = dτ 2 − R2(τ) dΩ2.
Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé (1) ìû ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå ñîîòíîøåíèå (

dt−
dτ

)2

−
(
dR

dτ

)2

= 1.

Cðàâíèâàÿ ñ âíåøíåé ìåòðèêîé, ìû ïîëó÷èì àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå(
1− rg

R

) ( dt
dτ

)2

− Ṙ2

1− rg
R

= 1, (3)

ãäå Ṙ = dR
dτ . Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå î áëèçîñòè îáîëî÷êè ê ðàäèóñó

Øâàðöøèëüäà |R− rg| � rg, çàìå÷àÿ ÷òî Ṙ 6= 0 è dt
dτ →∞ ïðè t→∞,

ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü åäèíèöåé ïî ñðàâíåíèþ ñ ëåâîé ÷àñòüþ óðàâ-
íåíèÿ è ïðîèíòåãðèðîâàòü äàííîå óðàâíåíèÿ. Òåì ñàìûì ìû íàéäåì
äâèæåíèå îáîëî÷êè îòíîñèòåëüíî âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ:

R(t) ≈ rg

(
1 +

R0 − rg
rg

e
− t
rg

)
. (4)

Äëÿ âíóòðåííåãî íàáëþäàòåëÿ â ïðåäåëå |R0 − rg| � rg äâèæåíèå ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíûì ñî ñêîðîñòüþ ν:

ν ≡
∣∣∣∣dR(t−)

dt−

∣∣∣∣ =

∣∣∣Ṙ∣∣∣√
1 + Ṙ2

, è R(t−) ≈ R0 − νt−. (5)
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Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (4) è (5), ìû íàõîäèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó âíóò-
ðåííèì è âíåøíèì âðåìåíàìè t−, t:

t− ≈
R0 − rg

ν

(
1− e−

t
rg

)
, t→∞. (6)

Êîãäà t→∞, îáîëî÷êà ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàäèóñóØâàðöøèëüäà R(t)→
rg. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, t− ≈ (R0 − rg) /ν < ∞ - ìîìåíò êîãäà îáîëî÷êà
ïåðåñå÷åò ðàäèóñ Øâàðöøèëüäà è ãîðèçîíò áóäåì ñôîðìèðîâàí. Ïîñëå
ýòîãî ìîìåíòà íåò íèêàêîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âðåìå-
íàìè. Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó
âíåøíèì è âíóòðåííèì âðåìåíåì íà íà÷àëüíîé è ôèíàëüíîé ñòàäèÿõ
êîëëàïñà äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïîâåäåíèå ãàðìîíèê ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
â äàííûõ ñèòóàöèÿõ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ãàðìîíèê â ïðîöåññå êîëëàïñà, ìû ñäåëàåì
åù¼ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñêîðîñòü îáîëî÷êè áëèçêà ê ñêîðîñòè
ñâåòà ν ∼ 1.×òîáû ïîíÿòü, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ äàííîå ñîîòíîøåíèå, ìû
ñêëåèâàåì ìåòðèêè (1), èñïîëüçóÿ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà îáîëî÷êè,
è ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà R(t) [31][33]:

rg
2

= M
√

1 + Ṙ2 − M 2

2R
, (7)

ãäå M = const îïðåäåëÿåò òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà îáîëî÷êè è ìîæåò
áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ñîáñòâåííàÿ ìàññà îáîëî÷êè. Îíî èìååò
ïðîñòóþ îáùåôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Äàííîå ñîîòíîøåíèå óñòà-
íàâëèâàåò, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îáîëî÷êè, rg/2, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèè îáîëî÷êè, M
√

1 + Ṙ2 (ãäå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðî-
âîäèòñÿ ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè îáîëî÷êè τ ), è å¼ ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèé, M 2/2R. ×òî áû èçáåæàòü îòñêîêà îáîëî÷êè, êîãäà Ṙ = 0, ò.å. ÷òî
áû ïðîèñõîäèë íàñòîÿùèé ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ, ìû äîëæíû íàëî-
æèòü óñëîâèå rg > 2M . Îäíàêî ìû áóäåì òðåáîâàòü áîëåå ñèëüíîãî
óñëîâèÿ, à èìåííî, rg � 2M . Ïðåíåáðåãàÿ ðàçíèöåé ìåæäó R(τ) è rg â
óðàâíåíèè (7), ìû ïîëó÷àåì:

Ṙ ≈ −
√(

rg
2M

+
M

2rg

)2

− 1.

Óñëîâèå rg � 2M ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
∣∣∣Ṙ∣∣∣ � 1 è ν ≈ 1, ò.å. îáîëî÷êà íà

ïîñëåäíèõ ñòàäèÿõ êîëëàïñà áóäåò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà òàêæå
è îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåãî íàáëþäàòåëÿ.

Çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå ÷åðå-
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ïàøüè êîîðäèíàòû:

r∗ = r + rg log

(
r

rg
− 1

)
.

Â ÷åðåïàøüèõ êîîðäèíàòàõ äâèæåíèå îáîëî÷êè ïðèáëèæåííî îïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

R∗(t) ≈ R∗0 − t+ (rg −R0)
(

1− e−
t
rg

)
, (8)

ãäå R∗0 = R0 + rg log (R0/rg − 1).

3 Ñâîáîäíûå ãàðìîíèêè

Ìû áóäåì èçó÷àòü íà ôîíå êîëëàïñèðóþùåé îáîëî÷êè òåîðèþ äåé-
ñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ φ4 âçàèìîäåéñòâèåì:

S =

∫
d4x
√
|g|
[
(∂µφ)2 −m2φ2 − λ

4!
φ4

]
. (9)

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñâîáîäíîé òåîðèè ïîëÿ
λ = 0.

Òàê êàê ìåòðèêà ñôåðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íàÿ, òî ïîëå φ ìû ðàçëî-
æèì ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì:

φ (t, r, θ, ϕ) =
∑
l,n

Yl,n (θ, ϕ) φl (t, r) ,

Ãäå ìû âûáðàëè áàçèñ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê äåéñòâèòåëüíûìè Y ∗l,n (θ, ϕ) =
Yl,n (θ, ϕ). Äåéñòâèå äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ ìîæíî ðàñïèñàòü äëÿ êàæäîé
êîìïîíåíòû φl

S =
∑
l

(2l + 1)Sl,m, ãäå (10)

Sl,m =

∫
dt

∫ R(t)

0

dr r2

(
∂t−
∂t

) [(
∂t

∂t−

)2

(∂tφl)
2 − (∂rφl)

2 −
(
l(l + 1)

r2
+m2

)
φ2
l

]

+

∫
dt

∫ ∞
R(t)

dr r2

[
(∂tφl)

2

1− rg
r

−
(

1− rg
r

)
(∂rφl)

2 −
(
l(l + 1)

r2
+m2

)
φ2
l

]
.

Âàðüèðóÿ äàííîå äåéñòâèå, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà
ãàðìîíèêè:

[
∂2
t−
− ∂2

r +m2 + l(l+1)
r2

]
(rφl) = 0, r ≤ R(t)[

∂2
t − ∂2

r∗ +
(
1− rg

r

) (
m2 + l(l+1)

r2 +
rg
r3

)]
(rφl) = 0, r ≥ R(t)

(11)
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è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,

φl

[
R(t)− 0

]
= φl

[
R(t) + 0

]
, (12)(

∂t

∂t−

) ∣∣∣∣dRdt
∣∣∣∣ ∂tφl − (∂t−∂t

)
∂rφl

∣∣∣∣∣
r=R(t)−0

=
∂tφl

1− rg
r

∣∣∣∣dRdt
∣∣∣∣− (1− rg

r

)
∂rφl

∣∣∣∣∣
r=R(t)+0

Âòîðîå óñëîâèå âûðàæàåò íåïðåðûâíîñòü íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà
ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Â ïðåäåëå t → ∞, íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ê
îáîëî÷êå çà å¼ ïðåäåëàìè ñòàíîâèòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî íóëåâîé êîîðäè-
íàòå u = t− r∗.

Ïðè÷èíà ïî êîòîðîé ìû ìîæåì ïðèáëèæåííî ðåøèòü óðàâíåíèÿ (11)
è (12) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ìîæåì ðàçäåëèòü óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ ïî ïåðåìåííûì t è r, â òîì ñëó÷àå êîãäà ñèòóàöèÿ ñòàöèîíàðíà.
Áîëåå òîãî, ïîòåíöèàë,

U(r) =
(

1− rg
r

)[
m2 +

l(l + 1)

r2
+
rg
r3

]
, r > R0, (13)

âî âòîðîì óðàâíåíèè â (11) èñ÷åçàåò â ïðåäåëå r → rg è ñòàíîâèòñÿ
ïîñòîÿííûì ðàâíûì m2 â ïðåäåëå r → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî íåïîñðåä-
ñòâåííî ðÿäîì ñ îáîëî÷êîé (íóæíî ïîìíèòü, ÷òî îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ
áëèçêî ê ðàäèóñó Øâàðöøèëüäà |R(t)− rg| � rg) ãàðìîíèêè ìîãóò
áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû ïëîñêèìè âîëíàìè. Òàêæå â ïðåäåëå r → ∞,
ìû ïîëó÷àåì ÷òî îïÿòü r ≈ r∗ (äàííîå ïðèáëèæåíèå àñèìïòîòè÷íî,
â ñìûñëå ÷òî |r − r∗| � r, íî ìîæåò ñàìî íå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ) è
ãàðìîíèêè îïÿòü ïëîñêèå âîëíû. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó àñèìïòîòèêàìè
ãàðìîíèê â äàííûõ ïðåäåëàõ ìîãóò áûòü íàéäåíû ÿâíî, åñëè ðåøàòü
çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà (13).

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñâîáîäíûé ãàìèëüòîíèàí ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàí â ñëåäóþùåé ôîðìå

H0(t) =
∑
l,n

∞∫
0

dr
√
|g|

sin(θ)

[
gtt (∂tφl,n)

2 − 1√
|g|
φl,n∂t

(√
|g|gtt∂tφl,n

)]
.

(14)

Â ñëó÷àå êîëëàïñà îáîëî÷êè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòðèêè (1) ãàìèëüòî-
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íèàí ìîæíî çàïèñàòü êàê

H0(t) =
∑
l,n

R(t)∫
0

r2dr

[(
∂t

∂t−

)
(∂tφl)

2 − φl ∂t
((

∂t

∂t−

)
∂tφl

)]
+

+
∑
l,n

∞∫
R(t)

r2 dr

1− rg
r

[
(∂tφl)

2 − φl∂2
t φl

]
+ (15)

+
∑
l,n

R2(t)φl

[(
∂t−
∂t

)
∂rφl

∣∣∣∣
r=R(t)−0

−
(

1− rg
R(t)

)
∂rφl

∣∣∣∣
r=R(t)+0

]
.

Ãäå ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî φl,n ïðè ôèêñèðîâàííîì l óäîâëåòâîðÿþò îä-
íèì è òåì æå óðàâíåíèåì è ïîýòîìó ìû îáîçíà÷èëè èõ êàê φl. Ïîñëåä-
íèé ÷ëåí â ýòîì âûðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ âêëàäîì îò çíà÷åíèé ïîëåé íà
îáîëî÷êå. Ãàìèëüòîíèàí îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ ñîñòîÿíèå ïî îòíîøå-
íèþ ê âðåìåíè âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ t.

3.1 Èí-ãàðìîíèêè äî íà÷àëà êîëëàïñà

Â òå÷åíèå ïåðâîé ñòàäèè êîëëàïñà, êîãäà îáîëî÷êà ñòàöèîíàðíà, ìû
ìîæåì íàéòè ãàðìîíèêè, êîòîðûå äèàãîíàëèçóþò ñâîáîäíûé ãàìèëüòî-
íèàí è òåì ñàìûì ââåñòè ïîíÿòèå ÷àñòèö.

Èñïîëüçóÿ îáû÷íîå êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå, ìû ðàñêëàäûâàåì

ïîëå ïî ñëåäóþùèì ãàðìîíèêàì h̄ω,l(r, t):

φ (x, t) =
∑
l,n

Yl,n(θ, ϕ)

∫ ∞
m

dω

2π

[
aω,l,nh̄ω,l(r, t) + h.c.

]
,

π (x, t) = gtt
∑
l,n

Yl,n(θ, ϕ)

∫ ∞
m

dω

2π

[
aω,l,n∂th̄ω,l(r, t) + h.c.

]
, (16)

ãäå ω â äàííîì ñëó÷àå íóìåðóåò ãàðìîíèêè, �h.c.� îçíà÷àåò ýðìèòî-
âî ñîïðÿæåíèå, à ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïîíèìàåòñÿ åù¼ è ñóììèðîâà-
íèå ïî äèñêðåòíûì ÷àñòîòàì, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóò âáëèçè îáîëî÷-

êè. Ãàðìîíèêè h̄ω,l(r, t) ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè ðåøåíèÿìè äëÿ óðàâíå-
íèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà (11). Ãàðìîíèêè, ñ êîòîðûìè ìû õîòèì ðàáîòàòü,
äîëæíû äèàãîíàëèçîâûâàòü ãàìèëüòîíèàí â ïåðâîé ôàçå êîëëàïñà. Ñî-
îòâåòñòâóþùåå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, ìû êàê âñåãäà îïðåäåëÿåì êàê òî,
÷òî àííèãèëèðóåòñÿ âñåìè îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ, aω,l,n|in〉 = 0.

Ñëåäóÿ ïðîöåäóðå êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ, ìû îïðåäåëÿåì ñëå-
äóþùèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ íà ïîëå φ (x, t) è ñîîòâåòñòâóþ-
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ùåãî ñîïðÿæåííîãî êàíîíè÷åñêîãî èìïóëüñà

[φ(x, t), π(y, t)] = iδ(3)
(
x− y

)
(17)

Îñòàëüíûå êîììóòàòîðû ðàâíû íóëþ. Ìû íîðìèðóåì ãàðìîíèêè h̄ω,l(r, t)
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

[aω,l,n, a
†
ω′,l′,n′] = 2πδll′ δnn′ δ(ω − ω′), (18)

Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíî ðàçëîæåíèå (16) â êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (17)
ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óñëîâèå íà íîðìèðîâêó ãàðìîíèê:∑

l,n

Yl,n(θ, ϕ)Yl,n(θ
′, ϕ′)gtt

∫ ∞
m

dω

2π

[
h̄ω,l(t, r) ∂th̄

∗
ω,l(t, r

′)− h.c.
]

= i δ(3) (x− x′) . (19)

Ãäå ìû îïðåäåëèëè x êàê ïðîñòðàíñòâåííóþ êîîðäèíàòó.
Â ñòàöèîíàðíîé ñèòóàöèè ìû ìîæåì ñäåëàòü ðàçäåëåíèå ïåðåìåí-

íûõ â óðàâíåíèè (11). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ãàðìîíèêè âûáèðàåì â
ñëåäóþùåé ôîðìå:

h̄ω,l(t, r) = hω,l(r) e
−iωt = hω,l(r) e

−iω−t−,

ãäå èç óðàâíåíèÿ (2) ñëåäóåò ÷òî ω− = ω/
√

1− rg/R0. Èñïîëüçóÿ äàí-
íîå ðàçëîæåíèå, ìû ìîæåì èäåíòèôèöèðîâàòü èíäåêñ ω â óðàâíåíèè
(16) ñ ýíåðãèåé ãàðìîíèêè h̄ω,t(t, r) â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì.

Âíóòðè îáîëî÷êè, ïóòåì ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (11), ìû íà-
õîäèì ÷òî

h̄ω,l(t, r) =
Aω√
r
Jl+ 1

2

(√
ω2
− −m2 r

)
e−i ω− t−, ïðè r ≤ R0 è t ≤ 0.

(20)

Çàìåòèì, ÷òî ìû òðåáóåì ðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ ãàðìîíèêè â íà÷àëå
êîîðäèíàò r = 0, ÷òî îãðàíè÷èâàåò íàñ â èñïîëüçîâàíèè òîëüêî ôóíê-
öèé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Èç óðàâíåíèÿ (20), ìû ìîæåì óâèäåòü, ÷òî
ω îãðàíè÷åíà ñíèçó: ω− ≥ m èëè ω ≥ m− ≡ m

√
1− rg/R0. Åñëè ìàññà

ïîëÿ ðàâíà íóëþ, Aω ìîæåì áûòü íàéäåíà ðàâíîé
√
π (ýòî ïîëó÷àåò-

ñÿ ÿâíîé ïîäñòàíîâêîé ôîðìóëû (20) â óñëîâèå äëÿ íîðìèðîâêè (19)).
Îäíàêî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå Aω ≈

√
π äëÿ óäîáñòâà.

Àíàëîãè÷íî, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (11), ìû íàõîäèì, ÷òî äî íà÷àëà
êîëëàïñà t = 0, ãàðìîíèêè çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè âåäóò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

h̄ω,l(t, r) =
e−i ω t

r

{
Aωe

−iωr∗ +Bωe
iωr∗, |r −R0| � rg,

Cω e
−ikr∗ +Dω e

ikr∗, r � R0,
(21)
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ãäå k =
√
ω2 −m2.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êîãäà ω ≥ m, ãàðìîíèêè îñöèëëèðóþò íà ïðî-
ñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè r∗ → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé ñèòó-
àöèè ñïåêòð ÷àñòîò áóäåò íåïðåðûâíûì. Íî êîãäà m− ≤ ω ≤ m ãàð-
ìîíèêè áóäóò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòè èëè ïàäàòü ïðè ïðèáëèæåíèè ê
ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè r∗ →∞. Îñòàâëÿÿ òîëüêî òå, ÷òî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî ïàäàþò, ìû ïîëó÷èì ãàðìîíèêè, êîòîðûå ñîîòâåòñâóþò
ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì, îíè îñöèëëèðóåò îêîëî íà÷àëà êîîðäèíàò r = 0
è îáîëî÷êè r = R0, à ïðè äîñòèæåíèè òî÷êè ïîâîðîòà â ïîòåíöèàëå
(13) áûñòðî óìåíüøàþò ñâî¼ àáñîëþòíîå çíà÷åíèå. Ñïåêòð è êîëè÷å-
ñòâî ýòèõ óðîâíåé ìîæåò áûòü íàéäåí [38].

Ìîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè â óðàâíåíèè (21) èñ-
ïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè (19). Îäíàêî, òàê êàê ìû èíòåðåñóåìñÿ
ïîâåäåíèåì ãàðìîíèê íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè îáîëî÷êè, ìû áóäåì èçó-
÷àòü òîëüêî êîýôôèöèåíòû Aω è Bω. Èçëó÷åíèå Õîêèíãà, êîòîðîå áóäåò
íàñ â äàëüíåéøåì èíòåðåñîâàòü, ïðîÿâëÿþòñÿ òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî
âáëèçè êîëëàïñèðóþùåé îáîëî÷êè. Åñëè ýòî èçëó÷åíèå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ íàáëþäàòåëåì íàõîäÿùåìñÿ íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè, òî
îíî ìîäèôèöèðóåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ãðåé-áîäè ôàê-
òîðîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî êîýôôèöèåíòàìè ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç
ïîòåíöèàë (13).

Ìû âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Aω è Bω, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ (12). Äî íà÷àëà êîëëàïñà, êîãäà R(t) = R0, ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
óñòàíàâëèâàþò, ÷òî hω,l[r] � íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà:

hω,l

[
R0 − 0

]
= hω,l

[
R0 + 0

]
, [∂rhω,l]r=R0−0 =

√
1− rg

R0
[∂rhω,l]r=R0+0 .

(22)

Ýòè óðàâíåíèÿ óñòàíàâëèâàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â
óðàâíåíèè (21)

Aω = B∗ω =
il+1

√
2ω

(
1− rg

R0

)1/4

e
i ω

[
R∗0−R0

(
1− rg

R0

)− 1
2

]
+O

((
1− rg

R0

)3/4
)
.

(23)

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé ãàìèëüòîíèàí äëÿ ýòèõ ãàðìîíèê. Ïóòåì ÿâ-
íîé ïîäñòàíîâêè ðàçëîæåíèÿ (16) â (14) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîð-
ìóëó äëÿ ãàìèëüòîíèàíà:

H0(t) =
∑
l,n

∫∫ ∞
m

dωdω′

(2π)2

[
Eω,ω′,l(t)a†ω,l,n aω′,l,n + Jω,ω′,l(t)aω,l,n aω′,l,n + h.c.

]
,

(24)
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ãäå

Eω,ω′,l(t) =∫ ∞
0

dr

√
|g|

sin(θ)

{
gtt∂th̄

∗
ω,l(r, t) ∂th̄ω′,l(r, t)−

1√
|g|
h̄∗ω,l(r, t)∂t

[√
|g| gtt∂th̄ω′,l(r, t)

]}
,

Jω,ω′,l(t) =∫ ∞
0

dr

√
|g|

sin(θ)

{
gtt∂th̄ω,l(r, t) ∂th̄ω′,l(r, t)−

1√
|g|
h̄ω,l(r, t)∂t

[√
|g| gtt∂th̄ω′,l(r, t)

]}
.

Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü íåäèàãîíàëüíûì èç-çà òîãî,
÷òî åñòü ÷ëåíû íåðàâíûå íóëþ ïðè ω 6= ω′ èëè èç-çà íàëè÷èÿ Jω,ω′,l 6= 0.
Â ñòàöèîíàðíîé ñèòóàöèè ãàðìîíèêè, êîòîðûå äèàãîíàëèçóþò ãàìèëü-
òîíèàí, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:∫ ∞

0

dr

√
|g|

sin θ
gtt hω,l(r)hω′,l(r) = 0,∫ ∞

0

dr

√
|g|

sin θ
gtt hω,l(r)h

∗
ω′,l(r) =

π

ω
δ(ω − ω′), (25)

÷òî âåäåò ê èñ÷åçíîâåíèþ àíîìàëüíîãî ÷ëåíà J è äèàãîíàëèçàöèè E .
Çàìåòèì, ÷òî íîðìèðîâêà âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (19).

Âûøå ìû îáñóæäàëè ïîâåäåíèå ãàðìîíèê hω,l(r) â îïðåäåëåííûõ îá-
ëàñòÿõ èçìåíåíèÿ ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r. ×òîáû íàéòè ñâîáîäíûé
ãàìèëüòîíèàí â òåðìèíàõ ðîæäàþùèõ-óíè÷òîæàþùèõ îïåðàòîðîâ, ìû
äîëæíû èíòåãðèðîâàòü ïî êîîðäèíàòå r. Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäè-
ìî çíàòü ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ãàðìîíèê îò êîîðäèíàò. Îäíà-
êî, îêàçûâàåòñÿ ÷òî äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü óñëîâèå íîðìèðóåìîñòè
ãàðìîíèê (25). Èñïîëüçóÿ ýòî óñëîâèå, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí
èìååò ñëåäóþùèé âèä

H0(t ≤ 0) =
∑
l,n

∫ ∞
m

dω

2π
ω
[
aω,l,na

†
ω,l,n + a†ω,l,naω,l,n

]
(26)

È îí äåéñòâèòåëüíî äèàãîíàëåí äî íà÷àëà êîëëàïñà. Íî â ïðîöåññå
êîëëàïñà, èí-ãàðìîíèêè áîëüøå íå äèàãîíàëèçóþò ãàìèëüòîíèàí, ÷òî
îáû÷íî è èäåíòèôèöèðóåò ñ ðîæäåíèåì ÷àñòèö.

3.2 Èí-ãàðìîíèêè â òå÷åíèå ïîñëåäíåé ñòàäèè êîë-

ëàïñà

Â ýòîì ïàðàãðàôå, ìû íàéäåì ïîâåäåíèå èí-ãàðìîíèê â áåñêîíå÷íîì
áóäóùåì îòíîñèòåëüíî âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ t −→ ∞. Èçìåíåíèå ïî-
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r

t−

R0(t)

A

r = rg

Ðèñ. 2: Èëëþñòðàöèÿ ê çàäà÷è Êîøè äëÿ ãàðìîíèê ïîñëå íà÷àëà êîë-
ëàïñà.
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âåäåíèÿ èí-ãàðìîíèê â ïðîöåññå êîëëàïñà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðè÷èíîé
ðîæäåíèÿ ÷àñòèö.

Ìû ïðåíåáðåæåì ðàçíèöåé ìåæäó ν è 1. Ïðè÷èíà äëÿ ýòîãî ïðèáëè-
æåíèÿ ñëåäóþùàÿ � çàäàâ çíà÷åíèå ãàðìîíèê ïîä îáîëî÷êîé (ñì. ðèñ.
2), ìû áû õîòåëè ïðîäîëæèòü ãàðìîíèêè çà ïðåäåëû îáîëî÷êè èñïîëü-
çóÿ óñëîâèÿ ñøèâêè (12). ×òîáû íàéòè ïîâåäåíèå ãàðìîíèêè â áóäóùåì,
ìû äîëæíû ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïîëÿ, çàäàâ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
ãàðìîíèê è å¼ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïðè t = 0 = t−. Åñëè îáîëî÷êà
äâèæåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ν < 1, òî òîãäà îñòàíåòñÿ îáëàñòü êîòî-
ðàÿ ïðè÷èííî ñâÿçàíà ñ îáëàñòüþ çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè (ñåðàÿ îáëàñòü
íà ðèñóíêå 2). Òîãäà îáëàñòü ïîä îáîëî÷êîé, åñëè ïîñëåäíÿÿ äâèæåòñÿ
ñî ñâåòîâîé îáëàñòüþ, áóäåò ïðè÷èííî íåñâÿçíà c îáëàñòüþ çà å¼ ïðåäå-
ëàìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ãàðìîíèê ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî çíàíèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîä îáîëî÷êîé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
äåìîíñòðàöèè âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïîä îáîëî÷êîé (íà ðèñóíêå
2 ýòî òî÷êà A) è åñëè ïîñìîòðåòü, îòêóäà, â ïðèíöèïå, ìîæåò ïðèä-
òè èíôîðìàöèÿ â äàííóþ òî÷êó, òî ïîëó÷èì, ÷òî ýòà îáëàñòü ëåæèò
ïîëíîñòüþ ïîä îáîëî÷êîé. Òîãäà, ãàðìîíèêè ïîä îáîëî÷êîé â áóäóùåì
îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç òîæå ñàìîå óðàâíåíèå, êàê è äî íà÷àëà êîëëàïñà,
íî ïðîäîëæåííîå íà áîëåå ïîçäíèå âðåìåíà t− ≥ 0 (20). Çíàÿ çíà÷å-
íèÿ ãàðìîíèê íà îáîëî÷êå è óñëîâèÿ ñøèâêè, ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü
ãàðìîíèêè çà ïðåäåëû îáîëî÷êè.

Ãàðìîíèêè ïîä îáîëî÷êîé îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (20), ãäå ω− =
ω/
√

1− rg/R0. Òàê êàê çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè ìû èíòåðåñóåìñÿ ïîâå-
äåíèåì ãàðìîíèê òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè îáîëî÷êè |r − rg| �
rg, ìû ïðåíåáðåæåì ïîòåíöèàëîì (13). Òîãäà óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â
âîëíîâîå è ìîæíî âûïèñàòü îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèå. Îòñþäà
ìû íàõîäèì ñëåäóþùåå ïîâåäåíèå ãàðìîíèê â ïðåäåëå t→ +∞

h̄ω,l(t, r) =
1

r

{√
π rJl+ 1

2

(√
ω2
− −m2 r

)
e±iω−t−, r ≤ R(t),

fω,l(u) + gω,l(v), r ≥ R(t), |r −R(t)| � rg,

(27)

ãäå u = t−r∗ è v = t+r∗ òàê íàçûâàåìûå íóëü-êîîðäèíàòû. Òàê êàê ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî îáîëî÷êà ïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, òî v-çàâèñÿùàÿ ÷àñòü
ãàðìîíèêè íå ìîäèôèöèðóþòñÿ è ìîæåò áûòü íàéäåíà èç íà÷àëüíûõ
óñëîâèé. Ýòó ôóíêöèþ, gω,l(v), ìîæíî ëåãêî íàéòè èç óðàâíåíèÿ (21)

gω,l = Aω e
−i ω v. (28)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè u-çàâèñÿùóþ ÷àñòü ãàðìîíèêè çà ïðåäåëàìè
îáîëî÷êè, ìû âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ (12) íà îáî-
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ëî÷êå:

√
π RJl+ 1

2

(√
ω2
− −m2 R

)
e−iω−t− = [fω,l(u)]r=R . (29)

Ãäå ìû îáîçíà÷èëè R(t) êàê R, íî çàâèñèìîñòü R îò t âñå ðàâíî îñòà-
åòñÿ è ìû áóäåì å¼ â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå
(8), â ïðåäåëå t −→ ∞ ìû ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííóþ çàâèñèìîñòü íóëü
êîîðäèíàòû u íà îáîëî÷êå îò âðåìåíè:

[u]r=R ≈ 2t− (R∗0 + rg −R0). (30)

Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íà îáîëî÷êå ïåðåïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ôîð-
ìå

fω,l [2t− (R∗0 + rg −R0)] ≈
√
π RJl+ 1

2

(√
ω2
− −m2 R

)
e−iω−t−. (31)

È òîãäà ïîâåäåíèå ãàðìîíèêè çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè áóäåò îïèñûâàòü-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

r h̄ω,l(r, t) ≈ (32)

√
π R(u)Jl+ 1

2

[√
ω2
− −m2 R(u)

]
e
−iω− (R0−rg)

ν

(
1−e−

u+R∗0+rg−R0
2rg

)
+ gω,l(v),

ãäå gω,l(v) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (28) è

R(u) = rg

(
1 +

R0 − rg
rg

e
−u+R

∗
0+rg−R0
2rg

)
. (33)

Â ïðåäåëå t −→∞, ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà
îáîëî÷êå , (12), áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä(

∂t−
∂t

)[
ν ∂t−hω,l − ∂rhω,l

]
r=R(t)−0

= 2 [∂uhω,l]r=R(t)+0 . (34)

Òàê êàê â ïðåäåëå t −→∞, R −→ rg, ìû ïðåíåáðåãëè ðàçíèöåé ìåæäó
R è rg ÷òîáû óïðîñòèòü ïðàâóþ ÷àñòü íàïèñàííîãî âûøå óðàâíåíèÿ.
Ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî íàøå ðåøåíèå (32) òàêæå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü è
ýòîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, êîãäà ν ∼ 1. Â ñëó÷àå, êîãäà îáîëî÷êà íå
ñâåòîâàÿ, à èìååò êîíå÷íóþ ñêîðîñòü, íàøå ðåøåíèå äëÿ v - çàâèñÿùåé
÷àñòè ìîäèôèöèðóåòñÿ è ìû íå ñìîæåì òàêæå ëåãêî íàéòè ïîâåäåíèå
ãàðìîíèê â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì.
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4 Èçëó÷åíèå Õîêèíãà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âîñïðîèçâåäåì ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó äëÿ òåð-
ìàëüíîãî ïîòîêà, èñïîëüçóÿ ãàðìîíèêè, êîòîðûå ìû âûâåëè â ïðåäûäó-
ùåì ïàðàãðàôå. Ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ïîòîê îïÿòü â íåïîñðåäñòâåííîé
áëèçîñòè ê êîëëàïñèðóþùåé îáîëî÷êå, à çàòåì ,èñïîëüçóÿ ãðåé-áîäè
ôàêòîðû, ïîëó÷èì çíà÷åíèå äëÿ ïîòîêà íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷-
íîñòè.

Ïîòîê ìîæíî ñ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

J (r ≈ rg, t) ≡
∫
S2

sin θ dθ dϕ r2
〈

: T r t (r, t) :
〉
≈

≈ −r2
g

∫
S2

sin θ dθ dϕ
〈

: Ttr∗ (r, t) :
〉
. (35)

ßâíî ðàñïèñàâ ýòî ñðåäíåå, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ïîòîêà

J (r ≈ rg, t) =
∑
l

(2l + 1)
(
J (l)
u − J (l)

v

)
, (36)

ãäå

J (l)
u = r2

g

∫ ∞
m

dω

2π

[
∂uh̄

∗
ω,l(r, t) ∂uh̄ω,l(r, t) + c.c.

]
,

J (l)
v = r2

g

∫ ∞
m

dω

2π

[
∂vh̄

∗
ω,l(r, t) ∂vh̄ω,l(r, t) + c.c.

]
. (37)

Â óðàâíåíèè (35), ïîä íîðìàëüíûì óïîðÿäî÷èâàíèåì 〈: T µν :〉 ìû ïî-
íèìàåì ðåçóëüòàò âû÷èòàíèÿ èç 〈T µν 〉 òîãî æå ñàìîãî âûðàæåíèå, íî
òîëüêî âû÷èñëåííîãî â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì, êîãäà îáîëî÷êà ïîêîè-
ëàñü. Òîãäà, â ýòîì ñëó÷àå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÿâíî ôîðìóëû äëÿ
ãàðìîíèê è ïîòîêà, ÷òîáû ïðîâåðèòü ÷òî îí ðàâåí íóëþ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïîòîê, âûçâàííûé èç-çà êîëëàïñà òîíêîé îáî-
ëî÷êè, ìû èñïîëüçóåì ãàðìîíèêè íàéäåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå
(32) íà ïîñëåäíèõ ñòàäèÿõ êîëëàïñà,

h̄ω,l(r, t) ≈
1

rg

(
1− rg

R0

) 1
4

√
2

ω
cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
ei ωrg e

−u−u02rg

+
1

rg

(
1− rg

R0

) 1
4 il+1

√
2ω

e−i ω v+i ω [R∗0−R0(1−rg/R0)−1/2], (38)

ãäå u0 = rg log(R0/rg)−rg. ×òî áû ïîëó÷èòü ýòî âûðàæåíèå èç ôîðìóëû
(32), ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ R(u) ≈ rg, ν ≈ 1; è
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ïðåíåáðåãëè ðàçíîñòüþ ìåæäó r è rg â çíàìåíàòåëå è ìàññîé m2 ïî
ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé ω2

− = ω2/ (1− rg/R0), òàê êàê R0 ≈ rg è ω ≥ m
äëÿ íåïðåðûâíîé ÷àñòè ñïåêòðà. Ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè àñèìïòîòèêó
äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ â ïðåäåëå áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà.

Äëÿ òîãî ÷òî áû ïîñ÷èòàòü ïîòîê, íàì íàäî ïðîñòî ïîäñòàâèòü (38)
â óðàâíåíèå (36) è âû÷èñëèòü èíòåãðàëû. Îäíàêî, äëÿ óäîáñòâà ìû
ïåðåðàçëîæèì (38) ïî ïëîñêèì âîëíàì (21). Òàê êàê v-çàâèñÿùàÿ ÷àñòü
óæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ âîëíó, ìû äîëæíû ïåðåðàçëîæèòü
òîëüêî u-÷àñòü:(

1− rg
R0

) 1
4

√
2

ω
cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
ei ωrg e

−u−u02rg
=∫

|ω′|>m

dω′

2π
√

2|ω′|
α(ω, ω′) e−iω

′u, (39)

ãäå αω,ω′ = α(ω, |ω′|) è βω,ω′ = α(ω,−|ω′|) ïðîïîðöèîíàëüíû Áîãîëþ-
áîâñêèì êîýôôèöèåíòàì ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ Õîêèíãà.

Èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìû íàõîäèì ÿâíûé âèä
äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ:

α (ω, ω′) ≈ 2

(
1− rg

R0

) 1
4

√
|ω′|
ω

cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
×

×
∫ ∞
u∗

du eiωrg e
−u−u02rg

eiω
′u, (40)

ãäå u∗ = −R∗0. Èç-çà áûñòðûõ îñöèëëÿöèé â íèæíåì ïðåäåëå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî u ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì îò ýòîé ÷àñòè è ïðîâåñòè
èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé:

α (ω, ω′) ≈ −4 rg

(
1− rg

R0

) 1
4

√
|ω′|
ω

cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
×

×eiω′u0eπω′rge2iω′rg log (ωrg)Γ(−2iω′rg). (41)

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê ÿâíîìó âû÷èñëåíèþ ïîòîêîâ J
(l)
v è J

(l)
u

J (l)
v ≈

(
1− rg

R0

) 1
2
∫ ∞
m

dω

2π
ω (42)

è

J (l)
u ≈

∫ ∞
m

dω

2π

∫
|ω′|>m

dω′

2π

∫
|ω′′|>m

dω′′

2π

ω′ ω′′√
|ω′ ω′′|

α(ω, ω′)α∗(ω, ω′′) e−i (ω′−ω′′)u.

(43)
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Â ôîðìóëå (43) ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïåðâûé èíòåãðàë ïî ω:∫ ∞
m

dω

2π
α(ω, ω′)α∗(ω, ω′′) ≈ 8 r2

g

(
1− rg

R0

) 1
2 √
|ω′ω′′|ei(ω′−ω′′)u0eπ(ω′+ω′′)rg

Γ(−2iω′rg)Γ(2iω′′rg)

∫ ∞
log (mrg)

d (log (ωrg))

2π
e2i(ω′−ω′′)rg log (ωrg), (44)

ãäå, òàê êàê ω−rg � 1, ìû çàìåíèëè cos2
[
π (l+1)

2 − ω−rg
]
íà 1/2 â èíòå-

ãðàëå � äðóãèå âêëàäû áóäóò ñïàäàòü ñòåïåííûì îáðàçîì 1/u â óðàâ-
íåíèè (43). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ÷àñòîòàì
èäåò áåç îáðåçàíèÿ Λ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èçëó÷åíèå îñòàëîñü áû òåð-
ìàëüíûì, íî çà âðåìÿ ïîðÿäêà rg log (Λrg) îíî ñïàäåò äî íóëÿ. Òîãäà
ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü è ïîëó÷èòü∫ ∞

m

dω

2π
α(ω, ω′)α∗(ω, ω′′) ≈

2 rg

(
1− rg

R0

) 1
2

|ω′| e2πω′rg |Γ(2iω′rg)|2 δ(ω′ − ω′′) + ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü

= 2π

(
1− rg

R0

) 1
2

n(−ω′) δ (ω′ − ω′′) + ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü, (45)

ãäå

n(ω) =
sign(ω)

e4πrgω − 1
. (46)

�Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü� â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (45) èìååò ôîðìó âèäà

p.v.
(

i
ω′−ω′′

)
, ñëåäîâàòåëüíî äëÿ áîëüøèõ u èõ âêëàäû ê J

(l)
u , (43), ïðå-

íåáðåæèìî ìàëû.

Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (45) â J
(l)
u è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî n(−ω) =

n(ω) + sign(ω), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòîêà:

J (l)
u ≈ 2

(
1− rg

R0

) 1
2
(∫ ∞

m

dω

2π
ω n(ω) +

∫ ∞
m

dω

2π

ω

2

)
. (47)

È ïîëíûé ïîòîê åñòü

J (r ≈ rg, t) =
∑
l

(2l + 1)
[
J (l)
u − J (l)

v

]
≈

(
1− rg

R0

) 1
2 ∑

l

(2 l + 1)

∫ ∞
m

dω

2π
ω n(ω). (48)

Ýòî åñòü ôîðìóëà äëÿ èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà â íåïîñðåäñòâåííîé áëè-
çîñòè ê êîëëàïñèðóþùåé îáîëî÷êå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîòîê íà
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ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè, ìû äîëæíû ó÷åñòü, ÷òî ïîòîê ìîæåò
÷àñòè÷íî îòðàçèòüñÿ îò ïîòåíöèàëüíî áàðüåðà (13). Ýòî ìîæíî ó÷åñòü
ïóòåì ââåäåíèÿ ãðåé-áîäè ôàêòîðîâ, óæå îáñóæäàâøèõñÿ â ïðåäûäó-
ùèõ ïàðàãðàôàõ, |Tω,l|2,

J (r →∞, t) ≈ 2

(
1− rg

R0

) 1
2 ∑

l

(2 l + 1)

∫ ∞
m

dω

2π

ω

e4πrgω − 1
|Tω,l|2 ,

(49)

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ l ãðåé-áîäè ôàêòîð Tω,l ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí

êàê
(i rg ω)

l+1

(2 l−1)!! [39].

Åñëè ìû ïîëîæèì m = 0 â óðàâíåíèÿõ (39)�(45), òî ìû ïîëó÷èì
ðàñõîäèìîñòè ïðè ω = 0. Îäíàêî, äëÿ áåçìàññîâîãî ñëó÷àÿ ìû äîëæíû
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ãàðìîíèê

h̄ω,l(r, t) ≈
√
πrg Jl+ 1

2
(ω−rg) e

−u−u02rg +
Aω

rg
e−i ω v (50)

âìåñòî óðàâíåíèé (38). Òåïåðü ëåãêî óâèäåòü, ÷òî â ïðåäåëàõ ìàëåíüêèõ

ω, ãàðìîíèêà âåäåò ñåáÿ êàê Jl+ 1
2
(x) ∼ xl+

1
2 , è âñå èíòåãðàëû ïî ω â

óðàâíåíèÿõ (39)�(49) ñõîäÿòñÿ íà íèæíèõ ïðåäåëàõ. Òîãäà ìû ïîëó÷èì
òó æå ñàìóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòîêà êàê è â ôîðìóëå (49), íî ãäå m ðàâíà
íóëþ.

5 Ïåòëåâûå ïîïðàâêè è ñåêóëÿðíûé ðîñò

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû èñïîëüçîâàëè äâóõòî÷å÷íóþ ôóíêöèþ
Âàéòìàíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà. Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì èçó÷àòü ïåò-
ëåâûå ïîïðàâêè ê ýòîé ôóíêöèè, è ïîêàæåì ÷òî îíè â ïåðâîì ïîðÿäêå
òåîðèè âîçìóùåíèé ðàñòóò ñî âðåìåíåì.

Çàïèøåì ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ
λφ4

4!
â ýòîé òåîðèè, ïîäñòàâèâ ÿâíî

äåòåðìèíàíò ìåòðèêè

V (t) =
λ

4!

∞∫
R(t)

φ4r2drdΩ +
λ

4!

(
∂t−
∂t

) R(t)∫
0

φ4r2drdΩ. (51)

Â ïðåäåëå t→∞, âòîðîé ÷ëåí ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåí èç-çà íàëè÷èÿ
ïðîèçâîäíîé ∂t−

∂t ∝ e−t/rg . Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ýòèì
÷ëåíîì, à òàêæå ðàçíîñòüþ ìåæäó ïîëîæåíèåì îáîëî÷êîé è ðàäèóñîì
Øâàðöøèëüäà.
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Òîãäà ìû ìîæåì âû÷èñëèòü êàê áóäóò âûãëÿäåòü ïîïðàâêè ê ïðî-
ïàãàòîðó Êåëäûøà

DK
0+2(1, 2) =

∑
l1,m1,l2,m2

Yl1,m1
(Ω1)Yl2,m2

(Ω2)

∫
dω1

2π

dω2

2π{[
Nω1,l1,n1|ω2,l2,n2(t) + δl1l2 δm1m2

δ(ω1 − ω2)
]
h̄∗ω1,l1

(t1, r1) h̄ω2,l2(t2, r2)

+Kω1,l1,n1|ω2,l2,n2(t) h̄ω1,l1(t1, r1) h̄ω2,l2(t2, r2) + h.c.

}
, (52)

Ãäå ôóíêöèè Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) è Kω,l,n|ω′,l′,n′(t) âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì (ìû óæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíôðàêðàñíûé ïðåäåë, ò.å. ñ÷è-
òàòü âðåìåíà áîëüøèìè è ïðåíåáðåãàòü ðàçíîñòüþ ìåæäó íèìè t1, t2 →
+∞,|t1 − t2| � t):

Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) =
λ2

3

∫∫ t

t0

dt3 dt4

∫∫ ∞
rg

(r3r4)
2 dr3 dr4 h̄ω,l(r3, t3) h̄

∗
ω′,l′(r4, t4)

Y (l, n, l′, n′)
3∏
j=1

∫ ∞
m

dωj
2π

h̄ωj ,lj(r3, t3) h̄
∗
ωj ,lj

(r4, t4) (53)

è

Kω,l,n|ω′,l′,n′(t) = −λ
2

3

t∫
t0

dt3

t3∫
t0

dt4

∫∫ ∞
rg

(r3r4)
2 dr3 dr4 h̄

∗
ω,l(r3, t3) h̄

∗
ω′,l′(r4, t4)

Y (l, n, l′, n′)
3∏
j=1

∫ ∞
m

dωj
2π

h̄∗ωj ,lj(r3, t3) h̄ωj ,lj(r4, t4) + (ω, l↔ ω′, l′) , (54)

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå

Y (l, n, l′, n′) =
∑

l1,2,3;n1,2,3

〈l, n, l1, n1, l2, n2, l3, n3〉 〈l′, n′, l1, n1, l2, n2, l3, n3〉 ,

〈l, n, l1, n1, l2, n2, l3, n3〉 =

∫
dΩYl,n(θ, ϕ)Yl1,n1(θ, ϕ)Yl2,n2(θ, ϕ)Yl3,n3(θ, ϕ).

Íàïîìíèì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì äåéñòâèòåëüíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òîN èK (53) íå ñîäåðæàò óëüòðàôèîëåòîâûõ ðàñ-

õîäèìîñòåé � ýòî ìîæíî ëåãêî ïîíÿòü, ñ÷èòàÿ ñòåïåíè ðàñõîäèìîñòåé
äëÿ íèõ â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Òåì íå ìåíåå ñàì ïðîïàãàòîð
Êåëäûøà ïîëó÷àåò óëüòðàôèîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè èç-çà èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî ÷àñòîòàì ω. Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî ïîâåäåíèåì ýòèõ
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âåëè÷èí â èíôðàêðàñíîì ïðåäåëå, ñ÷èòàÿ ÷òî âñå êîíñòàíòû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ óæå óëüòðàôèîëåòîâî ïåðåíîðìèðîâàíû. Òàê æå îòìåòèì, ÷òî
îíè ïåðåíîðìèðóþòñÿ â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå òî÷íî òàê æå, êàê è â
ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.

Äàâàéòå èçó÷èì ïîâåäåíèå ôóíêöèè Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) íà áîëüøèõ âðå-
ìåíàõ. Ìû õîòèì âûäåëèòü ñàìûå áîëüøèå âêëàäû ê ôóíêöèÿì N è
K â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì. Îòìåòèì, ÷òî äî íà÷àëà êîëëàïñà, â âè-
äó ñòàöèîíàðíîñòè çàäà÷è, ôóíêöèè N è K îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè è
ðàâíûìè íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîìåíò âêëþ-
÷åíèÿ ñàìîäåéñòâèÿ t0 ïðîèçîøåë äî íà÷àëà êîëëàïñà. Áîëåå òîãî, ìîæ-
íî çàìåòèòü, ÷òî âäàëåêå îò êîëëàïñèðóþùåé îáîëî÷êè ãàðìîíèêè íå
ìåíÿþòñÿ (èç-çà ïðè÷èííîñòè è ëîêàëüíîñòè). Òîãäà â äàëåêå îò îáî-
ëî÷êè íå áóäåò íèêàêîãî ñåêóëÿðíîãî ðîñòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãàðìîíèêè
â óðàâíåíèè (53) ìîæåì àïïðîêñèìèðîâàòü èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (38),
ò.å. h̄ω,l ≈ h̄ω,l(u) + h̄ω,l(v), ãäå h̄ω,l(v) � v-çàâèñÿùàÿ ÷àñòü ãàðìîíè-
êè h̄ω,l(r, t) çàäàåòñÿ êàê â óðàâíåíèè (38), òîãäà êàê h̄ω,l(u) åñòü u-
çàâèñÿùàÿ ÷àñòü ãàðìîíèêè. Äëÿ óäîáñòâà ìû îñòàâèì âåðõíèé ïðåäåë
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ðàäèàëüíûì êîîðäèíàòàì ðàâíûìè ∞, òàê êàê èç-
çà îñöèëëÿöèé ïðè r3,4 → +∞ èíòåãðàë áóäåò áûñòðî ñõîäèòüñÿ. Áîëåå
òîãî, íàèáîëüøèé âêëàä â Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) ïðèõîäèò îò îáëàñòè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî âðåìåíàì t3 è t4 êîãäà t3 � rg log (rg ω) è t4 � rg log (rg ω

′).
Â ýòèõ îáëàñòÿõ ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü çàâèñèìîñòüþ ôóíêöèé h̄ω,l(u3)
è h̄∗ω′,l′(u4) îò íóëåâûõ êîîðäèíàò u3 è u4, ñîîòâåñòâåííî. Òàêæå îòìå-

òèì, ÷òî v-çàâèñÿùèå ÷àñòè ãàðìîíèê h̄ω,l(r3, t3) è h̄
∗
ω′,l′(r4, t4) âåäóò ê

áîëåå ñëàáûì ïîïðàâêàì.
Èñïîëüçóÿ äàííûå ïðèáëèæåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì

Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) ≈
2λ2

3 r2
g

√
ω ω′

(
1− rg

R0

) 1
2

cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
cos

[
π (l′ + 1)

2
− ω′−rg

]
×

×Y (l, n, l′, n′)

∫ t

rg log(rg ω)

dt3

∫ t

rg log(rg ω′)

dt4

∫ ∞
rg

r2
3dr3

∫ ∞
rg

r2
4dr4×

×
3∏
j=1

∫ ∞
m

dωj
2π

h̄ωj ,lj(r3, t3) h̄
∗
ωj ,lj

(r4, t4). (55)

Ìû îïÿòü ìîæåì ïðåäñòàâèòü ãàðìîíèêè êàê ñóììû u è v-çàâèñÿùèõ
÷àñòåé∫ ∞

m

dωj
2π

h̄ωj ,lj(r3, t3) h̄
∗
ωj ,lj

(r4, t4) ≈
∫ ∞
m

dωj
2π

[
h̄ωj ,lj(u3) h̄

∗
ωj ,lj

(u4)

+h̄ωj ,lj(v3) h̄
∗
ωj ,lj

(v4) + h̄ωj ,lj(u3)h̄
∗
ωj ,lj

(v4) + h̄ωj ,lj(v3)h̄
∗
ωj ,lj

(u4)
]
. (56)
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Òàê êàê ôóíêöèè h̄ω,l(u) ñîäåðæàò áûñòðî îñöèëëèðóþùèé êîñèíóñ, ìû
ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ïîñëåäíèìè äâóìÿ ÷ëåíàìè â ðàññìàòðèâàåìîé ôîð-
ìóëå. Ïåðâûé âêëàä ìû îïÿòü ðàñêëàäûâàåì ïî ïëîñêèì âîëíàì êàê â
ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (39) è (45),∫ ∞

m

dωj
2π

h̄ωj ,lj(r3, t3)h̄
∗
ωj ,lj

(r4, t4) ≈
(

1− rg
R0

) 1
2 1

r2
g

∫
ωj>m

dωj
4πωj{[

n(−ωj) e−iωj(u3−u4) + n(ωj) e
iωj(u3−u4)

]
+ e−iωj(v3−v4)

}
+

+ ïîäàâëåííûå ÷ëåíû, (57)

ãäå ôóíêöèÿ n(ω) áûëà îïðåäåëåíà â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå (46).
Òåïåðü ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (57) â ôîðìóëó äëÿ Nω,l,n|ω′,l′,n′(t), (5).

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ îò t3 è t4 ê T = (t3 + t4)/2 è τ = t3− t4, ìû
ïîëó÷àåì

Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) ≈ (58)

λ2

12 r8
g

√
ω ω′

(
1− rg

R0

)2

cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
cos

[
π (l′ + 1)

2
− ω′−rg

]
Y (l, n, l′, n′)

∫ t

0

dT

∫ ∞
−∞

dτ

∫ ∞
rg

r2
3dr3

∫ ∞
rg

r2
4dr4

3∏
j=1

∫
ωj>m

dωj
4πωj

{[
n(−ωj) e−iωj(τ−∆r) + n(ωj) e

iωj(τ−∆r)
]

+ e−iωj(τ+∆r)
}
,

ãäå ∆r = r3−r4. Çàìåòèì, ÷òî íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ïî T èð-
ðåëåâàíòåí äëÿ èçó÷åíèÿ ëèäèðóþùèõ âêëàäîâ, êîòîðûå ðàñòóò ñî âðå-
ìåíåì. Òàêæå, èñïîëüçóÿ, òî, ÷òî ôóíêöèè îñöèëëèðóþò ïðè áîëüøèõ
ðàçíèöå âðåìåí τ → ±∞, ìû áóäåì èíòåãðèðîâàòü τ ïî âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé.

Òåïåðü ëåãêî óâèäåòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî dT ôàêòîðèçóåòñÿ,
òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò T . Îòñþäà ìîæíî
ïîëó÷èòü ÷òî ëèäèðóþùèå âêëàäû ê ôóíêöèè N ëèíåéíî ðàñòåò ñî
âðåìåíåì N ∼ λ2 t.

Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî òàêèå æå
ðàñõîäèìîñòè âîçíèêàþò è â ôóíêöèè K. Ê ïðèìåðó, ìû ïîëó÷àåì ñëå-
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äóþùåå âûðàæåíèå:

Kω,l,n|ω′,l′,n′ ≈

− 4λ2

3
√
ωω′r2

g

(
1− rg

R0

) 1
2

cos

[
π(l + 1)

2
− ω−rg

]
cos

[
π(l′ + 1)

2
− ω′−rg

]
Y (l, n, l′, n′)

t∫
rg log(ωrg)

dt3

∫ t3

rg log(ω′rg)

dt4

∞∫
rg

r2
3 dr3

∞∫
rg

r2
4 dr4

3∏
i=1

∞∫
m

dωi
2π

h̄∗ωj ,lj(r3, t3)h̄ωj ,lj(r4, t4)

Çàòåì, èñïîëüçóÿ (57) è ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ îò t3, t4 ê T è τ ,
êàê áûëî ñäåëàíî âûøå, ìû ïîëó÷àåì

Kω,l,n|ω′,l′,n′ ≈

− λ2

6
√
ωω′r8

g

(
1− rg

R0

)2

cos

[
π(l + 1)

2
− ω−rg

]
cos

[
π(l′ + 1)

2
− ω′−rg

]

Y (l, n, l′, n′)

∫ t

0

dT

∫ ∞
0

dτ

∞∫
rg

r2
3dr3

∞∫
rg

r2
4dr4

3∏
j=1

∫
ωj>m

dωj
4πωj

{[
n(−ωj)e−iωj(τ−∆r) + n(ωj)e

iωj(τ−∆r)
]

+ e−iωj(τ+∆r)
}
.

È îïÿòü ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî dT îòôàêòîðèçîâûâà-
åòñÿ, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò T . Ñëåäîâà-
òåëüíî, àíîìàëüíîå êâàíòîâîå ñðåäíåå òàêæå ïîëó÷àåò èíôðàêðàñíûé
âêëàä ëèíåéíî ðàñòóùèé ñî âðåìåíåì K ∼ λ2 t.

Äëÿ áåçìàññîâîãî ñëó÷àÿ ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà, íî âìåñòî ãàðìîíèê
(38) ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü ãàðìîíèêè h̄, îïèñàííûå â óðàâíåíèè
(50), äëÿ ôóíêöèè Âàéòìàíà∫ ∞

0

dω

2π
h̄∗ω,l(r3, t3) h̄ω,l(r4, t4). (59)

Îäíàêî, îïÿòü ôóíêöèè Áåññåëÿ Jl+ 1
2
(ω) ïðåíåáðåæèìî ìàëû, êîãäà ÷à-

ñòîòû ω ìàëåíüêèå, òàê ÷òî îíè íå ïîëó÷àþò îïÿòü íèêàêèõ äîáàâî÷íûõ
ðàñõîäèìîñòåé è ôóíêöèè N è K ïîëó÷àþò àíàëîãè÷íûå ñåêóëÿðíûå
âêëàäû.

6 Çàêëþ÷åíèå

Â ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ñêàëÿðíîé
êâàíòîâîé òåîðèè ñ âçàèìîäåéñòâèåì λφ4, ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê èçëó÷å-
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íèþ Õîêèíãà íåïîäàâëåíû è äàæå ðàñòóò ñî âðåìåíåì � äðóãèìè ñëîâà-
ìè, òåîðèÿ âîçìóùåíèé íåïðèìåíèìà. ×òîáû ïîíÿòü ÷òî ïðîèñõîäèò ñ
èçëó÷åíèåì Õîêèíãà è êâàíòîâûìè ÷åðíûìè äûðàìè, ìû äîëæíû ïðî-
ñóììèðîâàòü ëèäèðóþùèå ïåòëåâûå âêëàäû, èäóùèå ñî âñåõ ïîðÿäêîâ
òåîðèè âîçìóùåíèé, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå äå-Ñèòòåðà è êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè íà ôîíå
âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ [3], [24], [25], [26], [27], [28].

Íàëè÷èå íåïîäàâëåííûõ ïåòëåâûõ âêëàäîâ âëå÷åò çà ñîáîé äåôîð-
ìàöèþ èçëó÷åíèÿ Õîêèíãà. Ñàìè ýòè ïîïðàâêè çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ. È ïîýòîìó êîíå÷íûé ïîòîê áóäåò çàâèñåòü òîæå îò íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé, ÷òî ìîæåò óêàçûâàòü íà ðàçðåøåíèå èíôîðìàöèîííîãî
ïàðàäîêñà.
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