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1 Введение

1.1 Краткий обзор

Данная работа посвящена изучению ассоциативного уравнения Янга-Бакстера [1, 18]— квадра-
тичного алгебраического уравнения на квантовые R-матрицы вида

R12(~, z1 − z2)R23(η, z2 − z3) = R13(η, z1 − z3)R12(~− η, z1 − z2) +R23(η − ~, z2 − z3)R13(~, z1 − z3)

и его связи с классическими и квантовыми интегрируемыми системами.
Участвующие в этом уравнении квантовые R-матрицы — ключевой элемент квантового ме-

тода обратной задачи [8, 13, 20], который обеспечивает интегрируемость широкого класса си-
стем: спиновых цепочек, квантовых многочастичных систем и двумерных статистических мо-
делей. Определяются квантовые R-матрицы как унитарные решения уравнения Янга-Бакстера
[4, 22], которое обеспечивает интегрируемость всех этих систем:

R12(~, z1 − z2)R13(~, z1 − z3)R23(~, z2 − z3) = R23(~, z2 − z3)R13(~, z1 − z3)R12(~, z1 − z2).

Ассоциативное уравнение Янга-Бакстера (вместе с дополнительными условиями унитарности и
антисимметричности) является достаточным условием выполнения уравнения Янга-Бакстера,
однако не является необходимым условием — таким образом, оно выделяет специальный класс
квантовых R-матриц. В частности, известно, что квантовые нединамические R-матрицы Бакс-
тера-Белавина [4, 5] (описывающие шести- и восьмивершинные модели и спиновые цепочки
Гейзенберга) являются решениями ассоциативного уравнения Янга-Бакстера. Однако кроме
нединамических R-матриц (тех, которые не являются функциями динамических переменных)
в теории квантовых интегрируемых систем также рассматриваются и R-матрицы динамическо-
го типа [9] (содержащие явно динамические переменные соответственно), описывающие другой
широкий класс интегрируемых систем, определение которых несколько отличается от недина-
мического случая. Для квантовых динамических R-матриц квадратичное алгебраическое урав-
нение явно выписано не было.
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Кроме того, ассоциативное уравнение Янга-Бакстера связано и с классическими интегриру-
емыми системами. В случае, когда участвующие в уравнении матрицы имеют размер 1× 1, то
есть являются скалярными функциями, ассоциативное уравнение Янга-Бакстера переходит в
известное функциональное уравнение Калоджеро: [6]

φ(~, z1 − z2)φ(η, z2 − z3) = φ(η, z1 − z3)φ(~− η, z1 − z2) + φ(η − ~, z2 − z3)φ(~, z1 − z3),

которое непосредственно связано с классической интегрируемой системой типа Калоджеро-
Мозера [6, 15, 17] оно выделяет случаи: эллиптический, рациональный и тригонометрический
(последние два являются вырождениями первого), когда уравнения движения данной системы
могут быть переписаны в форме уравнений Лакса со спектральным параметром:

q̇i = −∂H
∂pi

, ṗi =
∂H

∂qi
⇐⇒ L̇(w) = [L(w),M(w)], ∀w.

Такая запись уравнений движения является важным шагом в доказательстве того, что механи-
ческая система будет интегрируема по Лиувиллю, так как из этой записи следует, что величины
TrLK(w),∀K ∈ N не изменяются со временем и могут рассматриваться в качестве производя-
щих функций (по спектральному параметру w интегралов движения системы.

Тот факт, что при размере матрицы 1×1 ассоциативное уравнение Янга-Бакстера переходит
в функциональное уравнение на специальные эллиптические (рациональные или тригономет-
рические) функции, позволяет рассматривать квантовые R-матрицы, которые являются его
решениями при размере матрицы N ×N , как матричные и некоммутативные обобщения таких
специальных функций и использовать эти матричные решения для интегрирования классиче-
ской системы Калоджеро-Мозера [14]. Таким образом, квантовые и классические интегрируе-
мые системы оказываются весьма нетривиально связаны.

Задачей этой работы является исследование динамических квантовых R-матриц и возмож-
ности написания квадратичного уравнения типа ассоциативного уравнения Янга-Бакстера, ре-
шениями которого они являются, а также расширения связи между эллиптическими специаль-
ными функциями и квантовыми R-матрицами на случай таких динамических R-матриц.

1.2 Основные результаты

Сформулируем здесь главные результаты, полученные в этой работе:

1. Утверждение (2.23) — получена явная связь нединамических RBB-матриц Бакстера-
Белавина (2.4) и полудинамических RACF -матриц Арутюнова-Чехова-Фролова (2.13) пре-
образованием, похожим на преобразование подобия:

RACF
12 (~, z1, z2 | u) = g−11 (z1 + ~ | u)g−12 (z2 | u)RBB

12 (~, z12)g1(z1 | u)g2(z2 + ~ | u).

2. Утверждение (2.33) — обобщение ассоциативного уравнения Янга-Бакстера на R-матрицы
Арутюнова-Чехова-Фролова — найдено квадратичное по вхождению R-матриц уравнение,
которому удовлетворяют эти полудинамические R-матрицы:

RACF
12 (~, z1 + η, z2 + η | u)RACF

23 (η, z2 + ~, z3 + ~ | u) =

= RACF
13 (η, z1 + ~, z3 + ~ | u)RACF

12 (~− η, z1 + η, z2 + η | u)+

+RACF
23 (η − ~, z2 + ~, z3 + ~ | u)RACF

13 (~, z1 + η, z3 + η | u).
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3. Утверждение (3.15) — построена пара Лакса для системы Калоджеро-Мозера, в которой
эллиптические функции заменены квантовыми полудинамическими R-матрицами Арутю-
нова, Чехова и Фролова:

L(w) =
∑
i

piEii ⊗ 1 + ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗RACF
ij (w, qi, qj | u),

M(w) =
∑
i

Eii ⊗Di + ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗ Φij(w, qi, qj | u).

Определения всех входящих в данные формулировки объектов могут быть найдены в
основной части работы в разделах, предшествующих этим утверждениям.

Структура работы.
Работа состоит из введения, двух глав и двух приложений. В первой главе излагается теория
квантовых R-матриц различных типов, в том числе различные версии ассоциативного уравне-
ния Янга-Бакстера и возможность рассмотрения R-матриц в качестве некоммутативных обоб-
щений эллиптических функций. Во второй главе рассматривается классическая интегрируемая
система Калоджеро-Мозера и строятся различные, в том числе и R-матричнозначные пары
Лакса. В начале каждой главы приводятся определения рассматриваемых объектов. Первое
приложение посвящено изложению определений и необходимых свойств используемых в работе
эллиптических функций, а второе — непосредственной проверке того, что полудинамические
R-матрицы Арутюнова-Чехова-Фролова являются решениями построенного в работе квадра-
тичного ассоциативного уравнения Янга-Бакстера. Работа выполнена при поддержке гранта
РФФИ №15-01-04217.
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2 Квантовые R-матрицы

2.1 Нединамические, динамические и полудинамические квантовые
R-матрицы: основные определения

Нединамический случай.
Квантовые нединамические R-матрицы определяются как элементы Mat(N,C)⊗2, являющиеся
решениями уравнения Янга-Бакстера: [4, 22]

R23(~, z23)R13(~, z13)R12(~, z12) = R12(~, z12)R13(~, z13)R23(~, z23), (2.1)

и удовлетворяющие условию унитарности:

R12(~, z12)R21(~, z21) = 1⊗ 1 ·
(
℘(~)− ℘(z12)

)
, (2.2)

где zij = zi − zj и ~ — некоторые спектральные параметры, а ℘(z) — эллиптическая функция
Вейерштрасса (4.5). Здесь и всюду далее нижние индексы у R-матриц обозначают номера тех
тензорных сомножителей, в которых они действуют.

Заметим, что обычно используется несколько другое определение квантовых R-матриц, ко-
торое отличается от приведенного выше изменением условия унитарности:

R̃12(~, z12)R̃21(~, z21) = 1⊗ 1, (2.3)

которое может быть сведено к используемому здесь путем умножения R-матриц на скалярный
фактор: (в силу тождества (4.22) )

R12(~, z12) = φ(~, z12) · R̃12(~, z12),
R12(~, z12)R21(~, z21) = φ(~, z12)φ(~, z21) · R̃12(~, z12)R̃21(~, z21),

R12(~, z12)R21(~, z21) = 1⊗ 1 ·
(
℘(~)− ℘(z12)

)
.

Ясно, что умноженные на такой скалярный фактор R-матрицы остаются решениями уравнения
Янга-Бакстера (2.1) и поэтому два определения являются эквивалентными.

Наиболее известное эллиптическое решение (2.1) и (2.2) — R-матрица Бакстера-Белавина
(R-матрица восьмивершинной модели или XYZ-цепочки) было найдено в работах [4, 5] и может
быть представлено в виде:

RBB
12 (~, z12) =

1

N

∑
a∈ZN×ZN

ϕ~
a(z12) Ta ⊗ T−a, (2.4)

где Ta — базисные матрицы, а ϕ~
a(z) — связанные с ними эллиптические функции специального

вида, определенные в (4.8) и (4.7) соответственно.
Решения, отвечающие тригонометрическому и рациональному вырождениям эллиптических

функций (4.25), известны как R-матрицы XXZ- и XXX-цепочек и шестивершинной модели:

RXXZ
12 (~, z12) =

1⊗ 1

sinh ~
+

P12

sinh z12
+
(cosh ~− 1

sinh ~
+

cosh z12 − 1

sinh z12

)∑
i

Eii ⊗ Eii

RXXX
12 (~, z12) =

1⊗ 1

~
+
P12

z12
, (2.5)

где P12 — оператор перестановки двух тензорных сомножителей, а Eij — матрица с единицей
на пересечении i-той строки и j-того столбца, и с нулями во всех остальных местах.

Заметим также, что R-матрица Бакстера-Белавина является антисимметричной в смысле:

RBB
12 (~, z12) = −RBB

21 (−~, z21). (2.6)

5
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Динамический и полудинамический случаи.
Аналогично, динамические квантовые R-матрицы могут быть определены как унитарные ре-
шения уравнения Gervais-Neveu-Felder’а [9, 10], также иногда называемого динамическим урав-
нением Янга-Бакстера:

R23(~, z23 | u+ ~(1))R13(~, z13 | u)R12(~, z12 | u+ ~(3)) = (2.7)

= R12(~, z12 | u)R13(~, z13 | u+ ~(2))R23(~, z23 | u),

при условии унитарности

R12(~, z12 | u)R12(~, z21 | u) = 1⊗ 1 ·
(
℘(~)− ℘(z12)

)
. (2.8)

Здесь было использовано обозначение:

Rab(z, w | u+ ~(c)) = Pc(~)Rab(z, w | u)Pc(−~),

P (~) =
∑
i

Eii exp

(
~
∂

∂ui

)
.

Динамические R-матрицы, в отличие от нединамических, зависят от N дополнительных
динамических параметров ui, отвечающих координатам частиц в одномерных механиических
задачах или больцмановским весам в двумерных статистических моделях.

Эллиптическое решение (2.8) и (2.7) с нетривиальной зависимостью от динамических пара-
метров — R-матрица Фельдера:

RF
12(~, z12 | u) = φ(~, z12)

∑
i

Eii ⊗ Eii +
∑
i,j
i 6=j

φ(~, uij)Eii ⊗ Ejj +
∑
i,j
i 6=j

φ(z12,−uij)Eij ⊗ Eji, (2.9)

Как и R-матрица Бакстера-Белавина, данная динамическая R-матрица является антисим-
метричной, то есть:

RF
12(~, z12 | u) = −RF

21(−~, z21 | u). (2.10)

Заметим также, что нединамическая R-матрица Бакстера-Белавина (2.4) также является
решением уравнения (2.7), так как она не зависит от ui и поэтому уравнение (2.7) сводится к
обычному уравнению Янга-Бакстера (2.1).

Альтернативный подход к определению динамических R матриц был предложен в [2] Ар-
утюновым, Чеховым и Фроловым. Полудинамическая R-матрица определяется как унитарное
решение уравнения Янга-Бакстера со сдвинутыми спектральными параметрами:

R23(~, z2 − ~, z3 − ~ | u)R13(~, z1, z3 | u)R12(~, z1 − ~, z2 − ~ | u) = (2.11)
= R12(~, z1, z2 | u)R13(~, z1 − ~, z3 − ~ | u)R23(~, z2, z3 | u),

с условием унитарности

R12(~, z1, z2 | u)R21(~, z2, z1 | u) = 1⊗ 1 ·
(
℘(~)− ℘(z12)

)
. (2.12)

Существенно отметить то, что полученное решение может уже не зависеть от разности
спектральных параметров. Эллиптическое решение (2.12) и (2.11) — R-матрица Арутюнова-
Чехова-Фролова имеет вид:

RACF12 (~, z1, z2 | u) =
∑
i,j
i 6=j

φ(~,−uij)Eii ⊗ Ejj +
∑
i,j
i 6=j

φ(z12,−uij)Eij ⊗ Eji +
∑
i,j
i 6=j

φ(z2,−uij)Ejj ⊗ Eij−

−
∑
i,j
i 6=j

φ(z1 + ~,−uij)Eij ⊗ Ejj +
(
E1(~) + E1(z12) + E1(z2)− E1(z1 + ~)

)∑
i

Eii ⊗ Eii. (2.13)

6
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Определенная полудинамическая R-матрица также является антисимметричной, однако ан-
тисимметричность имеет здесь несколько более сложный вид:

RACF
12 (~, z1, z2 | u) = −RACF

21 (−~, z2 + ~, z1 + ~ | u). (2.14)

Снова заметим, что нединамическая R-матрица (2.4) решает уравнение (2.11), так как за-
висит только от разности спектральных параметров и нечувствительна к их одновременным
сдвигам.

Тригонометрическая и рациональная (полу-)динамические R-матрицы могут быть получе-
ны из (2.9) и (2.13) вырождением эллиптических φ- и E1-функций по правилам (4.25). В даль-
нейшем в основном будут рассматриваться эллиптические квантовые R-матрицы как случай
максимальной общности. Результаты для рационального и тригонометрического случаев могут
быть получены соответствующими вырождениями.

Все три явно выписанных R-матриц могут быть разложены по степеням постоянной Планка
~, при этом их поведение при ~→ 0 будет полюсным:

R12(~, . . .) =
1⊗ 1

~
+ r12(. . .) +O(~), ~→ 0, (2.15)

что связано с выбором условия унитарности в виде (2.2) вместо (2.3) (т.е. с дополнительным
множителем, содержащим ℘(~) ). Член при ~0, обозначенный здесь как r12, называется класси-
ческой r-матрицей, отвечающей данной квантовой R-матрице.

2.2 Связи между различными типами квантовых R-матриц

Все три определенных выше типа R-матриц оказываются связанными между собой довольно
простым образом, похожим на преобразование подобия. Связь между двумя типами динамиче-
ских R-матриц была сформулирована непосредственно в [2] при определении RACF (2.13):

RACF
12 (~, z1, z2 | u) = R12(~, z1 | u− ~(2))RF

12(~, z12 | u)R
−1
21 (~, z2 | u− ~(1)),

RF
12(~, z12 | u) = R21(~, z2 | u)RACF

12 (~, z1, z2 | u)R
−1
12 (~, z1 | u), (2.16)

где использована R-матрица:

ϑ′(0)

ϑ(~)
R12(~, z1 | u) =

∑
i,j
i 6=j

φ(~,−uij)Eii ⊗ Ejj −
∑
i,j
i 6=j

φ(~ + z1,−uij)Eij ⊗ Eji − φ(−~, z1 + ~)
∑
i

Eii ⊗ Eii

ϑ′(0)

ϑ(~)
R
−1
12 (~, z1 | u) =

∑
i,j

φ(~,−~ + uij)Eii ⊗ Ejj +
∑
i,j

φ(z1, ~− uij)Eij ⊗ Ejj , (2.17)

а соответствие между нединамической R-матрицей Бакстера-Белавина и динамической мат-
рицей Фельдера формулируется в терминах IRF-Vertex соответствия [11]:

RF
12(~, z12 | u) = g−11 (z1 | u− ~(2))g−12 (z2 | u)RBB

12 (~, z12)g1(z1 | u)g2(z2 | u− ~(1)), (2.18)

где g ∈ Mat(N,C) определяется своими матричными элементами (через тэта-функции с харак-
теристиками (4.1)):

gij(z | u) = θ

[ 1
2
− i

N
1
2

](
z +

∑
k

ujk | Nτ

)
1∏

m 6=j
ϑ(umj)

, (2.19)
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и, как показано в [11], удовлетворяет следующему соотношению:

ϑ(~)

ϑ′(0)

∑
k

gik(z | u)φ(z, ~− ukj) = gij(z +N~ | u)
∏
m 6=j

ϑ(umj)

ϑ(umj − ~)
. (2.20)

Оказывается, что R-матрицы (2.17), которые связывают динамические и полудинамические
R-матрицы, также могут быть выражены через g-матрицы IRF-Vertex преобразования (2.19) в
виде:

R12(~, z1 | u) = g−11 (z1 + ~ | u+ ~(2))g1(z1 | u). (2.21)
Докажем это утверждение:

R
−1
12 (~, z1 | u) = g−11 (z1 | u)g1(z1 + ~ | u+ ~(2)),

g1(z1 | u)R
−1
12 (~, z1 | u) = g1(z1 + ~ | u+ ~(2)),∑

i,j,k

gij(z1 | u)φ(~,−~ + ujk)Eij ⊗ Ekk +
∑
i,j,k

gik(z1 | u)φ(z1, ~− ukj)Eij ⊗ Ejj =

=
ϑ′(0)

ϑ(~)

∑
i,j,k

exp(~
∂

∂uk
)gij(z1 + ~ | u) exp(−~ ∂

∂uk
)Eij ⊗ Ekk,

Вычисляем выражение в правой части данного равенства при j = k и j 6= k, используя явный
вид g (2.19):

exp(~
∂

∂uj
)gij(z1 + ~ | u) exp(−~ ∂

∂uj
) = gij(z1 +N~ | u)

∏
m6=j

ϑ(umj)

ϑ(umj + ~)
,

exp(~
∂

∂uk
)gij(z1 + ~ | u) exp(−~ ∂

∂uk
) = gij(z1 | u)

ϑ(ukj)

ϑ(ukj + ~)
, k 6= j.

Члены при Eij ⊗ Ekk, k 6= j сокращаются непосредственно по определению φ-функции (4.3):

gij(z1 | u)φ(~,−~ + ujk) =
ϑ′(0)

ϑ(~)
gij(z1 | u)

ϑ(ukj)

ϑ(ukj + ~)
.

Рассмотрим теперь члены при Eij ⊗ Ejj:

gij(z1 | u)φ(−~, ~) +
∑
k

gik(z1 | u)φ(z1, ~− ukj) =
ϑ′(0)

ϑ(~)
gij(z1 +N~ | u)

∏
m 6=j

ϑ(umj)

ϑ(umj − ~)
.

Откуда, в силу того, что φ(~,−~) = 0, получаем в точности (2.20).
Используя соотношение (2.21), можно записать связь динамической и полудинамической

R-матриц в терминах g-матриц IRF-Vertex соответствия:

RACF
12 (~, z1, z2 | u) = g−11 (z1+~ | u)g1(z1 | u+~(2))RF

12(~, z12 | u)g−12 (z2 | u−~(1))g2(z2+~ | u). (2.22)

Следовательно, полудинамическая R-матрица (2.13) также должна быть связана с нединами-
ческой (2.4) связью подобного вида. Оказывается, что эта связь получается самой простой из
рассматриваемых (так как g-матрицы в этом преобразовании действуют нетривиально только
в одном тензорном сомножителе) и имеет вид:

RACF
12 (~, z1, z2 | u) = g−11 (z1 + ~ | u)g−12 (z2 | u)RBB

12 (~, z12)g1(z1 | u)g2(z2 + ~ | u). (2.23)

Действительно, подставляя RF из (2.18) в (2.22), имеем (2.23) после сокращения gg−1-факторов:

RACF
12 (~, z1, z2 | u) = g−11 (z1 + ~ | u)g1(z1 | u− ~(2))g−11 (z1 | u− ~(2))g−12 (z2 | u)×
×RBB

12 (~, z12)g1(z1 | u)g2(z2 | u− ~(1))g−12 (z2 | u− ~(1))g2(z2 + ~ | u) =

= g−11 (z1 + ~ | u)g−12 (z2 | u)RBB
12 (~, z12)g1(z1 | u)g2(z2 + ~ | u).

8
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2.3 Ассоциативное уравнение Янга-Бакстера, квантовые R-матрицы
как некоммутативные обобщения эллиптических функций

Нединамический случай.
Ассоциативное уравнение Янга-Бакстера для квантовых нединамических R-матриц было вве-
дено в работах [1, 18]:

R12(~, z12)R23(η, z23) = R13(η, z13)R12(~− η, z12) +R23(η − ~, z23)R13(~, z13). (2.24)

Нединамические R-матрицы Бакстера-Белавина (2.4) и их тригонометрические и рациональные
вырождения (2.5) являются решениями этого уравнения, что было проверено в [14]. Кроме того,
несложно заметить, что у него есть и более простые решения. Так, при N = 1 это уравнение
переходит в тождество Фея (4.20) для эллиптических φ-функций, и поэтому оно имеет простые
решения вида:

R12(~, z12) = φ(~, z12) · 1⊗ 1. (2.25)

Этот факт позволяет рассматривать RBB-матрицы Бакстера-Белавина (2.4) как некоммутатив-
ные аналоги эллиптических функций Кронеккера (4.3) (тем более, что при N = 1 они совпа-
дают). В частности, для них могут быть записаны свойства, аналогичные тождествам (4.21) —
(4.24), которые являются следствиями тождества Фея (4.20).

Получим необходимые в дальнейшем тождества: определим вначале матрицу, скалярным
аналогом которой является функция f (4.6):

FBB
12 (~, z12) =

∂

∂z1
RBB(~, z12). (2.26)

Ее существенное свойство состоит в том, что она является регулярной при ~ → 0, так как по-
люсной член в R-матрице (2.15) не зависит от z1 и потому зануляется при дифференцировании.
Продифференцируем теперь обе части тождества (2.24) для RBB по z2:

RBB12 (~, z12)FBB23 (η, z23)− FBB12 (~, z12)RBB23 (η, z23) =

= −RBB13 (η, z13)F
BB
12 (~− η, z12) + FBB23 (η − ~, z23)RBB13 (~, z13).

Заметим, что здесь члены в левой и правой части регулярны при ~ → η и поэтому можно
положить в нем ~ = η:

RBB12 (~, z12)FBB23 (~, z23)− FBB12 (~, z12)RBB23 (~, z23) =

= FBB23 (0, z23)R
BB
13 (~, z13)−RBB13 (~, z13)FBB12 (0, z12). (2.27)

Полученное равенство является некоммутативным аналогом (4.23), причем FBB
12 (0, z12) являет-

ся обобщением (−℘(z12)) (а точнее отличающейся от нее на константу E ′1(z12), что в дальнейшем
будет неважно). Свойство антисимметричности RBB (2.6) влечет симметричность этой матрицы
в виде:

FBB
12 (0, z12) = FBB

21 (0, z21). (2.28)

Кроме того, полезное тождество, обобщающее (4.24) получается при дифференцировании усло-
вия унитарности (2.2) по z2:

RBB
12 (~, z12)FBB

21 (~, z21)− FBB
12 (~, z12)RBB

21 (~, z21) = 1⊗ 1 · ℘′(z12). (2.29)

Кроме этого, ассоциативное уравнение Янга-Бакстера (2.24) является квадратичным по
вхождению R-матриц, в отличие от кубичного уравнения Янга-Бакстера (2.1), и поэтому оно

9
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может рассматриваться как в некотором смысле более фундаментальное: уравнение Янга-
Бакстера и другие тождества старших порядков по вхождению R-матриц могут быть получены
из него следствиями. Этот вопрос подробно разобран в работе [23].

В частности, любое решение (2.24), которое удовлетворяет свойствам унитарности (2.2) и
антисимметричности (2.6), является решением уравнения Янга-Бакстера. Действительно, за-
пишем (2.24) для ~ = 2a, η = a:

R12(2a, z12)R23(a, z23) = R13(a, z13)R12(a, z12) +R23(−a, z23)R13(2a, z13),

умножим обе части этого равенства на R23(a, z23) слева, а затем преобразуем правую часть,
используя условия антисимметричности и унитарности:

R23(a, z23)R12(2a, z12)R23(a, z23) = R23(a, z23)R13(a, z13)R12(a, z12) +R23(a, z23)R23(−a, z23)R13(2a, z13),

R23(a, z23)R12(2a, z12)R23(a, z23) = R23(a, z23)R13(a, z13)R12(a, z12)−R23(a, z23)R32(a, z32)R13(2a, z13),

R23(a, z23)R12(2a, z12)R23(a, z23) = R23(a, z23)R13(a, z13)R12(a, z12)−
(
℘(a)− ℘(z23)

)
R13(2a, z13). (2.30)

Запишем теперь (2.24) для ~ = 2a, η = a, изменяя индексы (1, 2, 3)→ (1, 3, 2):

R13(2a, z13)R32(a, z32) = R12(a, z12)R13(a, z13) +R32(−a, z32)R12(2a, z12),

умножим обе части этого равенства на R23(a, z23) справа, и проведем аналогичные преобразо-
вания:

R13(2a, z13)R32(a, z32)R23(a, z23) = R12(a, z12)R13(a, z13)R23(a, z23) +R32(−a, z32)R12(2a, z12)R23(a, z23),

R13(2a, z13)
(
℘(a)− ℘(z23)

)
= R12(a, z12)R13(a, z13)R23(a, z23)−R23(a, z23)R12(2a, z12)R23(a, z23),

R23(a, z23)R12(2a, z12)R23(a, z23) = R12(a, z12)R13(a, z13)R23(a, z23)−
(
℘(a)− ℘(z23)

)
R13(2a, z13). (2.31)

Сравнивая выражения (2.30) и (2.31), получаем (2.1):

R23(a, z23)R13(a, z13)R12(a, z12) = R12(a, z12)R13(a, z13)R23(a, z23).

Другой важный класс тождеств на квантовые R-матрицы, получаемых из (2.24) — обобще-
ния условия унитарности (2.2):∑
a1,a2,...aK∈ 2,(K+1)

16=ai 6=aj 6=1

R1,a1(~, z1,a1)Ra1,a2(~, za1,a2) . . . RaK ,1(~, zaK ,1) = (−1)(K−1)℘(K−1)(~) ·1⊗ . . .⊗1. (2.32)

Доказательства этих свойств также приведены в [23].

Полудинамический и динамический случаи.
Утверждения (2.18) и (2.23) из прошлого раздела позволяют записать квадратичные по вхож-
дению R тождества на R-матрицы Фельдера (2.9) и R-матрицы Арутюнова-Чехова и Фролова
(2.13), выражая в (2.24) нединамические R-матрицы через динамические и полудинамические.

В случае с динамическими R-матрицами получаемые соотношения имеют довольно громозд-
кий вид, так как помимо двух R-матриц в каждом сомножителе присутствуют и g-матрицы. В
случае же с полудинамическими R-матрицами, g-матрицы IRF-Vertex соответствия могут быть
сокращены и может быть получено простое квадратичное тождество на RACF (2.13), которое
является обобщением ассоциативного уравнения Янга-Бакстера на случай полудинамических
R-матриц:

RACF
12 (~, z1 + η, z2 + η | u)RACF

23 (η, z2 + ~, z3 + ~ | u) =

= RACF
13 (η, z1 + ~, z3 + ~ | u)RACF

12 (~− η, z1 + η, z2 + η | u)+ (2.33)
+RACF

23 (η − ~, z2 + ~, z3 + ~ | u)RACF
13 (~, z1 + η, z3 + η | u).

10
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Это равенство может быть проверено непосредственно из явного вида R-матриц Арутюнова-
Чехова-Фролова, что сделано в приложении 2. Однако здесь получим это тождество несколько
другим путем, исходя из (2.24) и (2.23). Заметим вначале, что R-матрицы Бакстера-Белавина
зависят только от разности спектральных параметров, и поэтому (2.24) может быть переписано
в виде:

RBB
12 (~, (z1 + η)− (z2 − η))RBB

23 (η, (z2 + ~)− (z3 + ~)) =

= RBB
13 (η, (z1 + ~)− (z3 + ~))RBB

12 (~− η, (z1 + η)− (z2 + η))+ (2.34)
+RBB

23 (η − ~, (z2 + ~)− (z3 + ~))RBB
13 (~, (z1 + η)− (z3 + η)),

который удобен для сокращения g-вкладов после преобразования (2.23). Запишем вначале ле-
вую часть (2.34):

RBB12 (~, (z1 + η)− (z2 + η))RBB23 (η, (z2 + ~)− (z3 + ~)) =

= g2(z2 + η | u)g1(z1 + ~ + η | u)RACF12 (~, z1 + η, z2 + η | u)g−12 (z2 + ~ + η | u)g−11 (z1 + η | u)×
×g3(z3 + ~ | u)g2(z2 + ~ + η | u)RACF23 (η, z2 + ~, z3 + ~ | u)g−13 (z3 + ~ + η | u)g−12 (z2 + ~ | u).

Это выражение упрощается, так как все gi здесь действуют нетривиально только в i-том тен-
зорном сомножителе, и операторы, которые действуют нетривиально в разных тензорных со-
множителях, коммутируют:

RBB12 (~, (z1 + η)− (z2 + η))RBB23 (η, (z2 + ~)− (z3 + ~)) = g1(z1 + ~ + η | u)g2(z2 + η | u)g3(z3 + ~ | u)×
×RACF12 (~, z1 + η, z2 + η | u)RACF23 (η, z2 + ~, z3 + ~ | u)g−11 (z1 + η | u)g−12 (z2 + ~ | u)g−13 (z3 + ~ + η | u).

Аналогичные равенства могут быть записаны для первого слагаемого правой части (2.34):

RBB13 (η, (z1 + ~)− (z3 + ~))RBB12 (~− η, (z1 + η)− (z2 + η)) = g1(z1 + ~ + η | u)g2(z2 + η | u)g3(z3 + ~ | u)×
×RACF13 (η, z1 + ~, z3 + ~ | u)RACF12 (~− η, z1 + η, z2 + η | u)g−11 (z1 + η | u)g−12 (z2 + ~ | u)g−13 (z3 + ~ + η | u)

и для второго слагаемого правой части (2.34):

RBB23 (η − ~, (z2 + ~)− (z3 + ~))RBB13 (~, (z1 + η)− (z3 + η)) = g1(z1 + ~ + η | u)g2(z2 + η | u)g3(z3 + ~ | u)×
×RACF23 (η − ~, z2 + ~, z3 + ~ | u)RACF13 (~, z1 + η, z3 + η | u)g−11 (z1 + η | u)g−12 (z2 + ~ | u)g−13 (z3 + ~ + η | u)

Заметим теперь, что g-множители совпадают во всех трех слагаемых, и поэтому уравнение
(2.33) может быть получено из (2.24) умножением обеих частей последнего слева на g−11 (z1 +
~ + η | u)g−12 (z2 + η | u)g−13 (z3 + ~ | u) и справа на g1(z1 + η | u)g2(z2 + ~ | u)g3(z3 + ~ + η | u).

Как и в нединамическом случае, уравнение (2.33) является квадратичным по R и уравнение
Янга-Бакстера со сдвинутыми параметрами (2.11) и другие тождества старшего порядка на
RACF могут быть выведены из него, условия унитарности (2.12) и условия антисимметрично-
сти (2.14). Ход доказательства при этом полностью совпадает с таковым для нединамического
случая.

Альтернативный способ доказательства этих тождеств состоит в применении соответствия
(2.23) для выражения RBB через RACF в тождествах для нединамических R-матриц, и по-
следующее сокращение g-матриц. Проиллюстрируем этот метод на примере уравнения Янга-
Бакстера (2.1) и уравнения Янга-Бакстера со сдвигами (2.11), для чего запишем первое, исполь-
зуя то, что нединамическая RBB-матрица зависит лишь от разности спектральных параметров:

RBB
23 (~, z23)RBB

13 (~, (z1 + ~)− (z3 + ~))RBB
12 (~, z12)−

−RBB
12 (~, (z1 + ~)− (z2 + ~))RBB

13 (~, z13)RBB
23 (~, (z2 + ~)− (z3 + ~)) = 0.

11
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Выразим теперь RBB через RACF в левой части:

g1(z1 + 2~ | u)g2(z2 + ~ | u)g3(z3 | u)×
×
(
RACF

23 (~, z2, z3 | u)RACF
13 (~, z1 + ~, z3 + ~ | u)RACF

12 (~, z1, z2 | u)−
−RACF

12 (~, z1 + ~, z2 + ~ | u)×RACF
13 (~, z1, z3 | u)RACF

23 (~, z2 + ~, z3 + ~ | u)
)
×

×g−11 (z1 | u)g−12 (z2 + ~ | u)g−13 (z3 + 2~ | u) = 0.

Сокращая g-матрицы и сдвигая все спектральные параметры на−~, получаем в точности (2.11).
Применяя такую технику, можно показать, что полудинамические RACF -матрицы (2.13) удовле-
творяют тождествам старшего порядка (2.32). Доказательство этого факта может быть найдено
в нашей работе [19].

Заметим также, что при N = 1 полудинамическая RACF -матрица (2.13) переходит в эллип-
тическую функцию:

ρ(~, z1, z2) = E1(~) + E1(z12) + E1(z2)− E1(z1 + ~),

которая, согласно (4.21) может быть преобразована к виду:

ρ(~, z1, z2) = φ(~, z12)
φ(~, z2)
φ(~, z1)

= φ(~, z12)
ϑ(z2 + ~)ϑ(z1)

ϑ(z1 + ~)ϑ(z2)
. (2.35)

Вспомним, что RBB-матрица является некоммутативным обобщением φ-функции и связывает-
ся с RACF соотношением (2.23), которое по своему виду похоже на выражение, связывающее
φ- и ρ-функции. Это соответствие позволяет считать (2.13) некоммутативным обобщением эл-
липтической функции ρ (2.35), а g-матрицу IRF-Vertex преобразования — некоммутативным
обобщением ϑ-функции (4.2).
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3 Классические интегрируемые системы

3.1 Классические интегрируемые системы: основные понятия

Приведем некоторые определения из теории классических интегрируемых систем, следуя [3].
Гамильтонова система сN степенями свободы называется интегрируемой по Лиувиллю, если

существует N независимых первых интегралов в инволюции (т.е. скоб ки Пуассона для любой
пары первых интегралов равны нулю).

Если уравнения движения некоторой механической системы могут быть представлены в
виде:

L̇(z) = [L(z),M(z)], (3.1)

где z — спектральный параметр и L(z), M(z) ∈ Mat(N,C) — некоторые матричные функции
на фазовом пространстве, то говорят, что она допускает представление Лакса со спектральным
параметром. Такой вид уравнений движения гарантирует наличие большого числа интегралов
движения, производящие функции которых могут быть выбраны в виде:

Hm(z) = Tr(Lm(z)), (3.2)

при этом, вообще говоря, не гарантируется, что все получаемые при разложении по z интегралы
будут независимыми и находиться в инволюции.

Если попарные скобки Пуассона для матричных элементов L(z) могут быть представлены
в форме:

{L1(z), L2(w)} = [r12(z, w), L1(z)]− [r21(w, z), L2(w)], (3.3)

где r12(z, w) ∈ Mat(N,C)⊗2, то

{Tr(Lm(z)),Tr(Ln(w))} = 0. (3.4)

и данная система — интегрируема по Лиувиллю. Определенная здесь r12(z, w) называется клас-
сической r-матрицей данной системы.

Заметим также, что пара Лакса L(z),M(z) определена неоднозначно — возможно осуще-
ствить калибровочное преобразование, не меняющее вид уравнения (3.1):

L(z) = G−1(z)L(z)G(z), M(z) = G−1(z)M(z)G(z)−G−1(z)Ġ(z), (3.5)

где G(z) — произвольная невырожденная матрица, которая может зависеть от координат, им-
пульсов и спектрального параметра.

3.2 Система Калоджеро-Мозера: гамильтониан, уравнения движения
и пары Лакса

Эллиптическая система Калоджеро-Мозера [6, 15, 17] — это классическая механическая систе-
ма, описывающая взаимодействие N частиц с координатами qi и импульсами pi на прямой,
которая определяется гамильтонианом:

H =
∑
i

p2i
2
− ν2

2

∑
i,j
i 6=j

℘(qij), (3.6)

где qij = qi − qj, ν — константа взаимодействия, а ℘(z) — эллиптическая пи-функция Вей-
ерштрасса (4.5). Помимо эллиптической системы также рассматриваются тригонометрическая
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и рациональные, которые отличаются видом потенциала взаимодействия: вместо ℘-функции
используются ее тригонометрическое и рациональное вырождения (4.25) соответственно.

Уравнения движения этой системы могут быть получены стандартным способом из гамиль-
тониана с использованием четности ℘-функции (4.12):

ṗi = −∂H
∂qi

= ν2
∑
j 6=i

℘′(qij), q̇i =
∂H

∂pi
= pi. (3.7)

Данная система допускает представление Лакса со спектральным параметром w, найденное
Кричевером в работе [12]:

L(w) =
∑
i

piEii + ν
∑
i,j
i 6=j

φ(w, qij)Eij, M(w) = ν
∑
i,k
i 6=k

℘(qik)Eii + ν
∑
i,j
i 6=j

f(w, qij)Eij, (3.8)

где f(z, q) — производная эллиптической φ-функции, определяемая как (4.6).
Эквивалентность уравнений Лакса и уравнений движения (3.7) следует из эллиптического

тождества Фея (4.20), а точнее из его следствий (4.23), (4.24). Действительно, подставим явный
вид L и M (3.8) в уравнения Лакса (3.1):

L̇(w) =
∑
i

ṗiEii + ν
∑
i,j
i 6=j

f(w, qij)q̇ijEij,

[L(w),M(w)] = ν2
∑
i,j
i 6=j

(
φ(w, qij)f(w, qji)− φ(w, qji)f(w, qij)

)
Eii + ν

∑
i,j
i 6=j

(pi − pj)f(w, qij)Eij+

+ν2
∑
i,j,k

i 6=j,i6=k
k 6=j

((
− ℘(qik) + ℘(qjk)

)
φ(w, qij) + φ(w, qik)f(w, qkj)− φ(w, qkj)f(w, qik)

)
Eij.

Последняя сумма обращается в ноль в силу (4.23), а для оставшихся членов имеем по (4.24)
следующее:

[L(w),M(w)] = ν2
∑
i,j
i 6=j

℘′(qij)Eii + ν
∑
i,j
i 6=j

(pi − pj)f(w, qij)Eij.

Сравнивая явный вид левой и правой части уравнений Лакса (3.1), получаем уравнения дви-
жения (3.7) из покомпонентных равенств при Eii и Eij:∑

i

ṗiEii = ν2
∑
i,j
i 6=j

℘′(qij)Eii =⇒ ṗi = ν2
∑
j 6=i

℘′(qij),

ν
∑
i,j
i 6=j

f(w, qij)q̇ijEij = ν
∑
i,j
i 6=j

(pi − pj)f(w, qij)Eij =⇒ q̇i = pi.

Совершим также калибровочное преобразование пары Лакса (3.8), выбрав матрицу преоб-
разования в виде:

G(w) =
∑
i

ϑ(qi + w)
∏
k 6=i

ϑ(qk)Eii. (3.9)
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Тогда имеем:

G−1(w) =
∑
i

1

ϑ(qi + w)

∏
k 6=i

1

ϑ(qk)
Eii,

Ġ(w) =
∑
i

(
ϑ′(qi + w)q̇i

∏
k 6=i

ϑ(qk) + ϑ(qi + w)
∑
j 6=i

ϑ′(qj)q̇j
∏
k 6=i,j

ϑ(qk)

)
Eii.

Вычислим теперь отдельно все члены, участвующие в (3.5), используя определения E1- и φ-
функций (4.3), (4.4):

G−1(w)Ġ(w) =
∑
i

ϑ′(qi + w)

ϑ(qi + w)
q̇i +

∑
j 6=i

ϑ′(qj)

ϑ(qj)
q̇j

Eii =
∑
i

E1(qi + w)q̇i +
∑
j 6=i

E1(qj)q̇j

Eii,

G−1(w)L(w)G(w) =
∑
i

piEii + ν
∑
i,j
i 6=j

φ(w, qij)
ϑ(qj + w)ϑ(qi)

ϑ(qi + w)ϑ(qj)
Eij =

∑
i

piEii + ν
∑
i,j
i 6=j

φ(w, qij)
φ(w, qj)

φ(w, qi)
Eij ,

G−1(w)M(w)G(w) = ν
∑
i,k
i 6=k

℘(qik)Eii + ν
∑
i,j
i 6=j

f(w, qij)
ϑ(qj + w)ϑ(qi)

ϑ(qi + w)ϑ(qj)
Eij =

= ν
∑
i,k
i 6=k

℘(qik)Eii + ν
∑
i,j
i 6=j

f(w, qij)
φ(w, qj)

φ(w, qi)
Eij ,

Преобразованная пара Лакса принимает вид:

L(w) =
∑
i

piEii + ν
∑
i,j
i 6=j

ρ(w, qi, qj)Eij,

M(w) =
∑
i

DiEii + ν
∑
i,j
i 6=j

f(w, qij)
φ(w, qj)

φ(w, qi)
Eij, (3.10)

где Di = ν
∑
j 6=i

℘(qij)−E1(qi + w)q̇i −
∑
j 6=i

E1(qj)q̇j, а ρ — эллиптическая функция, определенная в

(2.35).

3.3 R-матричнозначные пары Лакса для системы Калоджеро-Мозера

В разделе 2.3 квантовые R-матрицы Бакстера-Белавина (2.4) и Арутюнова-Чехова-Фролова
(2.13) были рассмотрены как некоммутативных обобщений эллиптических функций, которые
участвуют в построении пар Лакса для системы Калоджеро-Мозера (3.8) и (3.10) и были получе-
ны свойства этих R-матриц, обобщающие ключевые для интегрируемости системы Калоджера
свойства φ- и f -функций: (4.23) и (4.24). В этом разделе мы воспользуемся этими соответ-
ствиями для построения пар Лакса для системы Калоджеро-Мозера, в которых эллиптические
функции заменяются квантовыми R-матрицами.
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Нединамические R-матрицы.
Построим вначале пару Лакса с использованием R-матриц Бакстера-Белавина (2.4), следуя [14]:

L(w) =
∑
i

piEii ⊗ 1 + ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗RBB
ij (w, qij),

M(w) = ν · 1⊗F0 + ν
∑
i

Eii ⊗ di + ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗ FBB
ij (w, qij), (3.11)

F0 =
1

2

∑
k,m
k 6=m

FBB
km (0, qkm), di = −

∑
k 6=i

FBB
ik (0, qik).

Заметим, что все члены в L- иM -операторах, кроме первого вM , могут быть получены прямым
обобщением членов (3.8) на некоммутативный случай, а первый член в M при переходе от R-
матриц к эллиптическим функциям становится пропорциональным единичной матрице и дает
нулевой коммутатор с любым L и может быть опущен из M . Таким образом, член типа 1⊗F0

существенно проявляется только в некоммутативном случае.
Проверим теперь, что уравнения Лакса (3.1) для построенной пары (3.11) действительно вос-

производят уравнения движения системы Калоджеро-Мозера. Вначале вычислим левую часть
(3.1):

L̇(z) =
∑
i

ṗiEii ⊗ 1 + ν
∑
i,j
i 6=j

q̇ij · Eij ⊗ FBB
ij (w, qij),

Теперь вычислим правую часть (3.1), разбивая ее на коммутаторы отдельных слагаемых:[∑
i

piEii ⊗ 1; ν · 1⊗F0 + ν
∑
i

Eii ⊗ di
]

= 0,[∑
k

pkEkk ⊗ 1; ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗ FBB
ij (w, qij)

]
= ν

∑
i,j,k
i 6=j

pk
[
Ekk ⊗ 1;Eij ⊗ FBB

ij (w, qij)
]

=

= ν
∑
i,j
i 6=j

(pi − pj)Eij ⊗ FBB
ij (w, qij),

[
ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗RBB
ij (w, qij); ν

∑
k

Ekk ⊗ dk
]

= ν2
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗
(
RBB
ij (w, qij)dj − diRBB

ij (w, qij)
)

=

= ν2
∑
i,j,k

i 6=j,j 6=k
k 6=i

Eij ⊗
(
FBB
ik (0, qik)R

BB
ij (w, qij)−RBB

ij (w, qij)F
BB
kj (0, qkj)

)
+

+
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗
[
FBB
ij (0, qij);R

BB
ij (w, qij)

]
,

Для вычисления коммутатора с F0, заметим, что операторы, которые действуют нетривиально
в разных тензорных сомножителях, коммутируют и симметричностью FBB

ij (0, qik) (2.28):[
ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗RBB
ij (w, qij), ν · 1⊗F0

]
= ν2

∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗
[
RBB
ij (w, qij);F0

]
=
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=
ν2

2

∑
i,j,k,m
i 6=j,k 6=m

Eij ⊗
[
RBB
ij (w, qij);F

BB
km (0, qkm)] = ν2

∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗
[
RBB
ij (w, qij);F

BB
ij (0, qij)

]
+

+ν2
∑
i,j,k

i 6=j,j 6=k
k 6=i

Eij ⊗
([
RBB
ij (w, qij);F

BB
kj (0, qkj)

]
+
[
RBB
ij (w, qij);F

BB
ik (0, qik)

])
.

Для вычисления последнего коммутатора воспользуемся тождествами (2.27) и (2.29)[
ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗RBBij (w, qij); ν
∑
k,m
k 6=m

Ekm ⊗ FBBkm (w, qkm)
]

=

= ν2
∑
i,j,k,m
i 6=j,k 6=m

[
Eij ⊗RBBij (w, qij);Ekm ⊗ FBBkm (w, qkm)

]
=

= ν2
∑
i,k
i 6=k

Eii ⊗
(
RBBik (w, qik)F

BB
ki (w, qki)− FBBik (w, qik)R

BB
ki (w, qki)

)
+

+ν2
∑
i,j,k

i 6=j,k 6=i
k 6=j

Eij ⊗
(
RBBik (w, qik)F

BB
kj (w, qkj)− FBBik (w, qik)R

BB
kj (w, qkj)

)
=

= ν2
∑
i,k
i 6=k

Eii ⊗ 1 · ℘′(qik) + ν2
∑
i,j,k

i 6=j,k 6=i
k 6=j

Eij ⊗
(
FBBkj (0, qkj)R

BB
ij (w, qij)−RBBij (w, qij)F

BB
ik (0, qik)

)
.

Складывая вклады от всех коммутаторов, получаем правую часть (3.1):

[L(w),M(w)] = ν2
∑
i,k
i 6=k

Eii ⊗ 1 · ℘′(qik) + ν
∑
i,j
i 6=j

(pi − pj)Eij ⊗ FBB
ij (w, qij),

и значит, из уравнений Лакса имеем покомпонентные равенства:∑
i

ṗiEii ⊗ 1 = ν2
∑
i,k
i 6=k

Eii ⊗ 1 · ℘′(qik) =⇒ ṗi = ν2
∑
k 6=i

℘′(qik),

ν
∑
i,j
i 6=j

q̇ijEij ⊗ FBB
ij (w, qij) = ν

∑
i,j
i 6=j

(pi − pj)Eij ⊗ FBB
ij (w, qij) =⇒ q̇i = pi.

которые воспроизводят уравнения движения системы Калоджеро-Мозера (3.7).

Полудинамический случай.
Для получения пар Лакса с полудинамическими квантовыми R-матрицами, выполним калиб-
ровочное преобразование типа (3.5) пары Лакса (3.11), выбрав матрицу преобразования в виде:

G(w) =
∑
i

Eii ⊗
(
gi(qi + w | u)

∏
k 6=i

gk(qk | u)
)
. (3.12)

Это преобразование является некоммутативным обобщением преобразования скалярных пар
Лакса с матрицей (3.9), которое было сделано в разделе 3.2, так как g-матрицы (2.19) могут
рассматриваться как некоммутативные обобщения нечетных тэта-функций (4.2).
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Вычислим явно преобразованную пару Лакса, пользуясь (2.23):

G−1(w) =
∑
i

Eii ⊗
(
g−1i (qi + w | u)

∏
k 6=i

g−1k (qk | u)
)
,

Ġ(w) =
∑
i

Eii ⊗
(
q̇i∂qigi(qi + w | u)

∏
k 6=i

gk(qk | u) +
∑
j 6=i

q̇j∂qjgj(qj | u)gi(qi + w | u)
∏
k 6=i,j

gk(qk | u)
)
,

G−1(w)Ġ(w) =
∑
i

Eii ⊗
(
q̇iξi(qi + w | u) +

∑
k 6=i

q̇kξk(qk | u)
)
,

G−1(w)L(w)G(w) =
∑
i

piEii ⊗ 1 + ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗RACF
ij (w, qi, qj | u),

G−1(w)M(w)G(w) =
ν

2

∑
i

Eii ⊗
∑
j,k

j 6=k,j 6=i
k 6=i

Φjk(0, qj, qk | u) + ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗ Φij(w, qi, qj | u),

где введена новая матрица, которая является некоммутативным обобщением E1-функции (4.4):

ξi(q | u) = g−1i (q | u)∂qgi(q | u), (3.13)

а также матрица:

Φij(w, qi, qj | u) = g−1i (qi + w | u)g−1j (qj | u)FBB
ij (w, qij)gj(qj + w | u)gi(qi | u). (3.14)

Преобразованная пара Лакса имеет вид:

L(w) =
∑
i

piEii ⊗ 1 + ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗RACF
ij (w, qi, qj | u),

M(w) =
∑
i

Eii ⊗Di + ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗ Φij(w, qi, qj | u), (3.15)

Di =
(ν

2

∑
j,k

j 6=k,j 6=i
k 6=i

Φjk(0, qj, qk | u)− q̇iξi(qi + w | u) +
∑
k 6=i

q̇kξk(qk | u)
)
.

Найдем теперь явный вид ξ- и Φ-матриц. Начнем с ξ-матрицы. Для этого запишем свойство
g-матриц (2.20) и будем раскладывать его по степеням w:

ϑ(w)

ϑ′(0)

∑
k

gik(q | u)φ(q, w − ukj) = gij(q +Nw | u)
∏
m6=j

ϑ(umj)

ϑ(umj − w)
,

∑
k

g−1ik (q | u)gkj(q +Nw | u) =
ϑ(w)

ϑ′(0)
φ(q, w − uij)

∏
m 6=j

ϑ(umj − w)

ϑ(umj)
,

∑
k

g−1ik (q | u)gkj(q | u) +Nw
∑
k

g−1ik (q | u)∂qgkj(q | u) +O(w2) = (w +O(w3))×

×
(
δij
( 1

w
+ E1(q) + w(E2

1(q)− ℘(q)) +O(w2)
)

+ (1− δij)
(
φ(q,−uij) + wf(q,−uij) +O(w2)

))
×

×
(

1− w
∑
m6=j

E1(umj) +O(w2)
)
,

δij +Nwξij(q | u) +O(w2) = δij
(
1 + wE1(q)−

∑
m 6=j

E1(umj) +O(w2)
)
+

+(1− δij)
(
wφ(q,−uij) +O(w2)

)
.
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Следовательно, получаем выражение для ξ-матрицы через ее матричные элементы:

ξ(q | u) =
∑
i

(
E1(q) +

∑
k 6=i

E1(uik)
)
Eii +

∑
i,j
i 6=j

φ(q,−uij)Eij. (3.16)

Заметим теперь, что в силу (2.23):

∂qiR
ACF
ij (w, qi, qj | u) = ∂qi

(
g−1i (qi + w | u)g−1j (qj | u)RBBij (w, qij)gj(qj + w | u)gi(qi | u)

)
=

= Φ(w, qi, qj | u)− g−1i (qi + w | u)∂qigi(qi + w | u)RACFij (w, qi, qj | u)+

+RACFij (w, qi, qj | u)g−1i (qi | u)∂qigi(qi | u) =

= Φ(w, qi, qj | u)− ξi(qi + w | u)RACFij (w, qi, qj | u) +RACFij (w, qi, qj | u)ξi(qi | u).

а значит,

Φij(w, qi, qj | u) = ∂qiR
ACF
ij (w, qi, qj | u)+ξi(qi+w | u)RACF

ij (w, qi, qj | u)−RACF
ij (w, qi, qj | u)ξi(qi | u)

Дифференцируя RACF в форме (2.13), имеем:

∂qiR
ACF
ij (w, qi, qj | u) =

∑
k,m
k 6=m

f(−ukm, qij)Ekm ⊗ Emk−

−
∑
k,m
k 6=m

f(−ukm, qi + w)Ekm ⊗ Emm +
(
℘(qi + w)− ℘(qij)

)∑
k

Ekk ⊗ Ekk,

Таким образом, M -оператор выражен через известные матрицы из эллиптических функций.
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4 Приложения

4.1 Эллиптические функции

В этом приложении собраны все необходимые определения и свойства используемых эллип-
тических функций, причем практически все свойства строго доказываются. Более подробное
изложение может быть найдено в [7, 16, 21]

Определения эллиптических функций.
Тэта-функция Римана с характеристиками на эллиптической кривой Στ = C/(Z⊕ τZ) опреде-
ляется как

θ
[a
b

]
(z | τ) =

∑
k∈Z

exp
(
πiτ(k + a)2 + 2πi(k + a)(z + b)

)
, (Na), (Nb) ∈ Z, (4.1)

при этом ряд сходится и функция определена, если Im τ > 0.
Важный частный случай — нечетная тэта-функция:

ϑ(z | τ) = ϑ(z) = θ

[
1/2

1/2

]
(z | τ), (4.2)

которая используется в определении φ-функции Кронеккера и первой функции Эйзенштейна
E1(z):

φ(z, w) =
ϑ′(0)ϑ(z + w)

ϑ(z)ϑ(w)
, (4.3)

E1(z) =
ϑ′(z)

ϑ(z)
, (4.4)

используя которую, можно получить четную ℘-функцию Вейерштрасса:

℘(z) = −E ′1(z) +
ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
. (4.5)

Для построения пар Лакса нам понадобятся производные φ(z, w):

f(z, w) = ∂wφ(z, w), (4.6)

а для построения R-матрицы Бакстера-Белавина необходимы следующие функции:

ϕ~
a(z) = exp

(
2πia2z

N

)
φ

(
z,

~ + a1 + a2τ

N

)
, a =

(
a1
a2

)
(4.7)

и связанные с ними базисные N ×N -матрицы:

Ta = exp

(
πia1a2
N

)
Qa1Λa2 , (4.8)

где матрицы Q и Λ определяются матричными элементами:

Qjk = δjk exp

(
2πik

N

)
,

Λjk =

{
1, если j + 1 = k mod N

0, иначе
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Свойства эллиптических функций.
Непосредственно из определений (4.1) и (4.2) следуют свойства квазипериодичности для тэта-
функций:

θ
[a
b

]
(z + 1 | τ) = exp(2πia) · θ

[a
b

]
(z | τ),

θ
[a
b

]
(z + τ | τ) = exp(−πiτ − 2πi(z + b)) · θ

[
a+ 1

b

]
(z | τ),

ϑ(z + 1 | τ) = exp(πi) · ϑ(z | τ) = −ϑ(z | τ), (4.9)
ϑ(z + τ | τ) = exp(−πiτ − πi− 2πiz) · ϑ(z | τ),

откуда получаются аналогичные свойства для φ-функций Кронеккера (4.3) и первых функций
Эйзенштейна E1 (4.4):

φ(z + 1, w) =
ϑ′(0)ϑ(z + 1 + w)

ϑ(z + 1)ϑ(w)
=

exp(πi)

exp(πi)

ϑ′(0)ϑ(z + w)

ϑ(z)ϑ(w)
= φ(z, w),

φ(z + τ, w) =
ϑ′(0)ϑ(z + τ + w)

ϑ(z + τ)ϑ(w)
=

exp(−πiτ − πi− 2πi(z + w))

exp(−πiτ − πi− 2πiz)
φ(z, w) = exp(−2πiw)φ(z, w),

E1(z + 1) =
ϑ′(z + 1)

ϑ(z + 1)
=

exp(πi)

exp(πi)

ϑ′(z)

ϑ(z)
= E1(z),

E1(z + τ) =
ϑ′(z + τ)

ϑ(z + τ)
=

exp(−πiτ − πi)
exp(−πiτ − πi)

[exp(−2πiz)ϑ(z | τ)]′

exp(−2πiz)ϑ(z | τ)
= −2πi+ E1(z).

которые в окончательном виде записываются как:

φ(z + 1, w) = φ(z, w),

φ(z + τ, w) = exp(−2πiw) · φ(z, w),

E1(z + 1) = E1(z), (4.10)
E1(z + τ) = E1(z)− 2πi.

Из последних двух свойств можно установить периодичность ℘-функции Вейерштрасса (4.5):

℘(z + 1) = −E ′1(z + 1) +
ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
= −E ′1(z) +

ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
= ℘(z),

℘(z + τ) = −E ′1(z + τ) +
ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
= −[E1(z)− 2πi]′ +

ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
= ℘(z),

℘(z + 1) = ℘(z + τ) = ℘(z). (4.11)

Отметим также нечетность ϑ-функции (4.2):

ϑ(−z) =
∑
k∈Z

exp

(
πiτ(k +

1

2
)2 + 2πi(k +

1

2
)(−z +

1

2
)

)
=

=
∑
k∈Z

exp

(
πiτ(k +

1

2
)2 − 2πi(k +

1

2
)(z +

1

2
− 1)

)
=
[
замена k +

1

2
= −l − 1

2

]
=

=
∑
l∈Z

exp

(
πiτ(l +

1

2
)2 + 2πi(l +

1

2
)((z − 1) +

1

2
)

)
= ϑ(z − 1) = −ϑ(z),
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и следующие из нее свойства четности и нечетности других эллиптических функций:

ϑ′(−z) = ϑ′(z),

φ(−z,−w) =
ϑ′(0)ϑ(−z − w)

ϑ(−z)ϑ(−w)
= −ϑ

′(0)ϑ(z + w)

ϑ(z)ϑ(w)
= −φ(z, w),

E1(−z) =
ϑ′(−z)

ϑ(−z)
= −ϑ

′(z)

ϑ(z)
= −E1(z),

E ′1(−z) = E ′1(z),

℘(−z) = −E ′1(−z) +
ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
= −E ′1(z) +

ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
= ℘(z).

Окончательно получаем следующие свойства четности и нечетности:

ϑ(z) = −ϑ(−z),

φ(z, w) = −φ(−z,−w),

E1(z) = −E1(−z), (4.12)
℘(z) = ℘(−z).

Определим теперь поведение эллиптических функций при z → 0. Из нечетности ϑ получаем
вид ее разложения в ряд Маклорена:

ϑ(z) = ϑ′(0)z +
1

6
ϑ′′′(0)z3 +O(z5), z → 0. (4.13)

Воспользуемся теперь этим выражением для исследования поведения других функций:

φ(z, w) =
ϑ′(0)

ϑ(z)

ϑ(z + w)

ϑ(w)
=

1

z
· 1

1 + ϑ′′′(0)
6ϑ′(0)

z2 +O(z4)
·
(
1 + E1(w)z +

ϑ′′(w)

ϑ(w)
+O(z3)

)
=

=
1

z
·
(
1− ϑ′′′(0)

6ϑ′(0)
z2 +O(z4)

)
·
(
1 + E1(w)z +

1

2
(E ′1(w) + E2

1(w))z2 +O(z3)
)

=

=
1

z
+ E1(w) +

z

2
·
(
− ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
+ E ′1(w) + E2

1(w)
)

+O(z2)

Следовательно, для функции Кронеккера имеем разложение:

φ(z, w) =
1

z
+ E1(w) +

z

2

(
E2

1(w)− ℘(w)
)

+O(z2), z → 0. (4.14)

Дифференцируя его, получаем разложение функции f (4.6):

f(z, w) = ∂wφ(z, w) = E ′1(w) +
z

2

(
2E1(w)E ′1(w)− ℘′(w)

)
+O(z2), z → 0. (4.15)

Заметим, что φ(z, w) имеет полюс первого порядка при z → 0, в то время как f(z, w) не имеет
полюса.

E1(z) =
ϑ′(z)

ϑ(z)
=

ϑ′(0) + 1
2
ϑ′′′(0)z2 +O(z4)

ϑ′(0)z + 1
6
ϑ′′′(0)z3 +O(z5)

=
1

z
·
(
1 +

ϑ′′′(0)

2ϑ′(0)
z2 +O(z4)

)(
1− ϑ′′′(0)

6ϑ′(0)
z2 +O(z4)

)
=

=
1

z
+
ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
z +O(z3),

℘(z) = −E ′1(z) +
ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
=

1

z2
− ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
+
ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
+O(z2) =

1

z2
+O(z2).
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Следовательно, имеем разложения для E1- и ℘-функций:

E1(z) =
1

z
+
ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
z +O(z3), z → 0, (4.16)

℘(z) =
1

z2
+O(z2), z → 0. (4.17)

Рассмотрим теперь более подробно свойства φ-функции Кронеккера (4.3). Непосредственно
из определения следует ее симметричность по перестановке аргументов:

φ(z, w) = φ(w, z). (4.18)

Производные функции Кронеккера по ее аргументам могут быть выражены через нее саму и
через E1-функции:

∂zφ(z, w) =
ϑ′(0)

ϑ(w)

∂

∂z

(ϑ(z + w)

ϑ(z)

)
=
ϑ′(0)

ϑ(w)

(ϑ′(z + w)

ϑ(z)
− ϑ(z + w) · ϑ′(z)

ϑ2(z)

)
=

=
ϑ′(0)ϑ(z + w)

ϑ(z)ϑ(w)

(ϑ′(z + w)

ϑ(z + w)
− ϑ′(z)

ϑ(z)

)
= φ(z, w)

(
E1(z + w)− E1(z)

)
.

С учетом симметричности по аргументам получаем:

∂zφ(z, w) = φ(z, w)
(
E1(z + w)− E1(z)

)
,

f(z, w) = ∂wφ(z, w) = φ(z, w)
(
E1(z + w)− E1(w)

)
. (4.19)

Одно из ключевых для теории интегрируемых систем свойств φ-функции — тождество тройной
секущей Фея:

φ(z, a)φ(w, b) = φ(w, a+ b)φ(z − w, a) + φ(w − z, b)φ(z, a+ b), (4.20)

и его вырожденные случаи:

φ(z, a)φ(z, b) = φ(z, a+ b)(E1(z) + E1(a) + E1(b)− E1(z + a+ b)), (4.21)
φ(z, a)φ(z,−a) = ℘(z)− ℘(a). (4.22)

Последнее свойство (4.22) также называется свойством унитарности для функций Кронеккера.
Тождество Фея (4.20) может быть доказано путем сравнения поведения полюсных структур

левой и правой частей, а также поведения обеих частей при сдвиге на 1 и на τ .
Установим теперь справедливость вырожденных тождеств, исходя из тождества Фея:

w = z + ε, ε→ 0,

φ(z, a)φ(z + ε, b) = φ(z + ε, a+ b)φ(−ε, a) + φ(ε, b)φ(z, a+ b),

φ(z, a)φ(z, b) +O(ε) =
(
φ(z, a+ b) + ε∂zφ(z, a+ b) +O(ε2)

)(
− 1

ε
+ E1(a) +O(ε)

)
+

+
(1

ε
+ E1(b) +O(ε)

)
φ(z, a+ b) = φ(z, a+ b)

(
E1(a) + E1(b)− E1(z + a+ b) + E1(z)

)
+O(ε).

Выделяя в разложении члены ε0-порядка, получаем (4.21) из (4.20). Теперь получим условие
унитарности:

a+ b = ε, ε→ 0,

φ(z, a)φ(z, ε− a) = φ(z, ε)
(
E1(z) + E1(a) + E1(ε− a)− E1(z + ε)

)
,

φ(z, a)φ(z,−a) +O(ε) =
(1

ε
+ E1(z) +O(ε)

)(
E ′1(−a)ε− E ′1(z)ε+O(ε2)

)
=

= E ′1(a)− E ′1(z) +O(ε) = ℘(z)− ℘(a) +O(ε).
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Сравнивая члены при ε0, получаем (4.22).
Запишем (4.21) в частном случае для a = qik, b = qkj и продифференцируем его по qk:

φ(z, qik)φ(z, qkj) = φ(z, qij)(E1(z) + E1(qik) + E1(qkj)− E1(qij + z)),

φ(z, qik)f(z, qkj)− f(z, qik)φ(z, qkj) = φ(z, qij)(℘(qik)− ℘(qkj)), (4.23)

полученное тождество является ключевым для интегрируемости системы Калоджеро. Другое
полезное тождество получится, если записать условие унитарности для a = qij и продифферен-
цировать его по qj:

φ(z, qij)φ(z, qji) = ℘(z)− ℘(qij),

φ(z, qij)f(z, qji)− f(z, qij)φ(z, qji) = ℘′(qij). (4.24)

Тригонометрическое и рациональное вырождения.
Заметим, что все выписанные выше свойства эллиптических функций остаются справедливыми
при одновременной замене:

ϑ(z | τ)→ sinh z → z,

φ(z, w)→ coth z + cothw → 1

z
+

1

w
,

E1(z)→ coth z → 1

z
, (4.25)

℘(z)→ 1

sinh2 z
→ 1

z2
,

которая отвечает тригонометрическому и рациональному вырождениям эллиптических функ-
ций. Переход к тригонометрическим функциям может рассматриваться как переход от тора
Στ = C/(Z ⊕ τZ) к цилиндру при стремлении одного из периодов тора к бесконечности, а пе-
реход к рациональным функциям — как переход от этого цилиндра к комплексной плоскости
при стремлении к бесконечности и второго периода.

4.2 Явная проверка утверждения (2.33)

В этом приложении приводится прямая проверка того, что полудинамическая RACF -матрица
Арутюнова-Чехова-Фролова удовлетворяет квадратичному по R уравнению (2.33). Для этого
левая и правая части (2.33) выписываются явно при помощи определения (2.13). В этом разделе
далее всегда предполагается, что i 6= j, i 6= k, j 6= k и сравниваются покомпонентно слагаемые в
левой и правой части (2.33).

В некоторых компонентах сокращение происходит непосредственно:

Eij ⊗ Eii ⊗ Eji : 0 = −φ(z13,−uij)φ(η − ~,−uij) + φ(η − ~,−uij)φ(z13,−uij),
Eij ⊗ Eii ⊗ Ejj : 0 = φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(η − ~,−uij)− φ(η − ~,−uij)φ(z1 + ~ + η,−uij),
Eii ⊗ Ejj ⊗ Eij : φ(~,−uij)φ(z3 + ~,−uij) = φ(z3 + ~,−uij)φ(~,−uij),
Eij ⊗ Eji ⊗ Eji : − φ(z12,−uij)φ(−z3 − ~,−uij) = −φ(−z3 − ~,−uij)φ(z12,−uij),
Eii ⊗ Eji ⊗ Eij : − φ(~,−uij)φ(z32,−uij) = −φ(~,−uij)φ(z32,−uij),
Eij ⊗ Ejj ⊗ Eij : − φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(z3 + ~,−uij) = −φ(z3 + ~,−uij)φ(z1 + ~ + η,−uij),
Ejj ⊗ Eij ⊗ Eji : φ(z2 + η,−uij)φ(z3 + ~,−uij) = φ(z3 + ~,−uij)φ(z2 + η,−uij),
Eii ⊗ Eji ⊗ Ejj : − φ(η,−uij)φ(−z2 − η,−uij) = −φ(η,−uij)φ(−z2 − η,−uij),
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Eij ⊗ Eij ⊗ Eji : 0 = φ(z13,−uij)φ(z2 + η,−uij)− φ(z2 + η,−uij)φ(z13,−uij),
Eij ⊗ Eij ⊗ Ejj : 0 = −φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(z2 + η,−uij) + φ(z2 + η,−uij)φ(z1 + ~ + η,−uij),
Eij ⊗ Eji ⊗ Ejj : φ(z12,−uij)φ(η,−uij) = φ(η,−uij)φ(z12,−uij),
Eij ⊗ Eji ⊗ Ekk : φ(z12,−uij)φ(η,−uik) = φ(η,−uik)φ(z12,−uij),
Ejj ⊗ Eij ⊗ Ekk : φ(z2 + η,−uij)φ(η,−ujk) = φ(η,−ujk)φ(z2 + η,−uij),
Eij ⊗ Ejk ⊗ Eki : − φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(z23,−ujk) = −φ(z23,−ujk)φ(z1 + ~ + η,−uij),
Eii ⊗ Ejk ⊗ Ekj : φ(~,−uij)φ(z23,−ujk) = φ(z23,−ujk)φ(~,−uij),
Eii ⊗ Ejj ⊗ Ekj : φ(~,−uij)φ(z3 + ~,−ukj) = φ(z3 + ~,−ukj)φ(~,−uij),
Eij ⊗ Eji ⊗ Eki : φ(z12,−uij)φ(z3 + ~,−uki) = φ(z3 + ~,−uki)φ(z12,−uij),
Eij ⊗ Ejj ⊗ Ekj : − φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(z3 + ~,−ukj) = −φ(z3 + ~,−ukj)φ(z1 + ~ + η,−uij),
Ejj ⊗ Eij ⊗ Ekj : φ(z2 + η,−uij)φ(z3 + ~,−ukj) = φ(z3 + ~,−ukj)φ(z2 + η,−uij),
Eij ⊗ Ekk ⊗ Eji : 0 = φ(z13,−uij)φ(~− η,−ujk) + φ(η − ~,−ukj)φ(z13,−uij),
Eij ⊗ Ekk ⊗ Ejj : 0 = −φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(~− η,−ujk)− φ(η − ~,−ukj)φ(z1 + ~ + η,−uij),
Eij ⊗ Ekj ⊗ Ejj : 0 = −φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(z2 + η,−ukj) + φ(z2 + η,−ukj)φ(z1 + ~ + η,−uij),
Eij ⊗ Ekj ⊗ Ejj : 0 = φ(z13,−uij)φ(z2 + η,−ukj)− φ(z2 + η,−ukj)φ(z13,−uij),

В других компонентах равенство левой и правой частей обеспечивается тождеством Фея
(4.20):

Eii ⊗ Ejj ⊗ Ekk : φ(~,−uij)φ(η,−ujk) =

= φ(η,−uik)φ(~− η,−uij) + φ(η − ~,−ujk)φ(~,−uik),
Eij ⊗ Ejj ⊗ Ekk : − φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(η,−ujk) =

= −φ(η,−uik)φ(z1 + ~,−uij) + φ(z1 + ~ + η,−uik)φ(z1 + ~,−ukj),
Eik ⊗ Ekk ⊗ Eji : 0 = φ(z13,−u13)φ(z1 + ~,−ujk)−

− φ(z3 + ~,−uji)φ(z1 + ~,−uik) + φ(z3 + ~,−ukj)φ(z13,−uik),
Eij ⊗ Ejk ⊗ Eki : φ(z12,−uij)φ(z23,−uik) =

= φ(z13,−uik)φ(z12,−ukj) + φ(z23,−ujk)φ(z13,−uij),
Ejj ⊗ Eik ⊗ Ekj : φ(z2 + η,−uij)φ(z23,−ujk) =

= −φ(z2 + η,−uik)φ(z3 + η,−ukj) + φ(z23,−uik)φ(z3 + η,−uij),
Eii ⊗ Ejk ⊗ Ekk : − φ(~,−uij)φ(z2 + ~ + η,−ujk)− φ(z2 + η,−uji)φ(z2 + ~ + η,−uik) =

= −φ(z2 + η,−ujk)φ(~,−uik),
Ekk ⊗ Eii ⊗ Ejk : 0 = φ(η − ~,−uij)φ(z3 + η,−ujk)+

+ φ(z3 + ~,−uji)φ(z3 + η,−uik) + φ(z3 + ~,−ujk)φ(~− η,−uki),
Eij ⊗ Ejk ⊗ Ekk : − φ(z12,−uij)φ(z2 + ~− η,−uik) + φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(z2 + ~ + η,−ujk) =

= −φ(z1 + ~ + η,−uik)φ(z12,−ukj),

Оставшиеся слагаемые могут быть сокращены по тождеству (4.21):

Eii ⊗ Eij ⊗ Eji :
φ(~, z2 + η)

φ(~, z1 + ~)
φ(~, z12)φ(z23,−uij) =

φ(~, z3 + η)

φ(~, z1 + η)
φ(~, z13)φ(z23,−uij)−

− φ(z13,−uij)φ(z21,−uij) + φ(z2 + η,−uij)φ(−z3 − η,−uij),
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Eii ⊗ Ejj ⊗ Eii : − φ(~,−uij)φ(−η,−uij) = −φ(z3 + ~,−uij)φ(−z3 − η,−uij)+

+
φ(η, z3 + ~)

φ(η, z1 + ~)
φ(η, z13)φ(~− η,−uij)−

φ(~, z3 + η)

φ(~, z1 + η)
φ(~, z13)φ(~− η,−uij),

Eij ⊗ Ejj ⊗ Eii : φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(−η,−uij) = φ(z3 + ~,−uij)φ(z13,−uij)−

− φ(η, z3 + ~)

φ(η, z1 + ~)
φ(η, z13)φ(z1 + ~,−uij),

Ejj ⊗ Eij ⊗ Ejj : φ(−~,−uij)φ(z2 + ~ + η,−uij) +
φ(η, z3 + ~)

φ(η, z2 + ~)
φ(η, z23)φ(z2 + η,−uij) =

= φ(z23,−uij)φ(z3 + η,−uij)−
φ(~, z3 + η)

φ(~, z1 + η)
φ(~, z13)φ(z2 + η,−uij)+

+
φ(η, z3 + ~)

φ(η, z1 + ~)
φ(η, z13)φ(z2 + η,−uij),

Eij ⊗ Ejj ⊗ Eji : φ(z12,−uij)φ(z23,−uij) =
φ(~− η, z2 + η)

φ(~− η, z1 + η)
φ(~− η, z12)φ(z13,−uij)+

+ φ(z3 + ~,−uij)φ(−z1 − ~,−uij) +
φ(η − ~, z3 + ~)

φ(η − ~, z2 + ~)
φ(η − ~, z23)φ(z13,−uij),

Eij ⊗ Eji ⊗ Eij : φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(z32,−uij) = φ(z32,−uij)φ(z1 + ~ + η,−uij),
Ejj ⊗ Eii ⊗ Eij : − φ(z2 + η,−uij)φ(z32,−uij) = −φ(z3 + ~,−uij)φ(η − ~,−uij)+

+
φ(η − ~, z3 + ~)

φ(η − ~, z2 + ~)
φ(η − ~, z23)φ(z3 + ~,−uij),

Eij ⊗ Ejj ⊗ Ejj : − φ(z12,−uij)φ(z2 + ~ + η,−uij)−
φ(η, z3 + ~)

φ(η, z2 + ~)
φ(η, z23)φ(z1 + ~ + η,−uij) =

= −φ(η,−uij)φ(z1 + ~,−uij)−
φ(~− η, z2 + η)

φ(~− η, z1 + η)
φ(~− η, z12)φ(z1 + ~ + η,−uij)−

− φ(η − ~, z3 + ~)

φ(η − ~, z2 + ~)
φ(η − ~, z23)φ(z1 + ~ + η,−uij),

Eij ⊗ Eji ⊗ Eii : − φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(−z2 − ~− η,−uij) +
φ(η, z3 + ~)

φ(η, z2 + ~)
φ(η, z23)φ(z12,−uij) =

= −φ(z32,−uij)φ(z13,−uij) +
φ(η, z3 + ~)

φ(η, z1 + ~)
φ(η, z13)φ(z12,−uij),

Ejj ⊗ Eii ⊗ Eii : φ(z2 + η,−uij)φ(−z2 − ~− η,−uij)−
φ(η, z3 + ~)

φ(η, z2 + ~)
φ(η, z23)φ(−~,−uij) =

= −φ(η − ~, z3 + ~)

φ(η − ~, z2 + ~)
φ(η − ~, z23)φ(−~,−uij) + φ(−η,−uij)φ(η − ~,−uij),

Eii ⊗ Eii ⊗ Ejj :
φ(~, z2 + η)

φ(~, z1 + η)
φ(~, z12)φ(η,−uij) = φ(η − ~,−uij)φ(~,−uij)+

+
φ(~− η, z2 + η)

φ(~− η, z1 + η)
φ(~− η, z12)φ(η,−uij)− φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(−z1 − ~,−uij),

Eii ⊗ Eij ⊗ Ejj : − φ(~, z2 + η)

φ(~, z1 + η)
φ(~, z12)φ(z2 + ~ + η,−uij) =

= φ(z1 + ~ + η,−uij)φ(z21,−uij)− φ(z2 + η,−uij)φ(~,−uij),
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Ejj ⊗ Ejj ⊗ Eij :
φ(~, z2 + η)

φ(~, z1 + η)
φ(~, z12)φ(z3 + ~,−uij) = φ(z31,−uij)φ(z1 + ~,−uij)+

+
φ(~− η, z2 + η)

φ(~− η, z1 + η)
φ(~− η, z12)φ(z3 + ~,−uij)− φ(~− η,−uij)φ(z3 + η,−uij)+

+
φ(~, z3 + η)

φ(~, z1 + η)
φ(~, z13)φ(z3 + ~,−uij),

Последнее равенство — в компонентах вида Eii ⊗ Eii ⊗ Eii:

φ(~, z2 + η)φ(η, z3 + ~)

φ(~, z1 + η)φ(η, z2 + ~)
φ(~, z12)φ(η, z23) =

=
φ(~− η, z2 + η)φ(η, z3 + ~)

φ(~− η, z1 + η)φ(η, z1 + ~)
φ(η, z13)φ(~− η, z12)+

+
φ(η − ~, z3 + ~)φ(~, z3 + η)

φ(η − ~, z2 + ~)φ(~, z1 + η)
φ(η − ~, z23)φ(~, z13),

также получается из тождества Фея (4.20) и равенства:

φ(~, z2 + η)φ(η, z3 + ~)

φ(~, z1 + η)φ(η, z2 + ~)
=
φ(~− η, z2 + η)φ(η, z3 + ~)

φ(~− η, z1 + η)φ(η, z1 + ~)
=

=
φ(η − ~, z3 + ~)φ(~, z3 + η)

φ(η − ~, z2 + ~)φ(~, z1 + η)
=
ϑ(z1 + η)ϑ(z2 + ~)ϑ(z3 + η + ~)

ϑ(z1 + ~ + η)ϑ(z2 + η)ϑ(z3 + ~)
.
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