
Федеральное государственное образовательное
учреждение высшего профессионального

образования «Московский физико-технический
институт (государственный университет)»

Кафедра теоретической астрофизики и квантовой теории поля

Инфракрасная динамика скалярных полей в

расширяющемся де Ситтере

Кирилл Евгеньевич Павленко

Научный руководитель:

доктор физико-математических наук

Эмиль Тофикович Ахмедов

Москва, 2017

1



Содержание

1 Введение и структура повествования 3

2 Безмассовое поле 4
2.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Свободный коррелятор . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.3 Выделение ведущего инфракрасного вклада . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.4 Уравнение Ланжевена . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.5 Решение уравнения Фоккера-Планка в случае V (φ) = λφ4 . . . . . . . 7
2.6 Уравнение Ланжевена в случае произвольного состояния . . . . . . . 8
2.7 Уравнение Фоккера-Планка в случае произвольного состояния . . . . 9
2.8 В технике Келдыша-Швингера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.8.1 Обозначения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.8.2 Однопетлевая поправка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.8.3 Вклад из двух петель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3 Массивное поле 16
3.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2 Формализм Швингера-Келдыша . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.3 Общее обсуждение петлевых поправок к пропагаторам . . . . . . . . . 18
3.4 Поправка к пропагаторам, главная серия . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.5 Дополнительная серия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.6 Поправки к вершинам . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.7 Суммирование ведущих вкладов во всех петлях, общее обсуждение . 24
3.8 Суммирование ведущих вкладов в случае главной серии . . . . . . . . 25
3.9 Суммирование ведущих вкладов в случае дополнительной серии . . . 28

2



1 Введение и структура повествования

Квантовая теория поля на фоне искривленной метрики является важным предме-
том изучения на пути к квантовой гравитации. В рамках такого изучения простран-
ство де Ситтера представляет большой интерес, так как обладает богатой группой
симметрий и, к тому же, расширяющийся де Ситтер является простейшей моделью
инфляции.
В работе исследуются двухточечные корреляционные функции скалярных полей

на фоне расширяющегося де Ситтера. Показывается, что, в отличие от плоского
пространства, где основные вклады даются древесными приближениями, в неста-
ционарном случае петлевые поправки не подавлены по константе связи и требуется
учитывать вклады от всех петель. Тем не менее, в большинстве случаев это удается
сделать.
Оказывается, что значение их массы существенно влияет на поведение коррелято-

ров и существует по меньшей мере 4 различных режима поведения корреляторов. В
настоящий момент примеры суммирования во всех петлях найдены в трех из четы-
рех режимов. Большая часть работы посвящена взаимодействию λφ4, но в некоторых
случаях результаты обобщаются. Так, например, при m = 0 так называемый сто-
хастический подход, впервые предложенный Старобинским и Якоямой, позволяет в
некотором смысле выразить ответ для произвольного взаимодействия.
Более того, во всех известных примерах квантовый вопрос о поведении коррелято-

ров удается свести к классическим уравнениям, что представляет большой интерес.

Текст разделен на два блока. Один посвящен безмассовому полю, второй — мас-
сивному. Эти два случая принципиально отличаются разработанными подходами.
Первый блок с пунктов 2.1 до 2.5 оcновывается на работе Тсамиса и Вударда ([31]).
Здесь приводится достаточно строгое рассуждение, показывающее, что динамика
безмассовых скалярных полей подчиняется уравнению Ланжевена. Пункт 2.5 по-
свещен решению этого уравнения в случае потенциала λφ4. Вторая часть второго
раздела представляют собой некоторое оригинальное исследование. Подход распро-
страняется на случай более общего состояния, а затем проводится пертурбативная
проверка результатов с помощью нестационарных диаграммных методов. Во втором
блоке показывается, что в случае массивного поля только келдышевский пропагатор
получает существенные инфракрасные поправки, что позволяет просуммировать от-
вет во всех порядках для корреляторов (в некотором приближении). В случае нену-
левой массы найдены сингулярные решения.
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2 Безмассовое поле

2.1 Постановка задачи

Рассмотрим безмассовое скалярное поле в D = 3 + 1 с самодействием на фоне внеш-
ней фиксированной метрики расширяющегося де Ситтера:

L = −1

2

√
−ggµν∂µφ∂νφ−

√
−gV (φ). (2.1)

Метрика дается выражением:

ds2 = −dt2 + a2(t)d~x · d~x, (2.2)

где

a(t) = eHt. (2.3)

Здесь H — постоянная Хаббла. В дальнейшем, изучая стохастический подход, мы
будем работать в координатах (~x, t). Однако при работе с диаграммной техникой
Келдыша, более удобно станет использовать другие координаты, выраженные в тер-
минах конформного времени η. В координатах (~x, η) метрика имеет вид:

ds2 = a2(η)(−dη2 + d~x · d~x), dη =
dt

a(t)
. (2.4)

Нас будет интересовать динамика корреляционных функций в совпадающих «точ-
ках» в зависимости от времени 〈Ω|φ2(~x, t) |Ω〉. В качестве состояния |Ω〉 взят т. н.
вакуум Банчи-Дэвиса, однако в дальнейшем мы обсудим и усреднение в случае про-
извольного состояния.
Стохастический подход замечателен тем, что в некотором смысле он не требует

спецификации вида потенциала V (φ). Поэтому сначала, развивая стохастический
подход, мы тоже не станем конкретизировать V (φ), но затем, получив уравнение
Ланжевена, мы будем решать его при V (φ) = λφ4 и сконцентрируем наши дальней-
шие усилия только на этом случае.

2.2 Свободный коррелятор

Для начала следует задаться вопросом, как ведет себя свободный коррелятор 〈Ω|φ2(~x, t) |Ω〉
при V (φ) = 0. Для этого мы будем использовать каноническое квантование.
Несложно получить уравнение движения для φ.

φ̈+ 3Hφ̇− 1

a2
∇2φ+ V ′(φ) = 0. (2.5)
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Также нетрудно проверить, что следующие гармоники

u(t, k) =
H√
2k3

(
1− ik

Ha

)
e
ik
Ha

u∗(t, k) =
H√
2k3

(
1 +

ik

Ha

)
e−

ik
Ha

(2.6)

решают свободное уравнение движения

φ̈0 + 3Hφ̇0 +
k2

a2
φ0 = 0. (2.7)

Свободное поле φ0(t, ~x) может быть канонически проквантована в терминах гар-
моник u(t, k) и операторов рождения и уничтожения:

φ0(t, ~x) =

∫
d3k

(2π)3

(
ei
~k~xu(t, ~x)α~k + h.c.

)
, (2.8)

[
α~k, α

†
~k′

]
= (2π)3δ3(~k − ~k′). (2.9)

Будем следить только за инфракрасным вкладом в корреляционные функции. Таким
образом, мы можем разделить наши моды на два типа

• инфракрасные =⇒ H < k < Ha(t),

• ультрафиолетовые =⇒ k > Ha(t).

Ограничивая наши полевые операторы на инфракрасную область, получаем

Φ0(t, ~x) =

∫
d3k

(2π)3
θ(Ha(t)− k)θ(k −H)

(
ei
~k~xu(t, ~x)α~k + h.c.

)
. (2.10)

Теперь можно вычислить вакуумное ожидание φ2
0:

〈0|Φ2
0 |0〉 = 〈0|

∫
d3k

(2π)3

d3k′

(2π)3
θ(Ha− k)θ(Ha− k′)αkα†k′e

−i(k−k′)xu(t, k)u∗(t, k′) |0〉 .

(2.11)

Используя соотношения нормировки

〈0|αkα†k′ |0〉 = (2π)3δ(k − k′),

несложно получить

〈0|Φ2
0 |0〉 =

∫
d3k

(2π)3
θ(Ha− k)θ(k −H)

H2

2k3

(
1 +

k2

H2a2

)
=
H2

4π2

∫ Ha

H

dk

k

(
1 +

k2

H2a2

)
.

(2.12)

Таким образом, мы приходим к ответу

〈0|Φ2
0 |0〉 =

(
H

2π

)2(
ln a+

1

2
− 1

2a2

)
. (2.13)

То есть корреляции линейно растут по времени.
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2.3 Выделение ведущего инфракрасного вклада

Для начала следует посмотреть на коммутатор φ с его производной по времени φ̇.[
Φ0(t, ~x), Φ̇0(t, ~x′)

]
=

∫
d3k

(2π)3
θ(Ha− k)θ(k −H) (uu̇∗ − u∗u̇) ei

~k(~x−~x′), (2.14)

uu̇∗ − u∗u̇ =
i

a3(t)
. (2.15)

Следовательно,[
Φ0(t, ~x), Φ̇0(t, ~x′)

]
=

i

4π2a3

∫ Ha

H

dkk
sin(k(x− x′))

x− x′
6= 0. (2.16)

Как и ожидалось, коммутатор не равен нулю, что является следствием квантовой
природы φ.
Внимательно глядя на формулы (2.11) и (2.12), можно заметить, что лидирующий

логарифм возникает исключительно из первого константного члена наших гармоник

uIR ∼
H√
2k3

. (2.17)

Оставив только константный вклад в гармоники

φIR(t, ~x) =

∫
d3k

(2π)3
θ(Ha− k)θ(k −H)

H√
2k3

(
ei
~k~xα~k + h.c.

)
, (2.18)

можно вычислить коммутатор в таких гармониках[
φIR(t, ~x), φ̇IR(t, ~x′)

]
= 0. (2.19)

Обнуление коммутатора означает, что поле φIR можно считать классическим. Тогда
операторы рождения-уничтожения α и α† можно интерпретировать как случайные
стохастические переменные.

2.4 Уравнение Ланжевена

Раз поле φ можно итерпретировать как классическое, то появляется надежда, что
на него можно получить классическое уравнение в случае V (φ) 6= 0.
Функция Грина записывается стандартным образом:

Gret(t, ~x, t
′, ~x′) = iθ(t− t′)

∫
d3k

(2π)3
(u(t, k)u∗(t′, k)− u∗(t, k)u(t′, k)) ei

~k(~x−~x′). (2.20)

Можно проверить, что

(u(t, k)u∗(t′, k)− u∗(t, k)u(t′, k)) =
i

3H

(
1

a3(t′)
− 1

a3(t)

)
+O(k2).
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Следя лишь за временами t > t′, получаем

a′3GIR
ret(t, ~x, t

′, ~x′) ∼ 1

3H
θ(t− t′)δ(~x− ~x′). (2.21)

Подставляя полученную форму функции Грина, получаем

φ(t, ~x) = φIR(t, ~x)− 1

3H

∫ t

0

dt′V ′(φ(t′, ~x)).

Осталось только продифференцировать последнее уравнение по времени t:

φ̇(t, ~x) = φ̇IR(t, ~x)− 1

3H
V ′(φ(t, ~x)). (2.22)

Полученное уравнение — это уравнение Ланжевена на классическую величину φ(t, ~x).
Проинтерпретируем φ̇IR(t, ~x) как стохастический источник и проверим, что он яв-
ляется белым гауссовым шумом.
Во-первых,

φ̇IR(t, ~x) =

∫
d3k

(2π)3
δ(Ha− k)θ(k −H)

H3a√
k3

(
eikxαk + h.c.

)
.

Тогда коррелятор равен

〈0| φ̇IR(t, ~x)φ̇IR(t′, ~x) |0〉 = 〈0|
∫

d3k

(2π)3

d3k′

(2π)3

δ(Ha(t)− k)√
2k3

δ(Ha(t′)− k′)√
2k3

H6a(t)a(t′)ei(k−k
′)xαkα

†
k′ |0〉 =

H3

4π2
δ(t− t′). (2.23)

2.5 Решение уравнения Фоккера-Планка в случае V (φ) = λφ4

Полученное ранее уравнение Ланжевена эквивалентно уравнению Фоккера-Планка.
Для потенциала V (φ) = λφ4 получаем

∂tρ(t, φ) =
λ

18H
∂φ(φ3ρ(t, φ)) +

H3

8π2
∂2
φ(ρ(t, φ)). (2.24)

Для того, чтобы получить решение этого уравнения при t→ +∞ введем анзац

lim
t→∞

ρ(t, φ) = ρ∞(φ).

Анзац приводит к уравнению первого порядка

dρ∞(φ)

ρ∞(φ)
= −4π2λ

9H4
φ3dφ, (2.25)

решение которого вполне просто

ρ∞(φ) =
2

Γ(1/4)

(
π2λ

9H4

)1/4

exp

(
−π

2

9
λ

(
φ

H

)4
)
. (2.26)
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С одной стороны,

∂t 〈0|φ2n(t, ~x) |0〉 =

∫ +∞

−∞
dωρ̇(t, ω)ω2n. (2.27)

C другой —

∂t 〈0|φ2n(t, ~x) |0〉 =
n(2n− 1)H3

4π2
〈0|φ2n−2(t, ~x) |0〉 − nλ

9H
〈0|φ2n+2(t, ~x) |0〉 (2.28)

Это уравнение можно решить итеративно. Ответ для φ2(t, ~x) следующий:

〈0|φ2(t, ~x) |0〉 =
H2

4π2
ln a

(
1− λ

36π2
ln2 a+

63

35

(
λ

36π2
ln2 a

)2

+ ...

)
(2.29)

Таким образом, корреляции растут полиномиально по времени. Степень полинома
увеличивается на два с каждым новым порядком по константе связи.
Однако интересно, что ряд можно просуммировать.
Заметим, что уравнение на ρ∞(φ) имеет решение:

ρ∞(φ) =
2

Γ(1/4)

(
π2λ

9H4

)1/4

exp

[
−π

2

9
λ
φ4

H4

]
(2.30)

из которого легко получить точный ответ на коррелятор.

lim
t→∞
〈0|φ2n(t, ~x) |0〉 =

Γ(n
2

+ 1
4
)

Γ(1
4
)
(

9H4

π2λ

)n/2 . (2.31)

Это решение стационарно! Это означает, что скалярное поле в конце концов урав-
новешивает эффект от рождения пар.

Существуют ли нестационарные решения? Приведенное выше вычисление было
сделано в специальном случае: мы выбрали конкретный вакуум. Но что будет, если
мы приготовим состояние более общего вида? Этому посвящены два следующих
пункта.

2.6 Уравнение Ланжевена в случае произвольного состояния

Покажем, что вывод уравнения Ланжевена не зависит от начальной плотности ча-
стиц. Итак, в случае произвольной плотности

〈Ω|α†kαk′ |Ω〉 = (2π)3δ(k − k′)nk. (2.32)

Следует следить за тремя вещами.

8



1. Запаздывающая функция Грина останется в точности такой же, так как ком-
мутатор [φ(x), φ(x′)] является просто с-числом. Поэтому усреднение не зависит
от выбора состояния.

2. Среднее значение дается выражением

〈Ω|φ2
0(x) |Ω〉 = 〈0|φ2

0(x) |0〉+ 2

∫
d3k

(2π)3
|φk|2nk →

→ 〈0|φ2
0(x) |0〉+

H2

(2π)3

∫
d3k

k3
nk.

(2.33)

Здесь был взят предел t→ +∞. Линейные рост по времени сохраняется неза-
висимо от nk.

3. Осталось только проверить, что шум, фигурирующий в уравнении Ланжевена,
по-прежнему остается гауссовым белым шумом.

〈Ω| φ̇0(t, ~x)φ̇0(t′, ~x) |Ω〉 =
H4

4π2
δ(t− t′)(1 + 2nHa(t)). (2.34)

Шум зависит от времени, но все еще является белым.

Таким образом, вывод уравнения Ланжевена справедлив в случае произвольного
состояния в том же смысле, в каком он справедлив для вакуума Банча-Девиса.

2.7 Уравнение Фоккера-Планка в случае произвольного
состояния

Теперь обратимся к тому, как устроен вывод уравнения Фоккера-Планка из уравне-
ния Ланжевена в случае произвольного состояния. Итак, имеем

φ̇(t, ~x) = fφ(t, ~x)− 1

3H
V ′(φ(t, ~x)). (2.35)

По определению

ρφ(φ0, t) = 〈δ(φ− φ0)〉 . (2.36)

Продифференцируем ρφ(φ0, t) по времени t.

∂tρφ(φ0, t) = ∂t 〈δ(φ− φ0)〉 =
〈
φ̇∂φ(δ(φ− φ0))

〉
= −∂φ0

〈
φ̇δ(φ− φ0)

〉
=

= −∂φ0

〈(
− 1

3H
V ′(φ(t, ~x)) + fφ(t, ~x)

)
δ(φ− φ0)

〉
. (2.37)

Первое слагаемое простое:〈
− 1

3H
V ′(φ(t, ~x))δ(φ− φ0)

〉
= − 1

3H
V ′(φ0(t, ~x))ρφ(φ0, t). (2.38)

9



Второе устроено более хитро. Формально представим дельта-функцию в виде ряда
Тейлора и попробуем понять, как разобраться с каждым слагаемым в отдельности.

〈fφ(t, ~x)δ(φ− φ0)〉 =

〈
fφ(t, ~x)

(
δ(φ0)− φδ′(φ0) +

1

2
φ2δ′′(φ0) + ...

)〉
(2.39)

Во-первых, ясно, что

〈fφδ(φ0)〉 = 0.

А слагаемое с первой производной можно переписать следующим образом

〈fφδ′(φ0)φ〉 =

〈
fφδ
′(φ0)

(∫ t

−∞
− 1

3H
V ′(φ0(t′, ~x)dt′ +

∫ t

−∞
fφdt

′
)〉

=

=

〈
fφδ
′(φ0)

∫ t

−∞
fφdt

′
〉

=

〈
fφ(t, ~x)

∫ t

−∞
fφ(t′, ~x)dt′

〉
〈δ′(φ0)〉 =

H3

8π2
(1 + 2nHa(t)) 〈δ′(φ0)〉 .

(2.40)

В точности также можно поступить со второй и более высокими производными
дельта-функции 〈

1

2
fφδ
′′(φ0)φ2

〉
=
H3

8π2
(1 + 2nHa(t)) 〈φδ′′(φ0)〉 .

Это означает, что финальный ответ выглядит так:

〈fφ(t, ~x)δ(φ− φ0)〉 = −H
3

8π2
(1 + 2nHa(t)) 〈δ′(φ− φ0)〉 =

H3

8π2
(1 + 2nHa(t))∂φ0 〈δ(φ− φ0)〉 =

=
H3

8π2
(1 + 2nHa(t))∂φ0ρφ(φ0, t).

(2.41)

И уравнение Фоккера-Планка модифициуется следующим образом:

ρ̇(t, φ) =
1

3H
∂φ (V ′(φ)ρ(t, φ)) +

H3

8π2
(1 + 2nHa(t))∂

2
φ(ρ(t, φ)). (2.42)

Кажется, что такая модификация не добавляет новых решений уравнению Фоккера-
Планка. Действительно, рассмотрим предел t→ +∞. Тогда значение nHa(t) обязано
стремиться к нулю (чтобы распределение было нормированным), и мы приходим к
исходному уравнению.

2.8 В технике Келдыша-Швингера

Покажем, как воспроизвести ответы для корреляторов, полученные из уравнения
Фоккера-Планка более привычными методами квантовой теории поля — с помо-
щью диаграммной техники. Так как задача нестационарна, то стандартная техника
Фейнмана неприменима для такого расчета, требуется использовать более общий
инструмент пертурбативного вычисления. Мы будем работать в т.н. диаграммной
технике Келдыша-Швингера.
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2.8.1 Обозначения

Для удобства мы будем работать в терминах конформного времени

η =
1

Ha(t)
=

1

H
e−Ht.

Тогда гармоники, переписанные в конформном времени примут вид

u(η, k) =
H√
2k3

(1− ikη) eikη. (2.43)

Келдышевские пропагаторы

G(η1, η2, k) = u(η1, k)u∗(η2, k).

G++(η1, η2, k) = G(η2, η1, k)θ(η2 − η1) +G(η1, η2, k)θ(η1 − η2).

G−−(η1, η2, k) = G(η2, η1, k)θ(η1 − η2) +G(η1, η2, k)θ(η2 − η1).

G+−(η1, η2, k) = G(η1, η2, k).

G−+(η1, η2, k) = G(η2, η1, k). (2.44)

Заметим, что

Θ(t1 − t2) = Θ(η2 − η1).

2.8.2 Однопетлевая поправка

Рис. 1: Диаграмма одно-
петлевой поправ-
ки в пропагатор

Вычислим однопетлевой вклад в двухточенчную корре-
ляционную функцию в совпадающих точках. Однопетле-
вая поправка к корреляционной функции в совпадающих
точках равна

K = −
∫ 1/η

H

4πk2dk

(2π)3

∫ 1/H

η

dηl
(2π)3

1

H4η4
l

∫ 1/τ

H

4πp2dp

(2π)3
K++.

(2.45)

Здесь

K++ = G++(η, ηl, k)G++(ηl, ηl, p)G++(ηl, η, k)

−G+−(η, ηl, k)G−−(ηl, ηl, p)G−+(ηl, η, k).
(2.46)
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ηl — конформное время частицы в петле и k — импульс частицы в петле.

Подставим гармоники в Келдышевские пропагаторы, тогда выражение для петле-
вой поправки примет вид

K++ = u(ηl, k)u∗(ηl, k)
(
u(ηl, p)

2u∗(η, p)2 − u(η, p)2u∗(ηl, p)
2)
)
.

Поработаем с выражением в скобках. Для начала разложим гармоники в терминах
ηk, выделяя инфракрасный вклад.

u(η, k) =
H√
2k3

(1− iηk)

(
1 + iηk +

1

2
(iηk)2 +

1

6
(iηk)3

)
,

Подставляя полученное разложение, находим выражение в скобках:(
u(ηl, p)

2u∗(η, p)2 − u(η, p)2u∗(ηl, p)
2)
)
≈ −iH

4 (η3 − η3
l )

3p3
+O

(
1

p

)
.

Таким образом, выражение для K++ преобразуется к

K++ ≈ −
H2

2k3
(1− ikη)(1 + ikη)

iH4 (η3 − η3
l )

3p3
. (2.47)

Интегрируя по k получаем:∫ 1/ηl

H

4πp2dp

(2π)3
K++ =

iπH6 (η3 − η3
l ) (η2 (H2η2

l − 1) + 2η2
l log(Hηl))

(2π)33p3η2
l

.

Затем интегрируем по ηl: ∫ 1/H

η

dηl
H4η4

l

... ≈ iπH2 log2(ηH)

(2π)33p3
. (2.48)

И, наконец, результат для 〈0|φ2(t, ~x) |0〉:

〈0|φ2(t, ~x) |0〉 ∼ 2

∫ 1/η

H

4πp2dp

(2π)3

iπH2 log2(ηH)

(2π)33p3
= −iH

2 log3(η)

48π4
. (2.49)

Ответ в точности совпадает с тем, что получается стохастическим анализом.

2.8.3 Вклад из двух петель

Двухпетельный вклад приходит из трех диаграмм, показанных на рисунке.

Легко проверить, что для первой диаграммы

K ′++ = K++G++(τ, τ, k)G++(τ, η, p)−K+−G−−(τ, τ, k)G−+(τ, η, p) =

= K++ (G++(τ, τ, k)G++(τ, η, p)−G−−(τ, τ, k)G−+(τ, η, p)) . (2.50)
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Рис. 2: Двухпетельный вклад в пропагатор

И в терминах гармоник:

K ′++ = K++ (u(τ, k)u∗(τ, k)(u(τ, p)u∗(η, p)− u(η, p)u∗(τ, p))) (2.51)

Используем здесь то же разложение, что и в однопетельном вычислении.

(u(τ, p)u∗(η, p)− u(η, p)u∗(τ, p)) ≈ −1

3
iH2

(
η3 − τ 3

)
.

В итоге, получим

〈0|φ2(t, ~x) |0〉 ∼ 2

∫ 1/η

H

d3p

(2π)3

∫ 1/H

η

dτ

H4τ 4

∫ 1/τ

H

d3k

(2π)3

−
H2(1− ikτ)(1 + ikτ) (iH2 (η3 − τ 3))

(
iπH2 log2(ηH)

)
3 (2k3) (3p3)

. (2.52)

И, интегрируя по k, τ and p, ответ на первую диаграмму:

〈0|φ2(t, ~x) |0〉 ∼ 1

18(2π)3
H2 log5(ηH) (2.53)

Вклад от второй диаграммы считается аналогично

K ′++ = G++(η, τ, p)K++G++(τ, η, p)−G+−(η, τ, p)K−−G−+(τ, η, p) =

= K++ (G++(η, τ, p)G++(τ, η, p)−G+−(η, τ, p)G−+(τ, η, p)) .
(2.54)

В терминах гармоник

K ′++ = K++

(
u(τ, p)2u∗(η, p)2 − u(η, p)2u∗(τ, p)2

)
. (2.55)

Как и ранее

(
u(τ, p)2u∗(η, p)2 − u(η, p)2u∗(τ, p)2)

)
≈ −iH

4 (η3 − τ 3)

3p3
+O

(
1

p

)
.
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〈0|φ2(t, ~x) |0〉 ∼ −2

∫ 1/η

H

d3p

(2π)3

∫ 1/H

η

dτ

H4τ 4

(iH4 (η3 − τ 3))
(
−
(
iH2 log3(τ)

))
(48π4) (3p3)

=

=
H2 log5(ηH)

144π3

(2.56)

Наконец, последняя диаграмма имеет некоторые отличия в своей стуктуре:
Имеем для нее

K ′++ = D++(η, τ, p)D++(τ, θ, k)D++(τ, θ, q)D++(τ, θ, l)D++(θ, η, p)−
−D+−(η, τ, p)D−+(τ, θ, k)D−+(τ, θ, q)D−+(τ, θ, l)D++(θ, η, p)−
−D++(η, τ, p)D+−(τ, θ, k)D+−(τ, θ, q)D+−(τ, θ, l)D−−(θ, η, p)+

+D+−(η, τ, p)D−−(τ, θ, k)D−−(τ, θ, q)D−−(τ, θ, l)D−+(θ, η, p).

(2.57)

В терминах гармоник при τ > θ:

K ′++ = (u(τ, p)u∗(η, p)− u(η, p)u∗(τ, p))

(u(θ, k)u(θ, l)u(θ, p)u(θ, q)u∗(τ, k)u∗(τ, l)u∗(η, p)u∗(τ, q)−
−u(τ, k)u(τ, l)u(η, p)u(τ, q)u∗(θ, k)u∗(θ, l)u∗(θ, p)u∗(θ, q)).

(2.58)

При τ < θ:

(u(θ, p)u∗(η, p)− u(η, p)u∗(θ, p))

(u(τ, k)u(τ, l)u(τ, p)u(τ, q)u∗(θ, k)u∗(θ, l)u∗(η, p)u∗(θ, q)−
−u(θ, k)u(θ, l)u(η, p)u(θ, q)u∗(τ, k)u∗(τ, l)u∗(τ, p)u∗(τ, q)).

(2.59)

C выражением в первых скобках (в обоих случаях) поступим так же как и с преды-
дущими диаграммами. Сконцентрируемся на выражении во вторых скобках. После
взятия предела k → 0, q → 0, l→ 0 и p→ 0, выражение принимает вид

(u(θ, k)u(θ, l)u(θ, p)u(θ, q)u∗(τ, k)u∗(τ, l)u∗(η, p)u∗(τ, q)−
−u(τ, k)u(τ, l)u(η, p)u(τ, q)u∗(θ, k)u∗(θ, l)u∗(θ, p)u∗(θ, q)) ≈

≈ i (θ3H8 − η3H8)

24k3l3q3
+O(p)

Восстанавливая K ′++, получаем

K ′++ ≈
(i (θ3H8 − η3H8)) (−iH2 (η3 − τ 3))

3 (24k3l3q3)
. (2.60)

Находим вклад в коррелятор:

〈0|φ2(t, ~x) |0〉 ∼
∫
d3pd3kd3qd3l

∫
dτ

H4τ 4

∫
dθ

H4θ4
K ′++δ(~p− ~q − ~k −~l). (2.61)
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Выражение выше для K ′++ не зависит от p, поэтому мы можем легко проинтегри-
ровать по p с использованием дельта-функции. Тогда

〈0|φ2(t, ~x) |0〉 ∼
∫ 1/η

H

d3kd3qd3l

∫
dτ

H4τ 4

∫
dθ

H4θ4

(θ3H8 − η3H8)H2 (η3 − τ 3)

3 (24k3l3q3)
. (2.62)

Аккуратно проинтегрировав, используя правильные пределы (верхний предел инте-
грирования по обоим импульсам — 1/η), получаем

〈0|φ2(t, ~x) |0〉 ∼ H2 log3(ηH) (η3 (−H3) + 3 log(ηH) + 1)
2

10368π6
. (2.63)

Собирая вклады от трех диаграмм вместе, видим, что результат согласуется со
стохастическим вычислением.
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3 Массивное поле

3.1 Постановка задачи

Рассмотрим действительное массивное, минимально взаимодействующую скаляр-
ную теорию поля:

S =

∫
dDx

√
|g|
[

1

2
gαβ ∂αφ ∂βφ+

1

2
m2 φ2 +

λ

4!
φ4

]
. (3.1)

Как и ранее, мы ограничиваем нашу теорию расширяющимся Пуанкаре-патчем про-
странства де Ситтера.

ds2 =
1

η2

[
−dη2 + d~x2

]
, η = e−t, (3.2)

где конформное время варьируется от η = +∞ на бесконечности в прошлом (t =

−∞) до η = 0 на бесконечности в будущем (t = +∞). Радиус пространства де
Ситтера положим единицей.
Вследствие того, что в наших координатах пространственная часть является плос-

кой, скалярные моды можно выразить в терминах плоских волн следующим образом:

φp(η, ~x) = η(D−1)/2 h(pη) e−i ~p ~x, где h(pη) функции Бесселя порядка ν =
√(

D−1
2

)2 −m2.
Все функции Бесселя таких порядков ведут себя следующим образом:

h(pη) =

{
A ei pη√

pη
+B e−i pη√

pη
, pη � |ν|

C (pη)ν +D (pη)−ν , pη � |ν| .
(3.3)

Здесь A,B,C,D — некоторые комплексные константы, которые фиксируются кано-
ническими коммутационными соотношениями.
При t→ −∞ физический импульс частиц pη стремится к бесконечности и все гар-

моники асимптотически ведут себя как плоские волны в плоском пространстве. Это
происходит, потому что высокоэнергетичные моды нечувствительны к относительно
небольшой кривизне пространства. Мы можем сказать, что при t → −∞ внешнее
гравитационное поле эффективно отсутствует.
С другой стороны, низкоэнергетичные моды (3.3) ведут себя совершенно отлично

от плоских. Грубо говоря, такое отличие и является причиной сильный инфракрас-
ных поправок к корреляционным функциям в пространстве де Ситтера.

3.2 Формализм Швингера-Келдыша

Действие (3.1) определяет теорию c нестационарном метрикой (3.2). Поэтому пер-
турбативное разложение корреляционных функций конструируется из трех пропага-
торов [67] (см. также [64], [68], [74]). Два из них — это стандартные запаздывающий
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и опережающий пропагаторы. Эти пропагаторы не зависят от выбранного простран-
ства Фока свободной теории.

D
R
A
0 (η1, ~x1; η2, ~x2) = ±θ (∓∆η12) 〈[φ (η1, ~x1) , φ (η2, ~x2)]〉 , ∆η12 = η1 − η2, (3.4)

где [·, ·] — коммутатор. Келдышевский пропагатор — это «вакуумное» ожидание от
антикоммутатора:

DK
0 (η1, ~x1; η2, ~x2) =

1

2
〈{φ (η1, ~x1) , φ (η2, ~x2)}〉 . (3.5)

Нетрудно видеть, что келдышевский пропагатор зависит от выбранного нами ваку-
ума.
В наших координатах пространство обладает трансляционной инвариантностью

~x→ ~x+~a. Мы будем квантовать нашу теорию только там, где эта инвариантность не
нарушена. В частности, это означает, что все пропагаторы зависят только от разницы
векторов. ~x2 − ~x1. Поэтому удобно сделать преобразование Фурье всех величин:

DK,R,A
0 (p |η1, η2) ≡

∫
dD−1x e−i ~p ~xDK,R,A

0 (η1, ~x; η2, 0). (3.6)

Такое частичное преобразование Фурье также поможет учитывать в отдельности
вклады от мод с разными физическими импульсами.
Преобразование Фурье от древесных запаздывающего и опережающего пропага-

торов [74]:

D
R
A
0 (p |η1, η2) = ±θ (∓∆η12) 2 (η1η2)

D−1
2 Im [h(pη1)h∗(pη2)] . (3.7)

Если начальное состояние |Ψ〉 «уважает» пространственную трансляционную инва-
риантность, то древесный келдышевский пропагатор может быть записан следую-
щим образом:

DK
0 (p|η1, η2) =

= (η1η2)
D−1

2

[(
1

2
+
〈

Ψ, a+
~p a~p Ψ

〉)
h(pη1)h∗(pη2) + 〈Ψ, a~p a−~p Ψ〉 h(pη1)h(pη2) + h.c.

]
.

(3.8)

В основном состоянии a~p |Ψ〉 = 0 выражение выше упрощается до

DK
0 (p |η1, η2) = (η1η2)

D−1
2 Re [h(pη1)h∗(pη2)] . (3.9)

В случае, когда масса ненулевая, существует однопараметрическое семейство ваку-
умов, известных как α-вакуумы ([75, 76, 77]), сохраняющих при квантовании ива-
риантность пространства де Ситтера. Во всех этих случаях DK

0 зависит только от
инвариантного геодезического расстояния между двумя точками. (В то время как
на древесном уровне это происходит для DR,A

0 при произвольных состояниях |Ψ〉).
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3.3 Общее обсуждение петлевых поправок к пропагаторам

Обсудим петлевые поправки к келдышевским пропагаторам DK(p|η1, η2), выбрав в
качестве началного состояния вакуум Банча-Дэвиса. Причина по которой уделяется
внимание только келдышевскому пропагатору состоит в том, что именно он опре-
деляет состояние теории и показывает зависимость np и κp от времени. Более того,
вскоре мы увидим, что только он и получает сильные инфракрасные поправки.
Несложно показать, что массивная теория λφ4 не получает никаких растущих

поправок к пропагаторам в первой петле (∼ λ). Тем не менее, на двухпетельном
уровне (∼ λ2) такие вклады в DK возникают. Двухпетлевая диаграмма, содержащая
нужные нам вклады — «sunset»-диаграмма:

∆2D
K (p |η1, η2) =

λ2

6

∫
dD−1~q1

(2π)D−1

dD−1~q2

(2π)D−1

∫∫ 0

+∞

dη3dη4

(η3η4)D
×

×

[
3DK

0 (p |η1, η3) DK
0 (q1|η3, η4) DK

0 (q2 |η3, η4) DA
0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DA

0 (p |η4, η2)−

−1

4
DK

0 (p |η1, η3) DA
0 (q1|η3, η4) DA

0 (q2 |η3, η4) DA
0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DA

0 (p |η4, η2)−

−3

4
DR

0 (p |η1, η3) DK
0 (q1|η3, η4) DA

0 (q2 |η3, η4) DA
0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DA

0 (p |η4, η2) +

+DR
0 (p |η1, η3) DK

0 (q1|η3, η4) DK
0 (q2 |η3, η4) DK

0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DA
0 (p |η4, η2)−

−3

4
DR

0 (p |η1, η3) DK
0 (q1|η3, η4) DR

0 (q2 |η3, η4) DR
0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DA

0 (p |η4, η2)−

−1

4
DR

0 (p |η1, η3) DR
0 (q1|η3, η4) DR

0 (q2 |η3, η4) DR
0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DK

0 (p |η4, η2) +

+3DR
0 (p |η1, η3) DR

0 (q1|η3, η4) DK
0 (q2 |η3, η4) DK

0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DK
0 (p |η4, η2)

]
.(3.10)

Не будем касаться вопроса ультрафиолетовых расходимостей, но будем предпо-
лагать, что какая-то регуляризация выполнена аналогично тому, как это делается
в плоском пространстве. Массу полей и константы связи будем считать равными
физическим перенормированным величинам.
Ведущий инфракрасный вклад в ∆2D

K (p |η1, η2) спрятан внутри следующего вы-
ражения [64]:

∆2D
K (p |η1, η2) ≈ (η1 η2)

D−1
2

[
h(pη1)h∗(pη2)n2(pη) + h(pη1)h(pη2)κ2(pη) + c.c.

]
,(3.11)

где η = e−t =
√
η1 η2 = e−

t1+t2
2 — это усредненное конформное время и
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n2(pη) =
λ2

3

η∫
∞

η∫
∞

dη3dη4 h(pη3)h∗(pη4)F (p, η3, η4),

κ2(pη) = −2λ2

3

η∫
∞

η3∫
∞

dη3dη4h
∗(pη3)h∗(pη4)F (p, η3, η4),

F (p, η3, η4) =

∫
dD−1q1

(2π)D−1

dD−1q2

(2π)D−1
(η3η4)D−2 ×

×h(q1η4)h∗(q1η3)h(q2η4)h∗(q2η3)h (|~p− ~q1 − ~q2| η4)h∗ (|~p− ~q1 − ~q2| η3) , (3.12)

где индекс 2 в n2 и κ2 означает вклад из второй петли.
В выводе выражения для ∆2D

K из (3.7), (3.9) и (3.10) в пределе p√η1η2 → 0

и η1/η2 = const, было пренебрежено разностью между η1 и η2. Оба времени были
заменены на среднее конформное время η в аргументе функции Хевисайда θ (см.
обоснование более подробно [64]).
Стоит отметить, что характер двухпетлевых поправок к запаздывающему и опе-

режающему пропагаторам не зависит ни от выбора гармоник, ни от масс полей.
Двухпетлевой вклад в DR можно переписать следующим образом:

∆2D
R (p |η1, η2) =

λ2

6

∫
dD−1~q1

(2 π)D−1

∫
dD−1~q2

(2 π)D−1

∫∫ 0

+∞

dη3 dη4

(η3 η4)D
×

×

[
3DR

0 (p |η1, η3) DR
0 (q1|η3, η4) DK

0 (q2 |η3, η4) DK
0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DR

0 (p |η4, η2)−

−1

4
DR

0 (p |η1, η3) DR
0 (q1|η3, η4) DR

0 (q2 |η3, η4) DR
0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DR

0 (p |η4, η2)

]
.

(3.13)

Здесь пределы интегрирования таковы, что η1 > η3 > η4 > η2. В результате инте-
грал (3.13) не содержит растущих поправок при фиксированных η1/η2 . Ситуация с
опережающим пропагатором аналогична.
Поправки к вершинам будут обсуждены отдельно при выборе конкретных гармо-

ник.

3.4 Поправка к пропагаторам, главная серия

Начнем изучения со случая D−1
2

< m. Сделаем следующую замену переменных: ~qi
на ~li = ~qiη3 и η4 to v = η3

η4
, i = 1, 2, 3. Теперь разложим наши гармоники h(pη3,4) ≈

A+(pη3,4)iµ+A−(pη3,4)−iµ при pη3,4 → 0 под интегралами, где A± — некоторые, завися-
щие от массы, комплексные константы. После этого мы пренебрегаем p по сравнению
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с q1,2,3 в правой части уравнений (3.12) и интегрируем по η3. Наибольший ифрокрас-
ный вклад приходит из интегралов

∫ η
µ/p

dη3

η3
h (p η3)h∗ (p η3 v) и

∫ η
µ/p

dη3

η3
h∗ (p η3) h∗ (p η3 v),

где гармоники разложены в ряд Тейлора. Результат следующий:

npη ≈ −
λ2 log(pη/µ)

3 (2π)2(D−1)

∫ 0

∞
dvvD−2

∫
dD−1l1 d

D−1l2 d
D−1l3 δ

(D−1)
(
~l1 +~l2 +~l3

)
×

×h∗(l1)h (l1v)h∗(l2)h (l2v)h∗(l3)h (l3v)
[
|A+|2 v−iµ + |A−|2 v+iµ

]
,

kpη ≈
2λ2 log(pη/µ)

3 (2π)2(D−1)

∫ 1

∞
dvvD−2

∫
dD−1l1 d

D−1l2 d
D−1l3 δ

(D−1)
(
~l1 +~l2 +~l3

)
×

×h∗(l1)h (l1v)h∗(l2)h (l2v)h∗(l3)h (l3v)A+A−
[
viµ + v−iµ

]
, l1,2,3 =

∣∣∣~l1,2,3∣∣∣ . (3.14)
Нижний предел интегрирования по η3 обрезан по µ, потому что при pη � µ ин-

тегралы по dD−1li, dη3, и dv сходятся благодаря быстрым осцилляциям h(x), в то
время как нас интересуют только инфракрасные вклады.
Такие сильные логарифмические вклады в Dk происходят благодаря рождению

частиц в пространстве де Ситтера.
В будущем мы увидим, что при определенном выборе гармоник, а именно — аут-

гармоник Джоста (h(pη3,4) ≈ A(pη3,4)iµ при η → 0), лидирующие вклады к пропага-
тору удается просуммировать во всех порядках. Это удается сделать за счет того,
что при таком выборе гармоник растущие поправки получает только np.

3.5 Дополнительная серия

В этом разделе изучим двухпетлевую поправку в случае дополнительной серии, т.е.
при 0 < ν < (D− 1)/2. Гармоники в таком случае пропорциональны функциям Ган-
келя: h(x) ∝ H

(1)
ν (x) = Jν(x) + i Yν(x); При pη →∞ они ведут себя как h(pη) ∼ ei pη√

pη
и

предлставляют из себя плоские волны. Эти гармоники диагонализуют гамильтони-
ан на бесконечности в прошлом. С другой стороны, при pη → 0 они ведут себя как
h(pη) ≈ A− (pη)−ν + i A+ (pη)ν + B (pη)−ν+2 где A± и B — действительные констан-
ты. Будем удерживать слагаемое B x−ν+2, т.к. именно оно будет доминировать над
A+ x

ν , при x→ 0, если ν > 1. Член при A+ также важен, как мы увидим далее.
В отличие от главной серии, функция F (p, η3, η4) в (3.11) может содержать су-

щественные вклады при p → 0. Для того, чтобы оценить эту функцию, разделим
область интегрирования на 4 региона: регион, где |~q1,2| . |~p|, другой — где |~q1,2| & |~p|
и два других, где |~q1| . |~p| . |~q2| или |~q2| . |~p| . |~q1|.
Чтобы оценить вклад в F (p, η3, η4) от первого региона мы можем приблизить
|~q1,2 − ~p| ≈ p, а затем воспользоваться тем, что в инфракрасном пределе p → 0.
Следовательно, можно сделать разложение Тейлора для всех гамоник в выражении
для F (p, η3, η4). Тогда вклад в F (p, η3, η4) из первого региона, |~q1,2| . |~p|, такой:
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F(1)(p, η3, η4) =

=

∫
|q1|,|q2|<|p|

dD−1q1

(2π)D−1

dD−1q2

(2π)D−1
(η3η4)D−2h(q1η4)h∗(q1η3)h(q2η4)h∗(q2η3)h(pη4)h∗(pη3) ∼

∼
∫

|q1|,|q2|<|p|

dD−1q1 d
D−1q2 q

−2ν
1 q−2ν

2 p−2ν (η3η4)D−2−3ν ∼ (η3η4)D−2−3νp2(D−1−3ν). (3.15)

Во второй области (где q1,2 ≥ p) наибольший инфракрасный вклад в F (p, η3, η4) при-
ходит из q1,2 � p. Снова можно разложить все гармоники в ряд Тейлора и получить:

F(2)(p, η3, η4) ∼
∫

|q1|,|q2|>|p|

dD−1q1 d
D−1q2 q

−2ν
1 q−2ν

2 (|~q1 + ~q2|)−2ν (η3η4)D−2−3ν

Наконец, оценка двух оставшихся вкладов дает похожий результат:

F(3)(p, η3, η4) ∼
∫

|~q1|<|~p|

dD−1~q1

∫
|~p|<|~q2|

dD−1~q2 q
−2ν
1 q−4ν

2 (η3η4)D−2−3ν ∼ F(4)(p, η3, η4).(3.16)

Следовательно, при D − 1 − 3ν < 0 возникает большой инфракрасный вклад в
F (p, η3, η4), приходящий из регионов, где либо q1 или q2 либо оба импульса мень-
ше, чем p.
В итоге n и κ получают большие инфракрасные поправки, приходящие из инте-

гралов по q1,2 в областях p < q1,2 и q1,2 < p. В этом состоит одно из отличий между
дополнительной и главной серией, где инфракрасные попправки приходят только из
области |~q1,2| � |~p|.
Ключевая разница состоит в том, что в главной серии n2 и κ2 получает логариф-

мические поправки, в то время как здесь они степенные:

n2(pη) ≈ λ2

3
|A−|2 (pη)−2ν

∫
dD−1q1

(2π)D−1

dD−1q2

(2π)D−1

1∫
∞

1∫
∞

dη3dη4(η3η4)D−2−ν ×

×h(q1η4)h∗(q1η3)h(q2η4)h∗(q2η3)h(|~q1 + ~q2| η4)h∗(|~q1 + ~q2| η3),

κ2(pη) ≈ −2λ2

3
λ2(A∗−)2 (pη)−2ν

∫
dD−1q1

(2π)D−1

dD−1q2

(2π)D−1

1∫
∞

1∫
∞

dη3dη4(η3η4)D−2−ν ×

×h(q1η4)h∗(q1η3)h(q2η4)h∗(q2η3)h(|~q1 + ~q2| η4)h∗(|~q1 + ~q2| η3),

(3.17)
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Эти выражения получены из (3.11) заменой переменных q → qη, η3,4 → η3,4/η, пре-
небрегая p по сравнению с q1,2 и раскладывая h(pη3,4) по pη3,4. Однако после подста-
новки (3.17) в ∆2D

K (3.11) и раскладывая h(pη1,2) в нуле, эти лидирующие поправки
сокращаются! Более того, наибольший инфракрасный вклад приходящий из B x−ν+2

в выражении для h(x) тоже исчезает из окончательного выражения для ∆2D
K .

Наибольший инфракрасный вклад в ∆2D
K приходит из второстепенных вкладов

в n and κ. Чтобы получить его, нужно выразить все гармоники в (3.11) в теринах
функций Бесселя Jν и Yν . Затем, в одной из четырех гармоник h [h(pη1,2) и h(pη3,4)]

нужно выделить Jν ∼ xν при x → 0, в то время как в трех других — Yν ∼ x−ν при
x → 0. Соответствующее выражение не сокращается и дает наибольший вклад в
∆2D

K .
Делая замену переменных u = p

√
η3η4 и v =

√
η3

η4
, можно безболезненно увеличить

расширить область интегрирования пл v от бесконечности до нуля. Интеграл оста-
нется конечны, а префакторы, которые будут найдены ниже будут лишь немного
изменены за счет высокоэнергетичных вкладов.
Наконец , раскладывая h(pη3,4) и интегрируя по u от ν до pη, получаем:

∆2D
K(p|η1, η2) ≈

8A3
−A+

3(2π)2(D−1)

λ2 log (pη/ν) ηD−1

(pη)2ν
×

×


∞∫

1

dv v−DG(v)

(
− 1

2ν
v2ν +

1

v2ν

)
−

1∫
0

dv v−DG(v)

(
1

2ν
v−2ν + v2ν

) , (3.18)

где

G(v) =

∫ ∫
dD−1q1

(2π)D−1

dD−1q2

(2π)D−1
h(q1v

2)h∗(q1)h(q2v
2)h∗(q2)h(|~q1 + ~q2| v2)h∗(|~q1 + ~q2|).(3.19)

Хотя λ мала, петлевой вклад становить сравним древесным со временем. При pη → 0

сумма древесного вклада и вклада от второй петли в келдышевский пропагатор
такая:

DK
0 + ∆2D

K ≈ ηD−1/(pη)2ν
[
a+ b λ2 log

pη

ν

]
, (3.20)

где константы a и b могут быть вычислены из выражения выше.
Стоит отметить, что при D − 1 − 3 ν < 0, инфракрасный вклад в n2 и κ2 имеет

следующий вид:

n2(pη) ∝ λ2(pη)D−1−6ν , κ2(pη) ∝ λ2(pη)D−1−6ν . (3.21)

Однако после подстановки этих ведущих вкладов (3.21) в ∆2D
K они сокращаются,

и главную роль играю второстепенные члены, которые дают логарифмичекую, а не
степенную поправку.
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3.6 Поправки к вершинам

Для вершин более удобно использовать нестационарную диаграммную технику до
келдышевского поворота(например, см. [64]). Тогда однопетлевая поправка (прихо-
дящая из диаграммы-«рыбы») для вершин:

λ−−(η1, η2, p1, p2, p3, p4) = (−iλ)2(η1η2)D−1δ(D−1) (~p1 + ~p2 + ~p3 + ~p4)

∫
dD−1q

(2π)D−1
×

×
{
θ(η1 − η2) h(|~q − ~p1| η1)h∗(|~q − ~p1| η2) + θ(η2 − η1) h(|~q − ~p1| η2)h∗(|~q − ~p1| η1)

}
×

×
{
θ(η2 − η1) h (|~p2 + ~q| η2)h∗ (|~p2 + ~q| η1) + θ(η1 − η2) h (|~p2 + ~q| η1)h∗ (|~p2 + ~q| η2)

}
(3.22)

Здесь индексы “+” и “−” ассоциированы с двумя внутренними вершинами в одно-
петлевой диаграмме, выражающей поправку к дервесным вершинам.
Ситуация с другими вершинами (λ+−, λ−+ and λ++) устроена аналогично.
Хотелось бы проверить, содержит ли выражение (3.22) большие поправки в пре-

деле piη1,2 → 0, i = 1, 2, 3, 4.
Легко увидеть, что в случае с главной серией существенных поправок не возникает.

Сконцентриуемся на случае, когда главную роль играет дополнительная серия.
Как и в случае с келдышевким пропагатором, мы разобьем область интергрирова-

ния по внутренним (петлевым) испульсам ~q на две части. В первой — q ≥ (p1p2p3p4)
1
4 .

Чтобы оценить λ−− в этой области, заметим, что наибольший вклад приходит q ∼
(p1p2p3p4)1/4 → 0. Поэтому, раскладывая в ряд Тейлора, все гармоники около нуля,
мы получим вклад из первой области:

∆1λ
−−(η1, η2, p1, p2, p3, p4) ∼

∼ (−iλ)2(η1η2)D−1−2ν δ(D−1) (~p1 + ~p2 + ~p3 + ~p4)

∫
|q|> 4
√
p1p2p3p4

dD−1q q−4ν . (3.23)

Это выражение немало при D−1−4ν < 0. Напротив, при D−1−4ν > 0, интеграл
в (3.23) сходится в интересующем нас инфракрасном пределе.
Чтобы оценить поправку к вершине из области интегрирования, где q ≤ (p1p2p3p4)

1
4 ,

можно просто пренебречь q по сравнению с pi. Тогда

∆2λ
−−(η1, η2, p1, p2, p3, p4) ∼

∼ (−iλ)2(η1η2)D−1−2ν(p1p2)−2ν δ(D−1) (~p1 + ~p2 + ~p3 + ~p4)

∫
|q|< 4
√
p1p2p3p4

dD−1q.

(3.24)
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Видим, что также, если D − 1− 4ν > 0, это выражение не содержит значительного
вклада. Однако еслиD−1−4ν < 0, то вершины испытывают сильные инфракрасные
поправки, похожие на те, что наблюдаются в (3.23).

3.7 Суммирование ведущих вкладов во всех петлях, общее
обсуждение

Мы видим, что, выбрав вакуум Банча-Дэвиса, петлевые эффекты могут стать боль-
шими (∼ λ2 log(pη)), несмотря на то, что константа связи λ2 может быть очень ма-
ленькой.
Главное, что нужно извлечь из этих вычислений, — это то, что петлевые поправки

не подавлены по сравнению с древесными вкладами в пропагаторы и вершины даже
в случае массивных полей. Поэтому, чтобы понять, как устроена физика в простран-
стве де Ситтера, следует попытаться просуммировать все петлевые поправки.
Для того, чтобы просуммировать поправки от всех петель, требуется решить си-

стему уравнений Дайсона-Швингера. Будем суммировать только лидирующие вкла-
ды λ2 log(pη) и пренебрегать второстепенными, такими как λ4 log(pη) и λ2 log(η1/η2)

и т.д.
Как было показано ранее, запаздывающий и опережающий пропагаторы не полу-

чают больших инфракрасных поправок из первой и второй петель. Поправки могут
прийти только из более высоких порядков. Это означает, что поправки к DR,A подав-
лены по сравнению с DK . Т.к. хотелось бы просуммировтаь только ведущие вклады,
можно везде в качестве выражения для DR,A использовать их древесные значения.
Тем не менее, стоит отметить, что в случае с дополнительной серией, как пока-

зано в предыдущем пункте, могут возникнуть инфракрасные поправки к верши-
нам. Чтобы избежать этих сложностей, будем рассматривать поля только с массой
m >

√
3

4
(D − 1): в этом случае вершины не получают существенных поправок.

Уравнение Дайсона-Швингера сводится к интегро-дифференциальному уравне-
нию исключительно на пропагатор Келдыша:
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DK(p|η1, η2) ≈ DK
0 (p|η1, η2) +

λ2

6

∫
dD−1~q1

(2π)D−1

dD−1~q2

(2π)D−1

∫∫ 0

+∞

dη3dη4

(η3η4)D
×

×

[
3DK

0 (p |η1, η3) DK (q1|η3, η4) DK (q2 |η3, η4) DA
0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DA

0 (p |η4, η2)−

−1

4
DK

0 (p |η1, η3) DA
0 (q1|η3, η4) DA

0 (q2 |η3, η4) DA
0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DA

0 (p |η4, η2)−

−3

4
DR

0 (p |η1, η3) DK (q1|η3, η4) DA
0 (q2 |η3, η4) DA

0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DA
0 (p |η4, η2) +

+DR
0 (p |η1, η3) DK (q1|η3, η4) DK (q2 |η3, η4) DK (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DA

0 (p |η4, η2)−

−3

4
DR

0 (p |η1, η3) DK (q1|η3, η4) DR
0 (q2 |η3, η4) DR

0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DA
0 (p |η4, η2)−

−1

4
DR

0 (p |η1, η3) DR
0 (q1|η3, η4) DR

0 (q2 |η3, η4) DR
0 (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DK (p |η4, η2) +

+3DR
0 (p |η1, η3) DR

0 (q1|η3, η4) DK (q2 |η3, η4) DK (|~p− ~q1 − ~q2| |η3, η4) DK (p |η4, η2)

]
.

(3.25)

Формально это уравнение выглядит также, как и уравнение (3.10). Разница состо-
ит в том, что в его правой части фигурирует точный келдышевский пропагатор и
древесное приближение к DR

0 and DA
0 .

3.8 Суммирование ведущих вкладов в случае главной серии

Требуется решить уравнение (3.25)в инфракрасном пределе pη . ν, где в качетсве
гармоник, как обсуждалось выше, взяты функции Джоста. Тогда существенные ин-
фракрасные вклады получает только np. Все это возможно только приm > (D−1)/2.
В этом пределе гармоники h осциллируют в инфракрасном пределе. Вследствие этих
осцилляций, очевидна разность масштабов временной зависимости гармоник и плот-
ности числа частиц. Выразим

DK (p |η1, η2) ≈ ηD−1 h(pη1)h∗(pη2)

[
1

2
+ ne(pη)

]
+ c.c.,

η =
√
η1 η2, (3.26)

где ne — это точное (пересуммированное) значение n.
Тогда, подставляя в уравнение (3.25), получаем
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np(η)− np(η∗)
log(η)− log(η∗)

→ dnpη
d log(pη)

= −λ
2 |A|2

6

∫
dD−1l1

(2π)D−1

dD−1l2
(2π)D−1

∫ 0

∞
dv vD−2{

3R
[
viµ h∗(l1)h∗(l2)h

(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣)h(l1v)h(l2v)h∗
(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v)] ×
×
[
(1 + npη)nl1nl2(1 + n|~l1+~l2|) − npη(1 + nl1)(1 + nl2)n|~l1+~l2|

]
+3R

[
viµ h∗(l1)h(l2)h

(∣∣∣~l1 −~l2∣∣∣)h(l1v)h∗(l2v)h∗
(∣∣∣~l1 −~l2∣∣∣ v)]×

×
[
(1 + npη)nl1(1 + nl2)(1 + n|~l1−~l2|) − npη(1 + nl1)nl2n|~l1−~l2|

]
+R

[
viµ h∗(l1)h∗(l2)h∗

(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣)h(l1v)h(l2v)h
(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v)]×
×
[
(1 + npη)nl1nl2n|~l1+~l2| − npη(1 + nl1)(1 + nl2)(1 + n|~l1+~l2|)

]
+R

[
viµ h(l1)h(l2)h

(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣)h∗(l1v)h∗(l2v)h∗
(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v)]×
×
[
(1 + npη)(1 + nl1)(1 + nl2)(1 + n|~l1+~l2|) − npηnl1nl2n|~l1+~l2|

]}
. (3.27)

В процессе вывода этого уравнения было пренебрежено p по сравнению с q1,2,3.
Также была сделана замена переменных ~l1,2,3 = ~q1,2,3η. Было также преположено,
что функция nkη гораздо более медленная функция времени, чем h(kη).
Полученное уравнение имеет тип кинетического, но распределение не планковское,

потому что законы сохранения энергии нарушаются в пространстве де Ситтреа.
Если система стартовала из бесконечности в прошлом с некоторым небольшим

возмущением плотности числа частиц. После поворота Боголюбова к гармоникам
Джоста, получатся некоторые начальные значения np and kp. При этом, если kp

достаточна мала, то ее значение постепенно релаксирует до нуля, в то время, как np
может взорваться.
Теперь, если начальное значение np после поворота к гармоникам Джоста гораздо

меньше единицы, то можно использовать следующие приближения:

(1 + npη)nl1nl2(1 + n|~l1+~l2|)− npη(1 + nl1)(1 + nl2)n|~l1+~l2| ≈ 0

(1 + npη)nl1(1 + nl2)(1 + n|~l1−~l2|)− npη(1 + nl1)nl2n|~l1−~l2| ≈ nl1

(1 + npη)nl1nl2n|~l1+~l2| − npη(1 + nl1)(1 + nl2)(1 + n|~l1+~l2|) ≈ −npη
(1 + npη)(1 + nl1)(1 + nl2)(1 + n|~l1+~l2|)− npηnl1nl2n|~l1+~l2| ≈ 1. (3.28)

Из-за быстрых осцилляций гармоник h(x) при x → ∞ интегралы в правой части
уравнения (3.27) набираются приtli ∼ µ. при этом pη � µ. Более того, разумно
преположить, что nli∼1 � npη в ситуации, когда начальное возмущения плотности
числа частиц мало.Следовательно, можно пренебречь вторым слагаемым в (3.27) по
сравнению с третьим и четвертым.
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Тогда уравение (3.27) преобразуется к виду

dnpη
d log(pη)

≈ Γ1 npη − Γ2, where

Γ1 =
λ2 |A|2

6

∫
dD−1l1

(2π)D−1

dD−1l2
(2π)D−1

∫ 0

∞
dv vD−2 ×

×R
[
viµ h∗(l1)h∗(l2)h∗

(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣)h(l1v)h(l2v)h
(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v)] ,
Γ2 =

λ2 |A|2

6

∫
dD−1l1

(2π)D−1

dD−1l2
(2π)D−1

∫ 0

∞
dv vD−2 ×

×R
[
viµ h(l1)h(l2)h

(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣)h∗(l1v)h∗(l2v)h∗
(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v)] . (3.29)

Здесь Γ1 и Γ2 — вероятности распада и рождения частиц, соответственно, если при-
держиваться кинетической интерпретации.
Полученное уравнение (3.29) имеет решение со стационарным распределением

npη = Γ2/Γ1, которое отвечает тому, что рождение (появление) частиц компенси-
руется их распадом (исчезновением).
Полученное решение самосогласовано при достаточно больших µ, потому что в та-

ком случае Γ2/Γ1 ≈ e−3πµ � 1. Заметим, что равновесное распределение n ≈ e−3πµ не
совсем похоже на расперделение Гиббонса-Хокинга. Оно выглядит, скорее, как Боль-
цамонвское, только «температура» зависит от степени потенциала самодействия.
Например, равновесное распределение для теории φ3 — n ≈ e−2πµ.
Итак, было получено, что результат суммирования инфракрасных вкладов может

привести к конечной двухточечной корреляционной функции.
Но что, если в качестве начальных данных взять достаточно сильное возмущение

на вакуумом? Оказывается, что можно получить сингулярное решение.
Предположим, что в результате рождения частиц гравитационным полем, плот-

ность частиц с pη � µ стала большой по сравнению с единицей. Естесственно пред-
положить, что для низкоимпульсных гармоник, плотность очень медленно меняется
от аргумента. Тогда, предполагая, что n(pη) ≈ n(q1,2,3η) для pη � µ и q1,2,3η � µ.
Тогда, сделав следующие приближения:

(1 + npη)nl1nl2(1 + nl3)− npη(1 + nl1)(1 + nl2)nl3 ≈ 0

(1 + npη)nl1(1 + nl2)(1 + nl3)− npη(1 + nl1)nl2nl3 ≈ 2n3
pη

(1 + npη)nl1nl2nl3 − npη(1 + nl1)(1 + nl2)(1 + nl3) ≈ −2n3
pη

(1 + npη)(1 + nl1)(1 + nl2)(1 + nl3)− npηnl1nl2nl3 ≈ 4n3
pη (3.30)

кинетическое уравнение сводится к следующему.
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dnpη
d log(pη)

≈ −Γ̄n3
pη, where

Γ̄ =
λ2 |A|2

3

∫ |l1|<µ dD−1l1
(2π)D−1

∫ |l2|<µ dD−1l2
(2π)D−1

∫ 0

∞
dv vD−2

{
3 |A|2AR


v l2

∣∣∣~l1 −~l2∣∣∣
l1

iµ

h(l1v)h∗(l2v)h∗
(∣∣∣~l1 −~l2∣∣∣ v)


− (A∗)3 R

 v

l1 l2

∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣
iµ

h(l1v)h(l2v)h
(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v)


+2A3 R
[(
v l1 l2

∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣)iµ h∗(l1v)h∗(l2v)h∗
(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v)]}. (3.31)

Заметим, Γ̄ не зависит от p. Это уравнение имеет решение

npη ≈
1√

2 Γ̄ log (η/η?)
, (3.32)

где η? = µ
p
e−

C
2Γ̄ и C — константа интегрирования, зависящая от начальных данных.

Полученное решение справедливо при µ/p = η∗ > η > η?.
Таким образом получается сингулярное решение рассматриваемого кинетического

уравнения, которое отвечает взрывному рождению частиц за конечное время.
В этом случае келдышевский пропагатор «взрывается» за конечное собственное

время. И среднее значение тензора энергии-импульса тоже сингулярно. Это означает,
что обратной реакцией со стороны гравитации нельзя пренебрегать.

3.9 Суммирование ведущих вкладов в случае
дополнительной серии

Требуется решить уравнение (3.25)в инфракрасном пределе pη . ν, где гармоники
ведут себя как h(pη) = A− (pη)−ν + iA+ (pη)ν . В этом пределе получаем

D
R
A
0 (p |η1, η2) = ∓θ (∓∆η12) 2A−A+ (η1η2)

D−1
2

[(
η1

η2

)ν
−
(
η2

η1

)ν]
, pη1,2 → 0. (3.33)

Будем использовать тот же анзац для келдышеского пропагатора, что и в преды-
дущем разделе для главной серии [64]:
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DK (p |η1, η2) ≈ ηD−1

{
h(pη1)h∗(pη2)

[
1

2
+ ne(pη)

]
+ h(pη1)h(pη2)κe(pη)

}
+ c.c.,

η =
√
η1 η2,

(3.34)

где подпись e под n, κ и κ∗ означает точный (просуммированный) вклад.
В отличие от главной серии, этот анзац решает (3.25) только в случае, когда все

физические импульсы меньше, чем ν. Но только эта область значений физических
импульсов и вносит ведущий вклад в интегралы (3.25).
Удерживая только ведущие вклады и подставляя анзац (3.34), получаем следую-

щее выражение для келдышевского пропагатора:

DK (p |η1, η2) ≈ A2
− η

D−1 N(pη)

(pη)2ν , (3.35)

где N(pη) = 1+2ne(pη)+κe(pη)+κ∗e(pη). Мы предполагаем, что начальные значения
не содержат κ и κ∗, но могут содержать n.
Стоит отметить, что подставляя в правую часть (3.25) древесное значение N(pη)

= 1, можно воспроизвести двухпетлевой результат для DK .
Теперь можно подставить (3.33) и (3.35) в правую часть (3.25). Главный вклад

придет из первых двух и последних двух слагаемых (3.25). Другие слагаемые дадут
выржаения, подавленные более выскоими степенями pη → 0. Также сделаем замену
переменных u = p

√
η1η2, v =

√
η3

η4
, and ~li = ~pi

√
η3η4. В итоге, получим:

N(pη) ≈ N (P0)− λ2

3
A6
−A

2
+

pη∫
ν

du

u
[N(u) +N (P0)]

ν∫
1
ν

dv

v

pη<|~l1,2|<ν∫
dD−1~l1

(2π)D−1

dD−1~l2
(2π)D−1

×

×
[
θ(v − 1)

1

v2ν
− θ(1− v)v2ν

] {
3A2
−
N(l1)

l2ν1

N(l2)

l2ν2

[
v2ν − 1

v2ν

]
− A2

+

[
v2ν − 1

v2ν

]3
}
,(3.36)

где N (P0) — начальное значение N(pη) aи P0 ∼ ν � pη. В (3.36) было пренебрежено
p по сравнению с qi; это возможно при ограничении D − 1− 4ν > 0.
Уравнение может быть переписано в следующей форме:

N(pη)−N (P0) ≈ −
pη∫
ν

du

u
[N(u) +N (P0)]

Γ1

 ν∫
pη

dl lD−2−2ν N(l)

2

− Γ2

 , (3.37)
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где

Γ1 =
λ2A8

−A
2
+ S

2
D−2

(2π)2(D−1)

ν∫
1
ν

dv

v

[
θ(v − 1)

1

v2ν
− θ(1− v)v2ν

] [
v2ν − 1

v2ν

]
> 0,

Γ2 =
λ2A6

−A
4
+ S

2
D−2

3 (2π)2(D−1)

ν∫
1
ν

dv

v

[
θ(v − 1)v−2ν − θ(1− v)v2ν

] [
v2ν − v−2ν

]3
> 0.

(3.38)

Здесь SD−2 — это площадь (D − 2)–мерной сферы. Уравнение выше может быть
приведено к интегро-дифференциальному, если продифференцировать обе части по
log(pη):

∂N(pη)

∂ log
(
pη
ν

) ≈ − [N(pη) +N (P0)]

Γ1

 ν∫
pη

dl lD−2−2ν N(l)

2

− Γ2

+

+2 Γ1N(pη) (pη)D−1−2ν

pη∫
ν

du

u
[N(u) +N (P0)]

ν∫
pη

dllD−2−2ν N(l). (3.39)

В отличие от случая с главной серий, у этого уравнения нет явной кинетической
интерпретации. Это связано с тем, что в этом случае гармоники не осциллируют на
бесконечности в будущем. Поэтмоу мы не можем пренебречь временной зависимо-
стью N по сравнению с зависимостью гармоник: N(pη) просто не является медлен-
ной функцией. Тем не менее, решение этого уравнения дает суммирование ведущих
поправок из всех петель (для рассмотренных начальных значений).
В пределе pη � ν рассмотрим

N(pη) = C(pη)α (3.40)

где C — константа интегрирования, которая зависит от начальных условий. Так как
pη � P0 ∼ ν для α > 0 имеем N(pη) � N (P0), откуда легко увидеть, что (3.40) не
решает (3.37). Но при α < 0 функция N(pη)� N (P0). Подставляя это выражение в
(3.37) и пренебрегая N (P0) по сравнению с N , получаем:

α ≈ −Γ1C
2

[
ν(D−1−2 ν+α) − (pη)(D−1−2ν+α)

D − 1− 2 ν + α

]2

+ Γ2. (3.41)

Если D − 1 − 2ν + α > 0 and pη � ν, то в правой части этого уравнения можно
пренебречь зависимостью от pη и α является константой, как и должно быть. Это
решение справедливо при

Cν(D−1−2 ν+α)

D − 1− 2 ν + α
>

√
Γ2

Γ1

. (3.42)
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Для такого решениея получаем для пропагатора DK(p|η1, η2) ≈ A2
− C

2

pD−1 (pη)D−1−2ν+α.
Келдышевский пропагатор «взрывается» только при D− 1− 2ν +α < 0, но этого не
может случиться для решения такого типа.
Более того, разумеется, есть статическое решение α = 0, N(pη) = N (P0) = C =√
Γ2

Γ1

D−1−2ν
νD−1−2ν .

Тем не менее, кроме стабильных решений уравнения (3.37) существуют также и
сингулярные (взрывающиеся) решения.Рассмотрим

N(pη) =
C

(pη − pη∗)α
, (3.43)

где C, 0 < η∗ < η и α > 0 — некоторые действительные константы, которые могут
зависеть от начальных условий. Предполагаем, что такое поведение для N(pη) воз-
можно в пределе, когда η очень близко к η∗. После подстановки такого решения в
(3.37) получаем следующее соотношение между C, η∗ и α:

1

(pη − pη∗)α
≈ Γ1C

2 (pη∗)
D−1−2ν

(α− 1) (pη − pη∗)3(α−1)
. (3.44)

Это уравнение устанавливает, что α = 3/2 и соотношение между C и η∗.В этом случае
келдышевский пропагатор «взрывается» за конечное собственное время. И среднее
значение тензора энергии-импульса тоже сингулярно. Это означает, что обратной
реакцией со стороны гравитации нельзя пренебрегать. Это тема для отдельного изу-
чения.
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[84] Molčanov V.F.: “Harmonic analysis on a hyperboloid of one sheet”, Soviet. Math.
Dokl. 7, 1553-1556 (1966)

[85] J. Bros, H. Epstein and U. Moschella, Lett. Math. Phys. 93, 203 (2010)
doi:10.1007/s11005-010-0406-4 [arXiv:1003.1396 [hep-th]].

[86] H. Epstein and U. Moschella, Commun. Math. Phys. 336, no. 1, 381 (2015)
doi:10.1007/s00220-015-2308-x [arXiv:1403.3319 [hep-th]].

[87] D. P. Jatkar, L. Leblond and A. Rajaraman, Phys. Rev. D 85, 024047 (2012)
[arXiv:1107.3513 [hep-th]].

[88] U. Moschella, arXiv:1210.4815 [hep-th].

[89] J. Bros, H. Epstein, M. Gaudin, U. Moschella and V. Pasquier, Commun. Math.
Phys. 295, 261 (2010) doi:10.1007/s00220-009-0875-4 [arXiv:0901.4223 [hep-th]].

[90] J. Bros, H. Epstein and U. Moschella, Annales Henri Poincare 11, 611 (2010)
doi:10.1007/s00023-010-0042-7 [arXiv:0812.3513 [hep-th]].

[91] U. Moschella, AIP Conf. Proc. 910, 396 (2007). doi:10.1063/1.2752488

[92] J. Bros, H. Epstein and U. Moschella, JCAP 0802, 003 (2008) doi:10.1088/1475-
7516/2008/02/003 [hep-th/0612184].

[93] A. Youssef and D. Kreimer, arXiv:1301.3205 [gr-qc].

36


