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1 Ââåäåíèå

Íåëèíåéíàÿ CP (N − 1) ñèãìà-ìîäåëü áûëà âïåðâûå ðàññìîòðåíà è ðåøåíà â [1, 2, 3]. Ýòà ìîäåëü îáëàäàåò
ìíîãèìè îñîáåííîñòÿìè, äåëàþùèìè åå ïîõîæèìè íà ÷åòûðåõìåðíóþ íåàáåëåâó êàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ. Â
CP (N − 1) ïðîèñõîäèò äèíàìè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìàññû çà ñ÷åò ðàçìåðíîé òðàíñìóòàöèè, ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè ñâîáîäíîé. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èìåþòñÿ èíñòàíòîííûå ðåøåíèÿ. Çà ñ÷åò îäíîïåòëåâîé
ïîïðàâêè êàëèáðîâî÷íîå U (1) ïîëå â CP (N − 1) ìîäåëè ñòàíîâèòñÿ äèíàìè÷åñêèì è âûçûâàåò êîíôàéíìåíò.
Òàêæå ñâÿçü ìåæäó êàëèáðîâî÷íîé òåîðèåé è ñèãìà-ìîäåëüþ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî CP (N − 1) ìîäåëü
ÿâëÿåòñÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèì ýôôåêòèâíûì äåéñòâèåì äëÿ îðèåíòàöèîííûõ ìîäóëåé íåàáåëåâîé ñòðóíû
[5, 6, 7, 8]. Â ñëó÷àå N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèé ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü òî÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ñïåêòðàìè òåîðèé. Â íåñóïåðñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ìû îæèäàåì, ÷òî ðåøåíèÿ â äâóìåðíîé òåîðèè
òàêæå ìîãóò èìåòü èíòåðïðåòàöèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîé òåîðèè.

Íåäàâíî áûëî îáíàðóæåíî [12], ÷òî â CP (N − 1) ìîäåëè, ðàññìàòðèâàåìîé â ïðåäåëå áîëüøèõ N , èìåþòñÿ
íåîäíîðîäíûå ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ ñêàëÿðíîå ïîëå èìååò íåíóëåâîå âàêóóìíîå ñðåäíåå â êîíå÷íîé îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå ðåøåíèÿ ñîëèòîíàìè. Êëþ÷åâûì íàáëþäåíèåì, ïðè-
âåäøèì ê îáíàðóæåíèþ ýòîãî ðåøåíèÿ, ñòàëî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèãìà-ìîäåëüþ è ìîäåëüþ Ãðîññà-Íåâå.
Òî÷íåå, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôåðìèîííûå ìîäû ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå íà ôîíå íåîäíîðîäíîãî áèëèíåéíîãî ôåð-
ìèîííîãî êîíäåíñàòà σ ∼ 〈ψ̄ψ〉 ìîãóò áûòü îïðåäåëåííûì îáðàçîì îòîáðàæåíû íà áîçîííûå ìîäû â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì íåîäíîðîäíîì ðåøåíèè. Ïðè ýòîì ôåðìèîííûé êîíäåíñàò ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîòåíöèàëîì äëÿ áîçîí-
íîãî ïîëÿ â ñìûñëå ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå λ = σ2 +∂xσ.
Íåîäíîðîäíûå ñîñòîÿíèÿ ôåðìèîííîãî êîíäåíñàòà äàâíî èçâåñòíû è õîðîøî èçó÷åíû [9, 10, 11]. Ïðîñòåé-
øèì èç òàêèõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ êèíê, èíòåðïîëèðóþùèé ìåæäó äâóìÿ âàêóóìàìè ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå. Ñ
ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâèÿ èç êèíêà ïîëó÷àåòñÿ îäíîñîëèòîííîå ðåøåíèå â ñèãìà-ìîäåëè.

Â äàííîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè íåîäíîðîäíûõ ðåøåíèé â CP (N − 1) ñèãìà-ìîäåëè.
Ñëåäóÿ èäåÿì ñòàòüþ [9], ìû ïîëó÷àåì îäíîñîëèòîííîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ðåçîëüâåíòû. Çàòåì ìû
âû÷èñëÿåì ýíåðãèþ ýòîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå è ñ ïîìîùüþ óñðåäíåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà. Íåîæèäàííî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ýíåðãèÿ îòðèöàòåëüíà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î îñíîâ-
íîì ñîñòîÿíèè CP (N − 1) ìîäåëè. Ìû àíàëèçèðóåì ïåðèîäè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïî ñîîòâåò-
ñòâèþ èç êðèñòàëëà êèíêîâ â ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå [14], â êà÷åñòâå âîçìîæíîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Îäíàêî
ðàññìîòðåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ íåñêîëüêî çàòðóäíåíî èç-çà èíôðàêðàñíûõ ðàñõîäèìîñòåé. Íå âïîëíå ÿñíî, ñóùå-
ñòâóåò ëè ìåõàíèçì ñîêðàùåíèÿ ïîäîáíûõ ðàñõîäèìîñòåé, è ìîæíî ëè ðàññìàòðèâàòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
äëÿ ñèñòåìû áåñêîíå÷íîãî ðàçìåðà. Îäíàêî ôîðìàëüíî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ýíåðãèþ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ, è îíà îêàæåòñÿ íèæå, ÷åì äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàÿ CP (N − 1) ìîäåëü, ìû íå ó÷èòûâàåì ñóùåñòâîâàíèÿ â íåé êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó
àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ O (N) íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè. Îáçîð ýòîé ìîäåëè ñîäåð-
æèòñÿ, íàïðèìåð, â [4]. Ïðè ýòîì âî ìíîãèõ àñïåêòàõ O (N) ìîäåëü (ïðè N > 3, òàê êàê O (3) è CP (1)
ìîäåëè ýêâèâàëåíòíû) ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò CP (N − 1) ìîäåëè. Íàïðèìåð, â O (N) ìîäåëè îòñóòñòâó-
þò èíñòàíòîíû. Ìû ïðîâîäèì àíàëèç ýòèõ äâóõ ìîäåëåé ïàðàëëåëüíî. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
ðàçëè÷èÿ ìåæäó CP (N − 1) è O (N) íå èìåþò îòíîøåíèÿ ê ïðîáëåìå íåîäíîðîäíûõ ðåøåíèé.

Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ìû ðàññìàòðèâàåì CP (N − 1) è O (N) ìîäåëè
â ïðåäåëå áîëüøèõ N , âûâîäèì ñåäëîâîå óðàâíåíèå è àíàëèçèðóåì âîçìîæíûå ïîïðàâêè ê íåìó, à òàêæå
ïðèâîäèì çàïèñü ñåäëîâîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç ðåçîëüâåíòó. ×àñòü 3 ïîñâÿùåíà àíàëèçó îäíîñîëèòîííîãî ðåøå-
íèÿ: ñíà÷àëà ìû ïîëó÷àåì ýòî ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî àíçàöà äëÿ ðåçîëüâåíòû, à çàòåì âû÷èñëÿåì
åãî ýíåðãèþ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïîñëå ýòîãî êðàòêî îáñóæäàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ â ñóïåð-
ñèììåòðè÷íîé âåðñèè òåîðèé. Â ÷àñòè 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ åãî
ñàìîñîãëàñîâàííîñòü è îáíàðóæèâàåòñÿ ïðîáëåìà èíôðàêðàñíûõ ðàñõîäèìîñòåé, à çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ åãî
ýíåðãèÿ.

Äàííàÿ ðàáîòà îñíîâàíà íà ñòàòüå [16].

2 Ñåäëîâîå óðàâíåíèå

2.1 Ïðèáëèæåíèå áîëüøèõ N

Ëàãðàíæèàí O (N) íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî

L =
1

2g2

(
(∂µna)

2 − λ
(

(na)
2 − 1

))
. (1)
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Â ýòîé ìîäåëè èìååòñÿ N âåùåñòâåííûõ ïîëåé na, ëàãðàíæåâ ìíîæèòåëü λ îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå îãðàíè-
÷åíèÿ nana = 1. Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïî ïîëÿì na ãàóññîâ, ïîýòîìó îí ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â îáùåì
âèäå

Z =
∫
DnaDλ exp (iS) =

∫
DnaDλ exp

(
i
∫
d2xL

)
=

=
∫
Dλ det−N/2

(
−∂2 − λ

)
exp

(
i

2g2

∫
d2xλ

)
=
∫
Dλ exp (iSeff ) .

(2)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå

Seff =
iN

2
tr log

(
−∂2 − λ

)
+

1

2g2

∫
d2xλ. (3)

Èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü äðóãóþ íîðìèðîâêó ïîëåé na, ïðè êîòîðîé îãðàíè÷åíèå èìååò âèä nana = r, ãäå
ïîñòîÿííàÿ r ñâÿçàíà ñ êîíñòàíòîé ñâÿçè g2 ñîîòíîøåíèåì

r = 1/g2.

Áîëüøóþ ÷àñòü âû÷èñëåíèé ìû áóäåì ïðîâîäèòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëû
ïðèìóò âèä:

S =
1

2

∫
d2x

(
(∂µna)

2
+ λ

(
(na)

2 − r
))

, (4)

Z =

∫
DnaDλ exp (−S) =

∫
Dλ exp (−Seff ) , (5)

Seff =
N

2
tr log

(
−∂2 + λ

)
− 1

2

∫
d2xλr. (6)

Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïî λ íå ìîæåò áûòü âçÿò â îáùåì ñëó÷àå, ïîýòîìó ìû áóäåì ðàáîòàòü â ïðèáëè-
æåíèè áîëüøèõ N è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïåðåâàëà. Âàðüèðóÿ ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
ïîëå λ íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò, íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè

N

2
tr

1

−∂2 + λ
− 1

2

∫
d2xr = 0,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì, îáîçíà÷àÿ λ = m2

r = N

∫
d2k

(2π)
2

1

k2 +m2
=
N

4π
log

(
Λ2
uv

m2

)
, (7)

ãäå Λuv � çíà÷åíèå èìïóëüñà, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò óëüòðàôèîëåòîâîå îáðåçàíèå. Òàêèì îáðàçîì, â O (N)
ìîäåëè ïðîèñõîäèò äèíàìè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ìàññû ÷àñòèö ÷åðåç ðàçìåðíóþ òðàíñìóòàöèþ.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ áîëåå îáùèìè ñåäëîâûìè òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ íå òîëüêî ïîëå
λ, íî è îäíà èç êîìïîíåíò ïîëÿ n ïðèíèìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå
åâêëèäîâî ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå, ìû âûïîëíèì ôóíêöèîíàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåì êîìïîíåíòàì ïîëÿ
na, êðîìå ïåðâîé n1 = n. Òîãäà ïîëó÷èì ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå, çàâèñÿùåå îò ïîëåé λ è n:

Seff =
N

2
tr log

(
−∂2 + λ

)
+

1

2

∫
d2x

(
(∂n)

2
+ λn2 − rλ

)
.

Òàê êàê ìû èñïîëüçóåì ïðåäåë áîëüøèõ N , ðàçëè÷èåì ìåæäó N è N−1 â êîýôôèöèåíòå ïåðåä ñëåäîì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Âàðüèðóÿ ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå ïî ïîëþ λ ïîëó÷èì ñåäëîâîå óðàâíåíèå

NTr
δλ (x)

−∂2 + λ
+

∫
dxdt

(
n2 − r

)
δλ (x) = 0.

Ðàñêðûâ âûðàæåíèå äëÿ ñëåäà îïåðàòîðà è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîëÿ â ñåäëîâîé òî÷êå íå çàâèñÿò îò âðåìåíè,
íàõîäèì

N

2π

∫
dω〈x| 1

−∂2
x + ω2 + λ

|x〉+ n2 (x)− r = 0. (8)

Âàðüèðîâàíèå ïî ïîëþ n äàåò óðàâíåíèå (
∂2
x − λ (x)

)
n (x) = 0. (9)
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Ðàññìîòðèì òåïåðü íåëèíåéíóþ CP (N − 1) ñèãìà-ìîäåëü. Ëàãðàíæèàí CP (N − 1) ìîäåëè â ïðîñòðàíñòâå
Ìèíêîâñêîãî

L =
1

g2
(Dµna)

∗
(Dµna)− λ

g2
(n∗ana − 1) , (10)

ãäå na, a = 1, . . . , N - êîìïëåêñíûå ñêàëÿðíûå ïîëÿ, λ - Ëàãðàíæåâ ìíîæèòåëü, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò âû-
ïîëíåíèå îãðàíè÷åíèÿ |n|2 = 1. Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê Dµ = ∂µ+ iAµ, ãäå Aµ - âñïîìî-
ãàòåëüíîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå, êîòîðîå ïðè ðàññìîòðåíèè êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç
ïîëÿ na ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Íàëè÷èå âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé λ è Aµ ïðåâðàùàåò ïðîñòðàíñòâî
ñîñòîÿíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, îòîæäåñòâëÿÿ ðàçëè÷íûå na, êî-
òîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. Ñîîòâåòñòâóþùèé ëàãðàíæèàí â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå è ïîñëå ïåðåìàñøòàáèðîâàíèÿ ïîëåé:

L = (Dµna)
∗

(Dµna) + λ (n∗ana − r) .

Ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ O (N) ìîäåëè, èíòåãðèðóÿ ïî âñåì ïîëÿì na êðîìå
n1 = n:

Seff = NTr log
(
−D2

x −D2
t + λ (x)

)
+

∫
d2x

(
|Dn|2 + λ

(
|n|2 − r

))
(11)

Êàê è â ñëó÷àå O (N) ìîäåëè, ïðîèñõîäèò ðàçìåðíàÿ òðàíñìóòàöèÿ, ïðè÷åì ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíñòàíòîé
ñâÿçè è ìàññîé ÷àñòèö äàåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé (7). Ðàçëàãàÿ ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî
êàëèáðîâî÷íîìó ïîëþ ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî ïðèîáðåòàåò êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí è ñòàíîâèòñÿ äèíàìè÷åñêèì.
Â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè Aµ = 0, è ÷òî ïîëå n âåùåñòâåííî.
Ïîñëå ýòîãî ìîæíî çàìåíèòü â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè âñå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå íà îáû÷íûå è îïóñòèòü
çíàêè ìîäóëÿ. Ïîñëå ýòîãî ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå äëÿ CP (N − 1) ìîäåëè áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ýôôåêòèâíîãî
äåéñòâèÿ äëÿ O (N) ìîäåëè òîëüêî îáùèì ìíîæèòåëåì 2, à çíà÷èò ñåäëîâûå òî÷êè äëÿ îáîèõ ýôôåêòèâíûõ
äåéñòâèé áóäóò ñîâïàäàòü. Ïðè ðåøåíèè ñåäëîâîãî óðàâíåíèÿ ìû ìîæåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü
÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ CP (N − 1) ìîäåëü.

2.2 Ó÷åò ïåðåêðåñòíîãî nλ ÷ëåíà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîèçâåäåì áîëåå àêêóðàòíîå âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ äëÿ O (N) ìîäåëè.
Ìû ðàçîáüåì âñå ïîëÿ íà êëàññè÷åñêóþ è êâàíòîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ è âûïîëíèì ôóíêöèîíàëüíîå èíòåãðèðî-
âàíèå ïî êâàíòîâûì ñîñòàâëÿþùèì âñåõ ïîëåé â ãàóññîâîì ïðèáëèæåíèè. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ïîïðàâêè
ê ýôôåêòèâíîìó äåéñòâèþ, íå ó÷òåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Îäíàêî ýòè ïîïðàâêè ïîäàâëåíû ìàëûì ìíî-
æèòåëåì 1/N , ïîýòîìó âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû íå áóäåì èõ ó÷èòûâàòü. Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ
âåðíû è äëÿ CP (N − 1) ìîäåëè.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

Z =

∫
DnDλ exp {−S} , (12)

ãäå â äåéñòâèå (4) ìû ïîäñòàâëÿåì

n = ncl + nq, ncl = (n0, 0, . . . , 0) , (13)

λ = λ0 + λq. (14)

Ïîñëå ýòîãî äåéñòâèå çàïèøåòñÿ êàê

S =
1

2

∫
d2x

[
(∂n0)

2
+ λ0

(
n2

0 − r
)

+ (∂nq)
2

+ (λ0 + λq)n
2
q + 2n0λqn1q

]
. (15)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì êîìïîíåíòàì ïîëÿ nq, êðîìå ïåðâîé, ïîëó÷èì ïðîìåæóòî÷íóþ ôîðìó ýôôåê-
òèâíîãî äåéñòâèÿ

S
(1)
eff =

N − 1

2
tr log

(
−∂2 + λ0 + λq

)
+

1

2

∫
d2x

(
(∂n0)

2
+ λ0

(
n2

0 − r
)

+ n1

(
−∂2 + λ0

)
n1 + 2n0λqn1

)
. (16)
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Äëÿ ó÷åòà ïåðåêðåñòíîãî ÷ëåíà λn ìû ñäâèãàåì ïåðåìåííóþ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ñâîäèì
çàäà÷ó ê âû÷èñëåíèþ ãàóññîâà èíòåãðàëà ïî ïîëÿì n1 è λ:

n1 → n1 + χ, χ = − 1

−∂2 + λ
n0λq, (17)

n1

(
−∂2 + λ0

)
n1 + 2n0λqn1 → n1

(
−∂2 + λ0

)
n1 − n0λq

1

−∂2 + λ0
n0λq.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî n1 òðèâèàëüíî. Îäíàêî äåéñòâèå äëÿ λ ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð
K ñ ÿäðîì K (x, y). Ýòî ÿäðî ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ ïîëÿ n, âçàèìîäåéñòâóþùåãî
ñ êëàññè÷åñêèì ïîëåì λ0:

G (x, y) = 〈x| 1

−∂2 + λ0
|y〉. (18)

Ïðè ýòîì âêëàä â îïåðàòîð K äàåò êàê èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîëþ n1, òàê è ðàçëîæåíèå ñëåäà ëîãàðèôìà
îïåðàòîðà ïî λq äî âòîðîãî ïîðÿäêà:

S
(2)
eff =

N

2
tr log

(
−∂2 + λ0

)
−N

4
tr

(
1

−∂2 + λ0
λq

)2

+
1

2

∫
d2x

(
(∂n0)

2
+ λ0

(
n2

0 − r
)
− n0λq

1

−∂2 + λ0
n0λq

)
. (19)

Ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå äëÿ λq â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè

Sλ = −N
4

∫
d2xd2yG (x, y)G (y, x)λq (x)λq (y)− 1

2

∫
d2xd2yλq (x)λq (y)n0 (x)n0 (y)G (x, y) , (20)

Sλ = −1

2

∫
d2xd2yλq (x)λq (y)K (x, y) ,

ãäå ÿäðî âûðàæàåòñÿ êàê

K (x, y) =
N

2
G (x, y)

2
+ n0 (x)n0 (y)G (x, y) . (21)

Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äëÿ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ

Seff =
N

2
tr log

(
−∂2 + λ0

)
+

1

2
tr logK +

1

2

∫
d2x

(
(∂n0)

2
+ λ0

(
n2

0 − r
))
. (22)

Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, äëÿ ñåäëîâûõ òî÷åê âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå n2 ∼ N , ïîýòîìó âêëàä îïå-
ðàòîðà K � åäèíñòâåííûé ÷ëåí â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè, íå ñîäåðæàùèé áîëüøîãî ìíîæèòåëÿ N . Òàêèì
îáðàçîì, ýòîò âêëàä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëóþ äîáàâêó è â ëèäèðóþùåì ïðèáëèæåíèè ïî 1/N ïîëü-
çîâàòüñÿ ñåäëîâûì óðàâíåíèåì â âèäå ñîîòíîøåíèé (8) è (9).

2.3 Ðåçîëüâåíòà

Äëÿ óäîáñòâà ðåøåíèÿ ñåäëîâîãî óðàâíåíèÿ ââåäåì ðåçîëüâåíòó [9]:

Rω = 〈x| 1

−∂2
x + ω2 + λ

|x〉.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ íà ïëîñêîñòè n = 0 è λ = m2

r =
N

(2π)
2

∫
dωdk

1

k2 + ω2 + λ
=
N

4π

∫
dω

1√
ω2 +m2

.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî çàïèñàòü ñåäëîâîå óðàâíåíèå (8) â âèäå

n2 (x) =
N

2π

∫ ∞
−∞

dω

[
1

2
√
ω2 +m2

−Rω (x)

]
. (23)

Ýòî óðàâíåíèå óæå íå ñîäåðæèò ðàñõîäèìîñòåé.
Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ðåøåíèé. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â

èñïîëüçîâàíèè òîãî ôàêòà, ÷òî ðåçîëüâåíòà Rω óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ãåëüôàíäà-Äèêîãî:

−2Rω∂
2
xRω + (∂xRω)

2
+ 4

(
ω2 + λ(x)

)
R2
ω = 1 (24)

Åñëè ìû èñïîëüçóåì ýòî óðàâíåíèå íà Rω, óðàâíåíèå (9) è ïðåäëîæèì íåêîòîðûé àíçàö, ñâÿçûâàþùèé ðå-
çîëüâåíòó ñ ïîëåì n, ìû ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà n ñ ïàðàìåòðîì ω. Ýòî óðàâíåíèå äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ω, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ïðàâèëüíî âûáðàííîì àíçàöå.
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3 Îäíîñîëèòîííîå ðåøåíèå

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì îäíîñîëèòîííîå ðåøåíèå, êîòîðîå íåäàâíî áûëî ïîëó÷åíî â [12] ñ ïîìîùüþ
ñâÿçè ìåæäó CP (N − 1) ìîäåëüþ è ìîäåëüþ Ãðîññà-Íåâå, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåçîëüâåíòû. Òàêæå ìû óáåäèì-
ñÿ â ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñëåäà â óðàâíåíèè(8). Ïîñëå
ýòîãî ìû çàéìåìñÿ âû÷èñëåíèåì ýíåðãèè ýòîãî ðåøåíèÿ. Íàêîíåö, ìû ðàññìîòðèì îäíîñîëèòîííîå ðåøåíèå
â ñóïåðñèììåòðè÷íîì ðàñøèðåíèè òåîðèè.

3.1 Ðåøåíèå ñåäëîâîãî óðàâíåíèÿ

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòû â âèäå

Rω = a (ω) + b (ω)n2 (x) . (25)

Ýòî ïðîñòåéøèé àíçàö, ñîâìåñòèìûé ñ ñåäëîâûì óðàâíåíèåì (23). Äåéñòâèòåëüíî, ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé
n2, íóæåí ÷òîáû ïîëó÷èòü n2 â ëåâîé ÷àñòè, à íå çàâèñÿùåå îò êîîðäèíàòû ñëàãàåìîå íóæíî äëÿ ñîêðàùåíèÿ
óëüòðàôèîëåòîâîé ðàñõîäèìîñòè. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå èìååò âèä

a (ω) =
1

2
√
ω2 +m2

, (26)

îäíàêî ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèå áåç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ äëÿ ðå-
çîëüâåíòû (25) è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîëÿìè n è λ (9) â óðàâíåíèå Ãåëüôàíäà-Äèêîãî (24) ìû ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî ïî ÷àñòîòå ω.

4a
(
a+ bn2

)
∂2
xn+ 4ω2n

(
a+ bn2

)2 − 4abn (∂xn)
2

= n. (27)

Åñëè ìû áóäåì èñêàòü b â âèäå b = Ca/ω2, ãäå C - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, è âîñïîëüçóåìñÿ (26), óðàâíå-
íèå (27) ìîæíî áóäåò ñâåñòè ê ðàâåíñòâó íóëþ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà îòíîñèòåëüíî ω2. Ïðèðàâíÿâ íóëþ
êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ íà ïîëå n:

n∂2
xn+ Cn4 − (∂xn)

2
= 0, (28)

∂2
xn+ 2Cn3 = m2n. (29)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äëÿ îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè èìååòñÿ äâà óðàâíåíèÿ, ó ýòîé ñèñòåìû åñòü ðåøåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (29) íà n è ïðîèíòåãðèðîâàâ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

(∂xn)
2

= n2
(
m2 − Cn2

)
,

âåðíîå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîëå n îáðàùàåòñÿ â 0 íà áåñêîíå÷íîñòè. Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè ïîëó-
÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå (28) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (29):

∂2
xn =

(∂xn)
2

n
− Cn3 = m2n− 2Cn3.

Åñëè êîíñòàíòà C > 0 , ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, óáûâàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè, èìååò âèä

n (x) =
m√
C

1

cosh (m (x− x0))
,

ãäå x0 - êîîðäèíàòà öåíòðà ñîëèòîíà. Ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà:

λ (x) = m2

(
1− 2

cosh2 (m (x− x0))

)
. (30)

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ íàéäåííûì â [12]. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð ñîëèòîíà íàõîäèòñÿ
â íà÷àëå êîîðäèíàò, x0 = 0 Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ðåçîëüâåíòû â ñåäëîâîå
óðàâíåíèå (23) ïðèâîäèò ê ðàñõîäÿùåìóñÿ èíòåãðàëó:

n2 = n2

(
−N

2π

∫ ∞
0

dω

ω2

C√
m2 + ω2

)
.

Ðàñõîäèìîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ìû íå ó÷ëè íàëè÷èÿ ó n ïîëåé íóëåâîé ìîäû íà ôîíå ðàññìàòðèâàåìîãî
ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ïðèâåäåííûé âûâîä ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì.
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3.2 Ïðîâåðêà ñàìîñîãëàñîâàííîñòè

Ïðîâåðèì, îäíîñîëèòîííîå ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (30) ïðè ïîìîùè íåïîñðåä-
ñòâåííîãî ñóììèðîâàíèÿ ïî ìîäàì. Ñïåêòð øðåäèíãåðîâñêîãî îïåðàòîðà ñ ïîòåíöèàëîì (30) ñîñòîèò èç íóëå-
âîé ìîäû è íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, íà÷èíàþùåãîñÿ ñ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ω2 = m2. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè:(

−∂2
x + λ (x)

)
fk (x) = ω2 (k) fk (x) , ω2 (k) = m2 + k2,

fk (x) =
−ik +m tanhmx√

m2 + k2
exp (ikx) .

Ýòè ôóíêöèè íîðìèðîâàíû íà äåëüòà-ôóíêöèþ:∫ +∞

−∞
dxfk (x) f∗k′ (x) = 2πδ (k − k′) .

Òîãäà ñåäëîâîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ êàê

n2 (x) = r −N
∫ +∞

−∞

dω

2π
〈x| 1

−∂2
x + λ (x) + ω2

|x〉 =

= r −N
∫ +∞

−∞

dω

2π

∫ +∞

−∞

dk

2π

|fk (x)|2

ω2 + k2 +m2
= N

∫ Λ

−Λ

dk

2π

1

2
√
k2 +m2

−N
∫ Λ

−Λ

dk

2π

|fk (x)|2

2
√
k2 +m2

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ðàçëîæåíèå åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà ïî ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì

1 =

∫
dk

2π
|k〉〈k|+ |n〉〈n|

è ÿâíî èñêëþ÷èëè íóëåâóþ ìîäó |n〉 èç ñóììèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèå r âçÿòî èç ñåäëîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îäíî-
ðîäíîãî ðåøåíèÿ ñ óëüòðàôèîëåòîâûì îáðåçàíèåì Λ. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì:

n2 (x) =
N

4π

∫ Λ

−Λ

dk
m2
(
1− tanh2mx

)
(k2 +m2)

3/2
=
N

2π

1

cosh2mx
.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë íå ñîäåðæèò ðàñõîäèìîñòè, ïîýòîìó ìîæíî óñòðåìèòü ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ Λ â áåñêîíå÷-
íîñòü è ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ n (x) ñ ïðàâèëüíîé íîðìèðîâêîé.

3.3 Ýíåðãèÿ ñîëèòîíà

Â äàííîé ñåêöèè ìû âû÷èñëèì ýíåðãèþ îäíîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ â CP (N − 1) ìîäåëè íåñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ðåçóëüòàòà ðàáîòû [13]. Â ýòîé ðàáîòå
áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè äëÿ íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè êîíôèãóðàöèè ïîëåé èìååò âèä

ε1 (x) = ε0 +
N

2π
λ (x) , ∂xε0 = 0. (31)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì [4] î âêëàäå êîíôîðìíîé àíîìàëèè â ïëîòíîñòü ýíåðãèè.
Âû÷èòàÿ îòñþäà àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñîëèòîíà

ε (x) = ε1 (x)− εvac (x) = const+
N

2π

(
λ (x)−m2

)
. (32)

Ïîñêîëüêó íåîäíîðîäíîñòü â îäíîñîëèòîííîì ðåøåíèè ëîêàëèçîâàíà âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò, åñòåñòâåííî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè íà áåñêîíå÷íîñòè òàêàÿ æå, êàê è äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, const = 0. Èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (30) ïîëó÷èì ýíåðãèþ
ñîëèòîíà

E =

∫ +∞

−∞
dxε (x) = −Nm

2

π

∫ +∞

−∞
dx

1

cosh2mx
= −2Nm

π
(33)

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ýíåðãèÿ îäíîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ îòðèöàòåëüíà, òî åñòü ýíåðãèÿ
íåîäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ íèæå ýíåðãèè îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ. ×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðèâåäåííîå
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âûøå âû÷èñëåíèå ïðàâèëüíî, ìû âû÷èñëèì ýíåðãèþ ñîëèòîíà åùå äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, ìû âû÷èñëèì
çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ äëÿ ñîëèòîíà. Âî-âòîðûõ ìû âû÷èñëèì ñðåäíåå îò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
ïî îäíîñîëèòîííîìó ðåøåíèþ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ ôîðìóëàìè (32) è (33).

Äëÿ O (N) ìîäåëè ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ äëÿ ðåçóëüòàòîâ â CP (N − 1) ìîäåëè. Ïîñêîëü-
êó ìû íå ðàññìàòðèâàåì âëèÿíèå êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ íà ñîëèòîí, åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ìîäåëÿìè
ñîñòîèò â òîì, ÷òî â O (N) ìîäåëè ìû ðàññìàòðèâàåì âåùåñòâåííûå ïîëÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî ñòåïåíåé
ñâîáîäû óìåíüøàåòñÿ â 2 ðàçà, è äëÿ ýíåðãèè ñîëèòîíà ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå

E = −Nm
π

.

3.3.1 Ðåãóëÿðèçàöèÿ Ïàóëè-Âèëëàðñà äëÿ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè îäíîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
ìåæäó çíà÷åíèåì åâêëèäîâà ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ è ýíåðãèåé ñîñòîÿíèÿ

S = E · T = NTr log
(
−∂2

x − ∂2
t + λ (x)

)
+

∫
d2x

(
(∂n)2 + λ

(
n2 − r

))
ãäå ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëÿ ñ ïåðèîäîì ïî (åâêëèäîâó) âðåìåíè, ðàâíîì T , è ñ÷èòàåì âðåìÿ T áîëüøèì. Ìû
áóäåì âû÷èñëÿòü ðàçíîñòü ýíåðãèé îäíîðîäíîãî è îäíîñîëèòîííîãî ðåøåíèé. Äåòåðìèíàíòû äëÿ ýòèõ äâóõ
ðåøåíèé ðàçëè÷íû, òàê êàê îäíîñîëèòîííûé ïîòåíöèàë λ, íå ìåíÿÿ ñïåêòðà ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîðîäíûì
ðåøåíèåì çà èñêëþ÷åíèåì äîáàâëåíèÿ íóëåâûõ ìîä, ìåíÿåò ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî åñëè
áû ìû ðåãóëÿðèçîâàëè âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ ñ ïîìîùüþ îáðåçàíèÿ, ìû áû ïîëó÷èëè íóëå-
âîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ñîëèòîíà. Îäíàêî â ýíåðãèþ ìîæåò òàêæå äàâàòü âêëàä êîíôîðìíàÿ àíîìàëèÿ. Äëÿ åå
àêêóðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ ìû èñïîëüçóåì ðåãóëÿðèçàöèþ Ïàóëè-Âèëëàðñà.

Ðåãóëÿðèçàöèþ Ïàóëè-Âèëëàðñà îñóùåñòâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ÷àñòèöû ñ ìàñ-
ñàìè mi ãäå i = 0, . . . , I è êîíñòàíòû Ci óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

I∑
i=0

Ci =

I∑
i=0

Cim
2
i = 0, C0 = 1, m0 = 0. (34)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî âçÿòü I = 2. Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò:

C1 =
m2

2

m2
1 −m2

2

, C2 = − m2
1

m2
1 −m2

2

. (35)

Â êîíöå âû÷èñëåíèÿ ìû óñòðåìèì âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòàíòû mi â áåñêîíå÷íîñòü ïðè i = 1, . . . , I. Ðåãóëÿ-
ðèçîâàííîå äåéñòâèå èìååò âèä

S = N

I∑
i=0

CiTr log
(
−∂2 +m2

i + λ
)

+

∫
d2x

(
(∂n)2 + λ

(
n2 − r

))
.

Êîíñòàíòà r äîëæíà òàêæå äîëæíà áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ìàññû ðåãóëÿòîðíûõ ïîëåé mi. Äëÿ ýòîãî ìû
èñïîëüçóåì ñåäëîâîå óðàâíåíèå äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ λ = m2. Â ïðîñòðàíñòâå áîëüøîãî îáúåìà V îíî
çàïèøåòñÿ êàê

r · V =

I∑
i=0

CiTr
1

−∂2 +m2
i +m2

= V ·
∫

d2k

4π2

I∑
i=0

Ci
1

k2 +m2
i +m2

,

îòêóäà íàõîäèì îòâåò

r = −N
4π

I∑
i=0

Ci log
(
m2 +m2

i

)
. (36)

Òåïåðü çàéìåìñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ýíåðãèè. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ÷ëåíû ñ ïîëåì n â äåéñòâèè
íå äàþò âêëàäà â ýíåðãèþ, òàê êàê n ïðîïîðöèîíàëüíî íóëåâîé ìîäå:∫ +∞

−∞
dx
(

(∂xn)
2

+ λn
)

=

∫ +∞

−∞
dxn

(
−∂2

xn+ λn
)

= 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ îäíîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ

E1 = N

∫ +∞

−∞

dω

2π

∑
n

I∑
i=0

Ci log
(
ω2 + ω2

n +m2
i

)
−
∫ +∞

−∞
dxλr.

Çäåñü ìû ôîðìàëüíî çàïèñàëè ëîãàðèôì äåòåðìèíàíòà êàê ñóììó ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ω2
n îïåðàòîðà

−∂2
x + λ, ðàññìàòðèâàåìîãî â ïðîñòðàíñòâå áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî ðàçìåðà L. Àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå ìîæåò

áûòü íàïèñàíî è äëÿ ýíåðãèè îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ Evac, äëÿ êîòîðîãî λ = m2 è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû
ω2

0n. Âû÷èòàÿ ýòó ýíåðãèþ èç ýíåðãèè îäíîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ ìû ïîëó÷èì

E = E1−Evac = N

∫ +∞

−∞

dω

2π

I∑
i=0

Ci log
(
ω2 +m2

i

)
+N

∫ +∞

−∞

dω

2π

∑
n

I∑
i=0

Ci log
ω2 + ω2

n +m2
i

ω2 + ω2
0n +m2

i

−
∫ +∞

−∞
dx
(
λ−m2

)
r

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âêëàä íóëåâîé ìîäû, à âòîðîå - âêëàä íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà.
Äëÿ âû÷èñëåíèé ìû èñïîëüçóåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ +∞

−∞

dω

2π
log

(
1 +

a2

ω2

)
= a

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòîòå ωâ ïåðâîì è âòîðîì ÷ëåíàõ. Òàêæå âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòå â
òðåòüåì ÷ëåíå è ïîëó÷èì âûðàæåíèå

E = N

I∑
i=0

Cimi +N
∑
n

I∑
i=0

Ci

(√
ω2
n +m2

i −
√
ω2

0n +m2
i

)
+ 4mr.

Ñóììèðîâàíèå ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàìåíèì íà èíòåãðèðîâàíèå ïî èìïóëüñàì ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ∑

n

→
∫
dkρ (k) , ω2

n → k2 +m2.

Çäåñü ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé ñîñòîÿíèé îäíîñîëèòîííîãî è îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå èìååò
âèä

ρ (k) =
1

π

dδ (k)

dk
= − 2m

π (k2 +m2)
. (37)

Çäåñü δ (k) = π − 2 arctan k
m � ôàçîâûé ñäâèã äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì k.

Íîðìèðîâêà âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ òîëüêî ïî ïîëîæèòåëüíûì
çíà÷åíèÿì èìïóëüñà. Âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ïðåîáðàçóåòñÿ â

E = N

I∑
i=0

Cimi −
2Nm

π

∫ +∞

0

dk

I∑
i=0

Ci

√
k2 +m2 +m2

i

k2 +m2
+ 4mr.

Âõîäÿùèé â ýòî âûðàæåíèå èíòåãðàë ðàâåí∫
dk

√
k2 +m2 +M2

k2 +m2
=
M

m
arctan

Mk

m
√
k2 +m2 +M2

+ log
(
k +

√
k2 +m2 +M2

)
.

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå, ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó äëÿ ýíåðãèè

E = N

I∑
i=0

Cimi −
2Nm

π

[
I∑
i=1

Ci
mi

m
arctan

mi

m
− 1

2

I∑
i=0

Ci log
(
m2 +m2

i

)]
+ 4mr.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ r ìû ïîëó÷èì, ïðåäïîëàãàÿ ÷òî mi � m è âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì
arctan (mi/m) = π/2−m/mi, ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

E = N

I∑
i=0

Cimi −
2Nm

π

I∑
i=1

Ci
mi

m

π

2
+

2Nm

π

I∑
i=1

Ci +
Nm

π

I∑
i=0

Ci log
(
m2 +m2

i

)
− Nm

π

I∑
i=0

Ci log
(
m2 +m2

i

)
.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò C ñóììà â òðåòüåì ÷ëåíå ðàâíà
∑I
i=1 Ci = −C0 = −1.Âñå ÷ëåíû, çà èñêëþ÷åíèåì

òðåòüåãî, ñîêðàùàþòñÿ, è ìû âîñïðîèçâîäèì ðåçóëüòàò (33) äëÿ ýíåðãèè îäíîñîëèòîííîãî ñîñòîÿíèÿ.
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3.3.2 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âû÷èñëèì ñðåäíåå îò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ îäíîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ. Ìû
ïîêàæåì, ÷òî êîìïîíåíòà θ00 òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè (32). Ìû ðàññìîò-
ðèì êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå ïîëåé n íà ôîíå íåîäíîðîäíîãî ïîëÿ λ, èñïîëüçóÿ òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ
ìîä â íåîäíîðîäíîì ïîòåíöèàëå. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ, ìû èñïîëüçóåì ðåãóëÿðè-
çàöèþ Ïàóëè-Âèëëàðñà, êîòîðàÿ äàåò ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå äëÿ êîíôîðìíîé àíîìàëèè. Âû÷èñëåíèÿ áóäóò
ïðîèçâîäèòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ ñèãíàòóðîé Ìèíêîâñêîãî.

Âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ðåãóëÿòîðíîãî ïîëÿ ñ ìàññîé mi èìååò âèä

θiµν = ∂µni∂νn
∗
i + ∂µni∂

∗
νni − gµν

(
|∂ni|2 − λ

(
|ni|2 − r

)
−m2

i |n|
2
)
.

Â ÷àñòíîñòè, òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ñàìîãî ïîëÿ n ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà ïðè mi = 0. Êîìïîíåíòû ðåãó-
ëÿðèçîâàííîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà èìåþò âèä

θ00 =
∑

Ci

(
|∂tni|2 + |∂xni|2 + λ |ni|2 +m2

i |ni|
2
)
− λr,

θ11 =
∑

Ci

(
|∂tni|2 + |∂xni|2 − λ |ni|2 −m2

i |ni|
2
)

+ λr.

Çäåñü êîíñòàíòû Ci äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (35).
Ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëå λ êàê êëàññè÷åñêîå

λ = m2

(
1− 2

cosh2mx

)
è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ó ïîëÿ n åñòü êëàññè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà, êâàäðàò êîòîðîé ðàâåí

n2
cl =

N

2π

1

cosh2mx
.

Òîãäà ìîäû äëÿ ïîëÿ n ðàâíû

fk =
−ik +m tanhmx√

k2 +m2
exp (ikx) , ψ0 =

√
m

2

1

coshmx
, ωk =

√
k2 +m2.

Êâàíòîâàíèå ïîëÿ n è ðåãóëÿòîðíûõ ïîëåé ni íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ. Ïîëå n èìååò êëàññè÷åñêóþ ñî-
ñòàâëÿþùóþ, ïðîïîðöèîíàëüíóþ íóëåâîé ìîäå, à ÷ëåí ñ îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ íóëåâîé ìîäû îòñóòñòâóåò. Ó
ðåãóëÿòîðíûõ ïîëåé íåò êëàññè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé, íî åñòü ìîäà ñ ýíåðãèåé mi, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ íóëåâîé
ìîäå ïîëÿ n. Âî âñåõ ôîðìóëàõ íèæå íóìåðóþùèé êîìïîíåíòû ïîëÿ n èíäåêñ îïóùåí. Èíäåêñ i = 0, 1, 2
íóìåðóåò ðåãóëÿòîðíûé ïîëÿ, ïðè÷åì n0 = n. Âûïèøåì ÿâíî ðàçëîæåíèå ïîëåé ïî ìîäàì:

n (x, t) = ncl (x) +

∫
dk

2π

1√
2ωk

(
akfk (x) exp (−iωkt) + b†kf

∗
k (x) exp (iωkt)

)
, (38)

ni =
1√
2mi

(
A exp (−imit) +B† exp (imit)

)
ψ0 (x) +

+

∫
dk

2π

1√
2ωk, i

(
ak, ifk (x) exp (−iωk, it) + b†k, if

∗
k (x) exp (iωk, it)

)
. (39)

×àñòîòû äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé

ωk, i =
√
k2 +m2 +m2

i . (40)

Êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ èçìåíÿþòñÿ çà ñ÷åò íóëåâîé ìîäû:[
na (x, t) , ∂tn

b∗ (y, t)
]

= i (δ (x− y)− ψ0 (x)ψ0 (y)) δab. (41)

Äëÿ ðåãóëÿòîðíûõ ïîëåé äîïîëíèòåëüíîãî âêëàäà â êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ íåò:[
nai (x, t) , ∂tn

b∗
i (y, t)

]
= iδ (x− y) δab. (42)
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Ìû áóäåì ïðîèçâîäèòü óñðåäíåíèå ïî ñîñòîÿíèþ, êîòîðîå àííóëèðóåòñÿ îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ ak, A
è bk, B:

〈n (x1,t1)n∗ (x2,t2)〉 = ncl (x)ncl (y) +N

∫
dk

2π

1

2
√
k2 +m2

exp (iωk (t1 − t2)) f∗k (x1) fk (x2) , (43)

〈ni (x1,t1)n∗i (x2,t2)〉 = N
ψ0 (x)ψ0 (y)

2mi
exp (imi (t1 − t2))+N

∫
dk

2π

1

2
√
k2 +m2 +m2

i

exp (iωk, i (t1 − t2)) f∗k (x1) fk (x2) .

(44)
Âûðàæåíèå äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî êâàäðàòà ïîëÿ:

∑
i

Ci〈|ni (x)|2〉 = n2
cl (x) +N

∫
dk

2π

∑
i

|fk (x)|2

2
√
k2 +m2 +m2

i

+Nψ0 (x)
2
∑
i

Ci
2mi

= r

Ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ñåäëîâîìó óðàâíåíèþ. Áëàãîäàðÿ íåìó ÷ëåíû ñ r â âûðàæåíèè äëÿ òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà ñîêðàùàþòñÿ.

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ:

∑
i

Cim
2
i 〈|ni (x)|2〉 = N

∫
dk

2π

∑
i

m2
i |fk (x)|2

2
√
k2 +m2 +m2

i

+Nψ0 (x)
2
∑
i

Cimi

2
, (45)

∑
i

Ci〈|∂xni (x)|2〉 = (∂xncl (x))
2

+N

∫
dk

2π

∑
i

|∂xfk (x)|2

2
√
k2 +m2 +m2

i

+Nψ0 (x)
2
∑
i

Ci
2mi

, (46)

∑
i

Ci〈|∂tni (x)|2〉 = N

∫
dk

4π

∑
i

Ci

√
k2 +m2 +m2

i |fk (x)|2 +Nψ0 (x)
2
∑
i

Cimi

2
. (47)

Çäåñü êâàäðàòû ìîä è èõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî:

|fk (x)|2 =
k2 +m2 tanh2mx

k2 +m2
= 1− m2

k2 +m2

1

cosh2mx
, (48)

|∂xfk (x)|2 = k2 +
m2

cosh2mx
+

m4

k2 +m2

(
1

cosh4mx
− 1

cosh2mx

)
. (49)

Ìû îòäåëüíî âû÷èñëèì âêëàä ñ ìàññàìè ðåãóëÿòîðíûõ ïîëåé

∑
i

Cim
2
i 〈|ni (x)|2〉 = N

∫
dk

2π

∑
i

Cim
2
i

2
√
k2 +m2 +m2

i

+N
m2

cosh2mx

(
−
∫

dk

4π

∑
i

Cim
2
i

(k2 +m2)
√
k2 +m2 +m2

i

+
∑
i

Cimi

4m

)
.

(50)
Ïåðâûé ÷ëåí ýòîé ôîðìóëû âîñïðîèçâîäèò ðåçóëüòàò äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ. Òåïåðü ðàññìîòðèì âêëàä ñ
ïðîèçâîäíûìè ïîëåé:

∑
i

Ci〈|∂xni (x)|2+|∂tni (x)|2〉 = N
m2

cosh2mx

(∫
dk

4π

∑
Ci

(
1√

k2 +m2 +m2
i

−
√
k2 +m2 +m2

i

k2 +m2

)
+
∑
i

Cimi

4m

)
.

(51)
Çàìåòèì, ÷òî âêëàä îò ïðîèçâîäíîé êëàññè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ ñîêðàùàåòñÿ ñ ñõîäÿùåéñÿ ÷àñòüþ
èíòåãðàëà äëÿ êâàäðàòà ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé ïîëÿ. Ýòî âêëàä îò òðåòüåãî ÷ëåíà â âûðàæåíèè (49),
êîòîðûé ñîäåðæèò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ñòåïåíü èìïóëüñà â çíàìåíàòåëå è íå òðåáóåò ðåãóëÿðèçàöèè.

Âñå èíòåãðàëû â ôîðìóëàõ (50) è (51) áåðóòñÿ ýëåìåíòàðíî, âû÷èñëåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî âû÷èñëå-
íèþ äëÿ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ. Ìû íàõîäèì, ÷òî âêëàäû â íåîäíîðîäíóþ ÷àñòü òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
îò ÷ëåíà ñ ïðîèçâîäíûìè ïîëåé (51) è âêëàä îò ÷ëåíà ñ ìàññàìè ðåãóëÿòîðíûõ ïîëåé (50) ðàâíû. Ïîýòîìó
íåîäíîðîäíûé âêëàä ïðèñóòñòâóåò â ïëîòíîñòè ýíåðãèè è ñîêðàùàåòñÿ â ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà.

Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñîãëàñóåòñÿ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè âû÷èñëåíèÿ:

〈θ00〉 =
Nm2

4π
− N

π

m2

cosh2mx
=
Nm2

4π
+
N

2π

(
λ−m2

)
.
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Äðóãèå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà òàêèå æå, êàê è äëÿ îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ:

〈θ11〉 = −Nm
2

4π
, 〈θ01〉 = 0.

3.4 Ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìîäåëè

3.4.1 O (N) ìîäåëü

Ðàññìîòðèì ñóïåðñèììåòðè÷íóþ O (N) ñèãìà ìîäåëü â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Åå ëàãðàíæèàí

L =
1

2g2

(
(∂µna)

2
+ ψ̄ai∂̂ψa +

1

4

(
ψ̄aψa

)2)
ïîëó÷àåòñÿ èç ëàãðàíæèàíà O (N) ìîäåëè äîáàâëåíèåì ìàéîðàíîâñêèõ ôåðìèîíîâ ψa â ôóíäàìåíòàëüíîì

ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû O (N). Çäåñü ∂̂ = γµ∂µ, à ìàòðèöû Äèðàêà âûáåðåì â âèäå γ0 = σ2, γ
1 = iσ3, γ

5 =
−γ0γ1 = σ1. Èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ nana = 1 è naψa = 0. Óäîáíî ïåðåïèñàòü äåéñòâèå, ââåäÿ ëàãðàíæå-
âû ìíîæèòåëü λ è χ, à òàêæå âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ôåðìèîííîìó êîíäåíñàòó σ ∼ ψ̄ψ.
Ñîîòâåòñòâóþùèé ëàãðàíæèàí çàïèøåòñÿ êàê

L =
1

2g2

(
(∂µna)

2
+ ψ̄a

(
i∂̂ − σ

)
ψa − σ2 − λ

(
(na)

2 − 1
)
− χ̄ψana − ψ̄aχna

)
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå, ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåì ïîëÿì na êðîìå n1 = n, è ïî âñåì
ôåðìèîííûì ïîëÿì. Íà÷íåì ñ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ψa ,ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

ψa → ψa + φa, φa =
(
i∂̂ − σ

)−1

χna.

Ïîñëå ýòîé çàìåíû ÷ëåíû â äåéñòâèè, ëèíåéíûå ïî ψa, ñîêðàòÿòñÿ, îäíàêî ïîÿâèòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí

χ̄
(
i∂̂ − σ

)−1

χnana = χ̄
(
i∂̂ − σ

)−1

χ.Ïîñëå ýòîãî ìîæíî âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî χ. Âêëàä â ýôôåêòèâ-

íîå äåéñòâèå îò èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîëÿì ψa è χ ðàâåí

− iN
2
Tr log

(
i∂̂ − σ

)
+
i

2
Tr log

(
i∂̂ − σ

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå χ óìåíüøàåò ýôôåêòèâíîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû 1. Èíòåãðèðîâàíèå áîçîííûõ ïî-
ëåé ïðîèçâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ÷èñòî áîçîííîé òåîðèè. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ
ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ:

Seff =
iN

2
Tr log

(
−∂2 − λ

)
− iN

2
Tr log

(
i∂̂ − σ

)
+

1

2g2

∫
d2x

(
(∂n)

2 − λn2 + λ− σ2
)
. (52)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî äåéñòâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â íåñêîëüêî äðóãîì âèäå, êîòîðûé òàêæå âñòðå÷àåòñÿ â ëèòå-
ðàòóðå. Ïåðåä èíòåãðèðîâàíèåì ïî na ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷åíèå nana = 1 è äîáàâèòü ìíîæèòåëü
nan

a ïåðåä σ ÷ëåíîì â ëàãðàíæèàíå:

L =
1

2g2

(
(∂µn

a)
2

+ ψ̄a

(
i∂̂ − σ

)
ψa − σ2nana −D

(
(na)

2 − 1
)
− χ̄ψana − ψ̄aχna

)
,

ãäå ìû ïåðåèìåíîâàëè ëàãðàíæåâ ìíîæèòåëü λ è îáîçíà÷èëè åãîD. Òîãäà ìàññû è áîçîíîâ, è ôåðìèîíîâ îïðå-
äåëÿþòñÿ âàêóóìíûì ñðåäíèì îäíîãî è òîãî æå ïîëÿ σ, äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ D = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ:

Seff =
iN

2
Tr log

(
−∂2 −D − σ2

)
− iN

2
Tr log

(
i∂̂ − σ

)
+

1

2g2

∫
d2x

(
(∂n)

2 −
(
σ2 +D

)
n2 +D

)
. (53)

Èç ðàññìîòðåíèÿ ïåðâîé ôîðìû ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ (52) ñëåäóåò, ÷òî ôåðìèîííàÿ ÷àñòü ìîäåëè â òî÷-
íîñòè ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ Ãðîññà-Íåâå. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ìàéîðàíîâñêèå ôåðìèîíû, ÷èñëî ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû â 2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì â ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå ñ äèðàêîâñêèìè ôåðìèîíàìè, ðàññìîòðåííîé â
[9, 10].
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Èç òîæäåñòâà γ5
(
i∂̂ − σ

)
γ5 = −

(
i∂̂ + σ

)
ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äåòåðìèíàí-

òàìè, êàê ýòî ïîêàçàíî â ðàáîòå [10]:

Tr log
(
i∂̂ − σ

)
=

1

2
Tr log

(
−
(
i∂̂ − σ

)(
i∂̂ + σ

))
=

1

2
Tr log

(
∂2 + σ2 − iγµ∂µσ

)
.

Åñëè ïîëå σ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ìû ïîëó÷àåì:

Tr log
(
i∂̂ − σ

)
=

1

2
Tr log

(
∂2 + σ2 + ∂xσ

)
+

1

2
Tr log

(
∂2 + σ2 − ∂xσ

)
. (54)

Åñëè â ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå èìååòñÿ íåîäíîðîäíîå ðåøåíèå σ (x) ñåäëîâîãî óðàâíåíèÿ, ñëåäóþùåãî èç ýôôåê-
òèâíîãî äåéñòâèÿ (52) èëè (53), ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå â O (N) ìîäåëè èìååò âèä λ = σ2±∂xσ. Â òåðìèíàõ
ïîëÿ D ýòî îçíà÷àåò D = ±∂xσ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ïîëîæèì λ = σ2−∂xσ. Òàêèì îáðàçîì ýôôåêòèâíîå
äåéñòâèå äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ

Seff =
iN

4
Tr log

(
−∂2 + ∂xσ − σ2

)
− iN

4
Tr log

(
−∂2 − σ2 − ∂xσ

)
+

1

2g2

∫
d2xD

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî n ïðîïîðöèîíàëüíî íóëåâîé ìîäå è ÷òî îáùèé çíàê âûðàæåíèÿ ïîä
çíàêîì ëîãàðèôìà íåñóùåñòâåíåí. Ïðîñòåéøèå íåîäíîðîäíîå ðåøåíèå â ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå � ýòî êèíê

σ = m tanhmx. (55)

Ýòî ðåøåíèå âåäåò ê λ â âèäå (30). Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ σ2 +∂xσ = m2,ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé äåòåðìèíàíò
ñîâïàäàåò ñ äåòåðìèíàíòîì äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ è íå äàåò âêëàäà â ýíåðãèþ ñîëèòîíà E = −Seff/T .
. Ýòîò ôàêò ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ýíåðãèÿ ñîëèòîíà â ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå (E = Nm/2π âìåñòî ðåçóëüòàòà
E = Nm/π ðàáîòû [9] èç-çà òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàéîðàíîâñêèå ôåðìèîíû) âäâîå ìåíüøå ïî ìîäóëþ,
÷åì ýíåðãèÿ ñîëèòîíà â O (N) ìîäåëè. Ðàçíîñòü â çíàêàõ ýíåðãèè ìîæíî ôîðìàëüíî îáúÿñíèòü ðàçíîñòüþ
çíàêîâ äëÿ áîçîííûõ è ôåðìèîííûõ äåòåðìèíàíòîâ â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî â ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìîäåëè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íåîäíîðîäíûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå
ñîâïàäàþò ñ ñîëèòîíàìè èç O (N) ìîäåëè â áîçîííîì ñåêòîðå, è ñ êèíêîì èç ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå â ôåðìèîííîì
ñåêòîðå. Ïðè ýòîì âêëàä â ýíåðãèþ îò áîçîííîãî ñåêòîðà âäâîå áîëüøå, ÷åì îò ôåðìèîííîãî, ïîýòîìó ïîëíàÿ
ýíåðãèÿ îòðèöàòåëüíà, êàê è â ÷èñòî áîçîííîì ñëó÷àå.

3.4.2 CP (N) ìîäåëü

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñóïåðñèììåòðè÷íóþ CP (N) ìîäåëü. Ðàññìîòðåíèå áóäåò ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ñëó-
÷àþ O (N) ìîäåëè. Ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìîäèôèêàöèÿ ëàãðàíæèàíà (10):

L =
1

g2

(
(Dµna)

∗
(Dµna) + ψ̄aiD̂ψa +

1

4

(
ψ̄aψa

)2
+

1

4

(
ψ̄aiγ

5ψa
)2)

,

ãäå ψa � äèðàêîâñêèå ñïèíîðû. Îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä: n∗ana = 1, n∗aψa = 0. Ìû ââîäèì ëàãðàíæåâû
ìíîæèòåëè λ è χ è âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ σ è π, ïîñëå ýòîãî ëàãðàíæèàí ïðèíèìàåò âèä:

L =
1

g2

(
(Dµna)

∗
(Dµna) + ψ̄a

(
iD̂ − σ − iγ5π

)
ψa − σ2 − π2 − λ (n∗ana − 1)− χ̄ψan∗a − ψ̄aχna

)
.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå (ìû îïÿòü íå ó÷èòûâàåì êàëèáðîâî÷íîå ïîëå è ñ÷èòàåì, ÷òî Aµ = 0):

Seff = iNTr log
(
−∂2 − λ

)
− iNTr log

(
iD̂ − σ − iγ5π

)
+

1

g2

∫
d2x

(
|∂n|2 − λ |n|2 + λ− σ2 − π2

)
.

Òåïåðü ôåðìèîííàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóåò êèðàëüíîé ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå. Ýòà ìîäåëü îáëàäàåò íåïðå-
ðûâíîé U (1) êèðàëüíîé ñèììåòðèåé, êîòîðàÿ ñïîíòàííî íàðóøàåòñÿ â ïðåäåëå áîëüøèõ N . Â ýòîé ìîäåëè
îòñóòñòâóþò òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, îäíàêî, èìååòñÿ íåîäíîðîäíîå ðåøåíèÿ, ôîðìàëüíî ñîâ-
ïàäàþùåå ñ êèíêîì ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå (55). Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ π = 0, è ýòî ðåøåíèå ñòàáèëüíî çà ñ÷åò ñâÿ-
çàííûõ ôåðìèîíîâ.Äåòàëè ýòîãî ðåøåíèÿ îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòå [11]. Ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñîëèòîíó â
áîçîííîé ÷àñòè òåîðèÿ, ñîîòâåòñòâèå äàåòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè, ÷òî è â ñëó÷àå O (N) ìîäåëè.
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4 Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

4.1 Ñåäëîâîå óðàâíåíèå

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðîâåðèì ñàìîñîãëàñîâàííîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Îêàæåòñÿ, ÷òî íà ïëîñêî-
ñòè â âûðàæåíèè äëÿ n2 ñîäåðæèòñÿ èíôðàêðàñíàÿ ðàñõîäèìîñòü, êîòîðóþ ìîæíî ðåãóëÿðèçîâàòü, íàïðèìåð,
ðàññìàòðèâàÿ ðåøåíèå íà îêðóæíîñòè áîëüøîé äëèíû. Â äàííîì âû÷èñëåíèè ìû äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî ðàñ-
ñìîòðåíèþ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå [14] è èñïîëüçóåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû
[15]. Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé è ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ñòàíäàðòíûå.

Ìû áóäåì çàïèñûâàòü ðåøåíèå â âèäå λ = σ2 − ∂xσ, ãäå

σ = νm
sn (mx; ν) cn (mx; ν)

dn (mx; ν)
(56)

� ïåðèîäè÷åñêèé ôåðìèîííûé êîíäåíñàò â ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå. Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê
íåñêîëüêî äðóãîìó âèäó

σ = m
2
√
ν1

1 +
√
ν1
sn

(
2mx

1 +
√
ν1

; ν1

)
, (57)

ãäå ïàðàìåòðû ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñâÿçàíû êàê

ν =
4
√
ν1(

1 +
√
ν1

)2 . (58)

Â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå 56. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ λ = σ2 ± ∂xσ
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ñäâèãîì íà ïîëîâèíó ïåðèîäà, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî
îäíî èç íèõ. Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ôîðìóë äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé íàõîäèì

λ = m2ν
(
2sn2 (mx)− 1

)
. (59)

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà−∂2
x+λ è ïîäñòàâèòü èõ â ñåäëîâîå

óðàâíåíèå

n2 = r −N
∑ |fn (x)|2

2ωk
= r −N

∫
dk

2π

|fk|2

2ωk
. (60)

Äëÿ êðàòêîñòè â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû áóäåì îïóñêàòü ïàðàìåòð ν ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Äëÿ îïåðàòîðà −∂2

y+2νsn2y (ãäå ìû èñïîëüçóåì áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ y = mx) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
èìåþò âèä

f (y) =
θ1

(
π(y+α)

2K , q
)

θ4

(
πy
2K , q

) exp (−yZ (α)) , q = exp (−πK ′/K) , (61)(
−∂2

y + 2νsn2y
)
f = Ef.

Çäåñü ïàðàìåòð α = K + iη äëÿ íèæíåé çîíû ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ν ≤ E ≤ 1 è α = iη äëÿ âåðõíåé
çîíû ñ E ≥ 1 + ν. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòð α ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E = ν + ω2/m2 = dn2α+ ν. (62)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ôóíêöèÿ Z (α)ïðèíèìàåò ÷èñòî ìíèìûå çíà÷åíèÿ è íå âëèÿåò íà
àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ñîáñòâåííîé ôóíêöèè. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà äëÿ ïðîèçâåäåíèé òåòå-ôóíêöèé, íàõîäèì,
÷òî êâàäðàò ìîäóëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ðàâåí

|f (x)| = N2

(
1− cn2mx

cn2α

)
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâî÷íîé ïîñòîÿííîé N ìû èñïîëüçóåì óñëîâèå∫

dxfk1 (x) f∗k2 (x) = 2πδ (k1 − k2) .

15



Ñîãëàñíî òåîðåìå Áëîõà ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè è ÷èñòî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ:

fk (x) = uk (x) exp (ikx) , uk (x+ L) = uk (x) , L = 2K/m.

Óñëîâèå íîðìèðîâêè ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê∫
dxuk1 (x)u∗k2 (x) exp (ik1x− ik2x) = 2πδ (k1 − k2) .

Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé k1 = k2 è èñïîëüçóåì ñâÿçü çíà÷åíèÿ äåëüòà-ôóíêöèè â íóëå è ðàçìåðà ðàññìàòðèâà-
åìîé ñèñòåìû 2πδ (0) = L1, ãäå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè îïðåäåëåíû íà îêðóæíîñòè äëèíû L1. Òîãäà
ìû íàõîäèì ∫

dx |uk|2 =

∫
dx |fk|2 = L1.

Çíà÷èò, ñðåäíåå çíà÷åíèå ñîáñòâåííîé ôóíêöèè äîëæíî áûòü ðàâíî 1:

N2

∫ 2K/m

0

(
1− cn2mx

cn2α

)
dx =

2K

m
.

Ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äëÿ íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ:

N2 =
νKcn2α

νKcn2α− E + (1− ν)K
.

Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà α ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ýíåðãèþ ω. Òîãäà íîðìèðîâàííûå
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

|fk|2 =
ω2/m2 − dn2mx

ω2/m2 − E (ν) /K (ν)
. (63)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âåðõíåé çîíû ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü îòðèöàòåëüíû. Â ñåäëîâîì óðàâíåíèè óäîáíåå èíòå-
ãðèðîâàòü ïî ýíåðãèè ω, à íå ïî èìïóëüñó k. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë

1

m

dk

dE
=

ν + E/K − E√
(1− E) (E − ν) (1 + ν − E)

,

dk

dω
=

E/K − z2√
(1− ν − z2) (1− z2)

, z = ω/m. (64)

Ñåäëîâîå óðàâíåíèå çàïèøåì â âèäå

n2 = r − N

2π

∫
dz

z

∣∣∣∣ dkdω
∣∣∣∣ |fk|2 ,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî îáåèì çîíàì. Íåïåðåíîðìèðîâàííàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè ìîæåò áûòü âûðà-
æåíà ÷åðåç îäíîðîäíîå ðåøåíèå ñåäëîâîãî óðàâíåíèÿ

r = N

∫ +∞

−∞

dk

2π

1

2
√
k2 + Λ2

=
N

2π

∫ ∞
0

dk√
k2 + Λ2

=
N

2π
log

m

Λ
+
N

2π

∫ ∞
0

dk√
k2 +m2

. (65)

Çäåñü Λ � ìàññà ÷àñòèö äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðîì m
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ìû ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ω =

√
k2 +m2 è z = ω/m, ïîñëå

÷åãî ïîëó÷èì

r =
N

2π
log

m

Λ
+
N

2π

∫ ∞
1

dz√
z2 − 1

.

Òîãäà ñåäëîâîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

n2 =
N

2π
log

m

Λ
+
N

2π

∫ ∞
1

dz

{
1√

z2 − 1
− 1

z

z2 − dn2mx√
(z2 − 1 + ν) (z2 − 1)

}
−

− N

2π

∫ √1−ν

0

dz

z

dn2mx− z2√
(1− ν − z2) (1− z2)

=
N

2π

(
a+ b · dn2mx

)
. (66)
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Çäåñü ìû îòäåëèëè ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå íóëåâîé ìîäå ïîòåíöèàëà λ

ψ0 ∼ dn (mx)

è íå çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò âêëàäû. Â ñèëó âòîðîãî ñåäëîâîãî óðàâíåíèÿ(
−∂2

x + λ
)
n = 0

n äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî íóëåâîé ìîäå. Òîãäà ïîñòîÿííûé âêëàä a = 0, ýòî óñëîâèå ôèêñèðóåò ïàðà-
ìåòð m. Èç âûðàæåíèé âûøå ìû íàõîäèì

a = log
m

Λ
+

∫ ∞
1

dz

{
1√

z2 − 1
− z√

(z2 − 1 + ν) (z2 − 1)

}
+

∫ √1−ν

0

dz
z√

(1− ν − z2) (1− z2)
,

b =

∫ ∞
1

dz

z

1√
(z2 − 1 + ν) (z2 − 1)

−
∫ √1−ν

0

dz

z

1√
(1− ν − z2) (1− z2)

.

Âñå èíòåãðàëû â ïðèâåäåííûõ âûøå âûðàæåíèÿõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Âòîðîé èíòåãðàë
â âûðàæåíèè äëÿ b ñîäåðæèò èíôðàêðàñíóþ ðàñõîäèìîñòü. Äëÿ åå ðåãóëÿðèçàöèè ìû ââîäèì ìàëûé ïàðàìåòð
èíôðàêðàñíîãî îáðåçàíèÿ ε = ωmin/m. Ôèçè÷åñêè îí ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìû íà îêðóæíîñòè
áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî ðàçìåðà L1 è îòáðàñûâàíèþ âêëàäà íóëåâîé ìîäû â ñåäëîâîå óðàâíåíèå. Ñâÿçü ìåæäó
ýòèìè ïàðàìåòðàìè èìååò âèä

kmin =
2π

L1
, ωmin = kmin

dω

dk
(ω = 0) =

2π

L1

√
1− νK

E
.

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

a = log
m

Λ
+ log

(
1 +
√

1− ν
)
,

b =
1√

1− ν
log

(
1 +
√

1− ν
2
√

1− ν
ε

)
.

Èç óñëîâèÿ a = 0 íàõîäèì

m =
Λ

1 +
√

1− ν
. (67)

Çäåñü ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü äðóãóþ ôîðìó çàïèñè äëÿ ôåðìèîííîãî êîíäåíñàòà (57) è ñîîòâåòñòâóþùèé
ïàðàìåòð ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè (58). Â íîâûõ òåðìèíàõ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû çàïèøóòñÿ êàê

Λ =
2m

1 +
√
ν1
,

σ =
√
ν1Λsn (Λx) .

4.2 Ïëîòíîñòü ýíåðãèè

4.2.1 Ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå

Òåïåðü ìû âû÷èñëèì ïëîòíîñòü ýíåðãèè äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îäíîñîëèòîí-
íîãî ðåøåíèÿ, ìû íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðèçàöèè Ïàóëè-Âèëëàðñà.
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà.

Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýôôåêòèâíîå åâêëèäîâî äåéñòâèå êàê

ε =
1

TL
Seff = N

∫
dω

2π

∫
dk

2π

∑
i

Ci log
(
ω2 + ω2

k +m2
i

)
− r〈λ〉

Çäåñü ìû ââåëè ðàçìåð ñèñòåìû L, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ áîëüøèì. Èíäåêñ i íóìåðóåò ðåãóëÿòîðíûå ïîëÿ,
óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó ïåðèîäó. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (59) íàõîäèì

〈λ〉 = m2

(
2− 2

E (ν)

K (ν)
− ν
)
.
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Òàêæå âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòîòàì ω, òîãäà ïîëó÷èì.

ε = N

∫
dk

2π

∑
i

Ci

√
ω2
k +m2

i − r〈λ〉

Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (64) äëÿ ïåðåõîäà ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî çíà÷åíèÿì ýíåðãèè è âûðàæåíèåì
(36) äëÿ êîíñòàíòû ñâÿçè ÷åðåç ìàññû ðåãóëÿòîðíûõ ïîëåé, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî òåïåðü âìåñòî ìàññû m â ýòó
ôîðìóëó äîëæíà âõîäèòü ìàññà äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ Λ, ñâÿçàííàÿ ñ íåé ñîîòíîøåíèåì (67):

r = −N
4π

∑
i

Ci log
(
Λ2 +m2

i

)
.

Äëÿ óäîáñòâà ìû ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ z = ωk/m è îáîçíà÷åíèÿ ai = mi/m. Òîãäà
èíòåãðàëû äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ìîæíî âûïèñàòü ÿâíî:

ε =
Nm2

π

∫ √1−ν

0

dz
∑
i

Ci

(
E (ν) /K (ν)− z2

)√
z2 + a2

i√
(1− z2) (1− ν − z2)

+

+
Nm2

π

∫ ∞
1

dz
∑
i

Ci

(
z2 − E (ν) /K (ν)

)√
z2 + a2

i√
(1− z2) (1− 1− z2)

+

+
Nm2

4π

(
2− 2

E (ν)

K (ν)
− ν
)∑

i

Ci log
(
Λ2 +m2

i

)
.

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îäíîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëû çäåñü ñâîäÿòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëàì
îáùåãî âèäà, ïîýòîìó âûïèñàòü äëÿ íèõ ÿâíûå âûðàæåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ai çà-
òðóäíèòåëüíî. Îäíàêî äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî àñèìïòîòèêó ýòèõ èíòåãðàëîâ ïðè áîëüøèõ
ai. Ýòó àñèìïòîòèêó íåëüçÿ âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîãî ðàçëîæåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðà-
æåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó1/ai: √

z2 + a2
i = ai +

z2

2ai
, (68)

Òàê êàê êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ñîäåðæèò áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâà-
íèÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû ðàñõîäÿòñÿ. ×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé ïðîáëåìîé, ìû âû÷òåì èç äðóãîãî
ìíîæèòåëÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ëèäèðóþùèå ÷ëåíû åãî àñèìïòîòèêè ïðè áîëüøèõ z:

1√
z2 − 1 + ν

=

(
1√

z2 − 1 + ν
− 1

z
− 1− ν

2z3

)
+

1

z
+

1− ν
2z3

. (69)

Òåïåðü â èíòåãðàëàõ, â êîòîðûõ îñòàíåòñÿ âêëàä â ñêîáêàõ, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ áûñòðåå óáûâàåò ïðè
áîëüøèõ z, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå(68), ïîñêîëüêó îíî ïðèâîäèò ê ñõîäÿùèìñÿ èíòå-
ãðàëàì. Ìû çàèíòåðåñîâàíû â ïðåäåëå ai →∞, ïîýòîìó ÷ëåí ñ z2/ai èñ÷åçàåò, è ìû ìîæåì â ñîîòâåòñòâóþùåì
âêëàäå çàìåíèòü

√
z2 + a2

i = ai. Èíòåãðàëû æå, êîòîðûå ñîäåðæàò ÷ëåíû èç(69) âíå ñêîáîê, ñâîäÿòñÿ ê ýëå-
ìåíòàðíûì ôóíêöèÿì, êàê è èíòåãðàëû ñ ai = 0, ïîýòîìó ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû òî÷íî.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèñòóïèòü ê íåïîñðåäñòâåííîìó âû÷èñëåíèþ ïëîòíîñòè ýíåðãèè. ×ëåíû ñ i = 0 íóæíî
ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî. ×ëåíû, â êîòîðûõ ðàçëîæåíèå (68) ïðèâîäèò ê ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëàì, äàþò òîëüêî
âêëàä, ïðîïîðöèîíàëüíûé

∑
Cimi. Âñå òàêèå âêëàäû äîëæíû ñîêðàòèòüñÿ â îêîí÷àòåëüíîì îòâåòå, òàê êàê

îí íå äîëæåí çàâèñåòü îò ðåãóëÿòîðíûõ ïîëåé, çà èñêëþ÷åíèåì êâàäðàòè÷íîãî ïî íèì âêëàäà. Ñ ó÷åòîì ýòèõ
çàìå÷àíèé ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ê âèäó

π
Nm2 ε = 1

4

(
2− 2EK − ν

)∑
i Ci log

(
Λ2 +m2

i

)
+
∫√1−ν

0
dz

(E/K−z2)√
(1−z2)(1−ν1−z2)

∑
i Ci
√
z2 + a2

i +∫∞
1

z2dz√
z2−1

(
1√

z2−1+ν
− 1

z −
1−ν
2z3

)∑
i Ci
√
z2 + a2

i +
(
−E
K

) ∫∞
1

dz√
z2−1

(
1√

z2−1+ν
− 1

z

)∑
i Ci
√
z2 + a2

i +∫∞
1

zdz√
z2−1

∑
i Ci
√
z2 + a2

i +
(

1−ν
2 −

E
K

) ∫∞
1

dz
z
√
z2−1

∑
i Ci
√
z2 + a2

i .

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:∫∞
1

dz
z
√
z2−1

∑
i Ci
√
z2 + a2

i = 1 + π
2

∑
i Ciai −

1
2

∑
i Ci log

(
1 + a2

i

)
=

= 1 + π
2

∑
i Ciai −

1
2

∑
i Ci log

(
m2 +m2

i

)
,
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∫ ∞
1

zdz√
z2 − 1

∑
i

Ci

√
z2 + a2

i = −1

4

∑
i

Ci
(
a2
i + 1

)
log
(
1 + a2

i

)
= −1

4

∑
i

Cia
2
i log a2

i −
1

4

∑
i

Ci log a2
i +

1

4
.

Îòäåëüíî âû÷èñëèì ðàçëè÷íûå âêëàäû â ýíåðãèþ∫√1−ν
0

dz
(E/K−z2)√

(1−z2)(1−ν−z2)

∑
i Ci
√
z2 + a2

i =
∫√1−ν

0
dz

(E/K−z2)z√
(1−z2)(1−ν−z2)

+

+
∑
i=1,2 Ciai

∫√1−ν
0

dz
(E/K−z2)√

(1−z2)(1−ν−z2)
=

=
∑
i=1,2 Ciai

(
E (1− ν)−K (1− ν)

(
1− E(ν)

K(ν)

))
+ E(ν)

K(ν) log 1+
√

1−ν√
ν

+
√

1−ν
2 − 2−ν

2 log
√
ν

1−
√

1−ν ,

∫∞
1

z2dz√
z2−1

(
1√

z2−1+ν
− 1

z −
1−ν
2z3

)∑
i Ci
√
z2 + a2

i =
∫∞

1
z3dz√
z2−1

(
1√

z2−1+ν
− 1

z −
1−ν
2z3

)
+

+
∑
i=1,2 Ciai

∫∞
1

z2dz√
z2−1

(
1√

z2−1+ν
− 1

z −
1−ν
2z3

)
=

=
∑
i=1,2 Ciai

(
K (1− ν)− E (1− ν)− π(1−ν)

4

)
+ 2−ν

4 log 1
ν −

1−ν
4 ,

∫∞
1

dz√
z2−1

(
1√

z2−1+ν
− 1

z

)∑
i Ci
√
z2 + a2

i =
∫∞

1
zdz√
z2−1

(
1√

z2−1+ν
− 1

z

)
+

+
∑
i=1,2 Ciai

∫∞
1

dz√
z2−1

(
1√

z2−1+ν
− 1

z

)
=
∑
i=1,2 Ciai

(
K (1− ν)− π

2

)
+ 1

2 log 1
ν .

Óáåäèìñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò ïåðåä ñóììîé
∑
Ciai â âûðàæåíèè äëÿ πε/Nm

2 îáðàùàåòñÿ â íóëü:(
K (1− ν)− π

2

) (
−E(ν)
K(ν)

)
+K (1− ν)− E (1− ν)− π(1−ν)

4 +

+E (1− ν)−K (1− ν)
(

1− E(ν)
K(ν)

)
+ π

2

(
1−ν

2 −
E(ν)
K(ν)

)
= 0.

Òåïåðü ìû ìîæåì âûïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè. Ìû îïóñêàåì ÷ëåí ñ êâàäðàòè÷íîé ðàñõîäè-
ìîñòüþ. Â ýòèõ ôîðìóëàõ ïàðàìåòð ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ E è K âñåãäà ðàâåí ν.

π
Nm2 ε = E

K log 1+
√

1−ν√
ν

+
√

1−ν
2 − 2−ν

2 log
√
ν

1−
√

1−ν + 2−ν
4 log 1

ν −

− 1−ν
4 −

E
2K log 1

ν −
1
4

∑
i Ci log

m2
i

m2 + 1
4 +

(
1−ν

2 −
E
K

) (
1− 1

2

∑
i=1,2 Ci log

m2
i

m2

)
+

+ 1
4

(
2− ν − 2E

K

)∑
i=1,2 Ci log

m2
i

Λ2 .

Ïîñëå íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñîêðàùåíèé, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
∑
i=1,2 Ci = −1 è

ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè Λ è m ìû ïîëó÷àåì

ε =
NΛ2

4π

1(
1 +
√

1− ν
)2 (2− ν + 2

√
1− ν − 4E (ν)

K (ν)

)
,

ε =
NΛ2

4π

(
1−

(
2

1 +
√

1− ν

)2
E (ν)

K (ν)

)
=
NΛ2

4π
− E (ν)

K (ν)

Nm2

π
. (70)

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ 0 äî NΛ2/4π êîãäà ïàðàìåòð ν
èçìåíÿåòñÿ 0 äî 1.Ýíåðãèÿ ìèíèìàëüíà äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ ñ λ = 0.

4.2.2 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñâîéñòâà òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âêëàäà îò ïðîèçâîäíûõ ìîä ïî êîîðäèíàòå òðåáóþòñÿ íåòðèâèàëüíûå ñâîéñòâà òåòà-ôóíêöèé,
ïîýòîìó ìû âû÷èñëèì òîëüêî ÷àñòü âêëàäîâ â òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, à îñòàëüíûå âêëàäû âîññòàíîâèì èç
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îáùèõ ñîîáðàæåíèé. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîäòâåðäèòü, ÷òî çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ýíåðãèè îò êîîðäè-
íàòû äåéñòâèòåëüíî äàåòñÿ ôîðìóëîé (32).

Ñ ó÷åòîì ñîêðàùåíèÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà ïîëÿ n è ÷ëåíà ñ êîíñòàíòîé ñâÿçè, ñðåäíèå êîìïîíåíòû òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà:

〈θ00〉 =
∑
i

Ci

(
|∂tni|2 + |∂xni|2

)
+
∑

Cim
2
i |ni|

2
,

〈θ11〉 =
∑
i

Ci

(
|∂tni|2 + |∂xni|2

)
−
∑

Cim
2
i |ni|

2
.

Ìû âû÷èñëèì âêëàä îò ÷ëåíîâ, ñ êâàäðàòàìè ìàññ ðåãóëÿòîðíûõ ïîëåé:∑
i

Cim
2
i |ni|

2
= N

∫
dk

2π

∑
i

Cim
2
i

2
√
ω2
k +m2

i

|fk|2 =
N

2π

(
α+ βdn2mx

)
,

ãäå êâàäðàòû ìîä äàþòñÿ ôîðìóëîé (63). Àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ äëÿ îäíîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ ìû îòäåëÿåì
çàâèñÿùóþ îò êîîðäèíàò ÷àñòü è âû÷èñëÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû:

α =

∫ ∞
1

dz
∑
i

Cim
2
i z

2√
(z2 + a2

i ) (z2 − 1) (z2 − 1 + ν)
−
∫ √1−ν

0

dz
∑
i

Cim
2
i z

2√
(z2 + a2

i ) (z2 − 1) (z2 − 1 + ν)
,

β = −
∫ ∞

1

dz
∑
i

Cim
2
i√

(z2 + a2
i ) (z2 − 1) (z2 − 1 + ν)

+

∫ √1−ν

0

dz
∑
i

Cim
2
i√

(z2 + a2
i ) (z2 − 1) (z2 − 1 + ν)

.

Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàòû, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü òîëüêî êîýôôèöèåíò β.
Èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ äëÿ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ. Ïîëó÷àåì

β = −m2.

Èç-çà ñîõðàíåíèÿ óñëîâèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ∂µθµν = 0 è åãî íåçàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñëåäóåò
∂x〈θ11〉 = 0, òî åñòü 〈θ11〉 = const. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿ 〈θ11〉 çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàòû âî
âêëàäå ñ ïðîèçâîäíûìè ñîêðàùàåòñÿ ñ çàâèñèìîñòüþ îò êîîðäèíàòû âî âêëàäå ñ êâàäðàòàìè ìàññ. Çíà÷èò,
âêëàä ñ ïðîèçâîäíûìè äîëæåí èìåòü âèä∑

i

Ci

(
|∂tni|2 + |∂xni|2

)
=
N

2π

(
α1 + βdn2mx

)
ñ òåì æå ñàìûì êîýôôèöèåíòîì β, íî äðóãèì êîýôôèöèåíòîì α1. Òîãäà ïëîòíîñòü ýíåðãèè èìååò âèä

ε (x) = 〈θ00〉 = −Nm
2

π
dn2mx+ const,

ãäå const íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ ôîðìóëîé

ε (x) =
N

2π
λ (x) + const

Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé â ýòîé ôîðìóëå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè
ýíåðãèè (70). Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì ïëîòíîñòü ýíåðãèè

ε (x) =
N

2π
λ (x)− NΛ2

4π

(
1−
√

1− ν
1 +
√

1− ν

)
.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðåëè íåîäíîðîäíûå ðåøåíèÿ CP (N − 1) èO (N) íåîäíîðîäíûõ ñèãìà-ìîäåëÿõ.
Ìû îáíàðóæèëè, ÷òî ýíåðãèÿ òàêèõ ðåøåíèé íèæå, ÷åì äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ. Ìû òàêæå èçó÷èëè ïå-
ðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ è îáíàðóæèëè, ÷òî èõ ýíåðãèÿ òàêæå íèæå, ÷åì äëÿ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì
ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé îáëàäàåò ðåøåíèå ñ íóëåâîé ìàññîé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ïåðèîäè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Âî âñåõ ýòèõ ðåøåíèÿõ ïðèñóòñòâóþò èíôðàêðàñíûå ðàñõîäèìîñòè. Âîçìîæíî, èç-çà ýòîãî
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ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîñëå ïðîñòðàíñòâåííîé êîìïàêòèôèêàöèè òåîðèè. Ïðè
ýòîì âîïðîñ îá îñíîâíîì ñîñòîÿíèè òåîðèè íà ïëîñêîñòè îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Îñòàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî íåðåøåííûõ âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ îäíîñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, íåÿñíî,
îáëàäàåò ëè îíî òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì. Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êèíê â ìîäåëè Ãðîññà-Íåâå òîïîëîãè÷åñêè
íåòðèâèàëåí, îäíàêî íàèâíûå ïîïûòêè îòîáðàçèòü òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä êèíêà â ñèãìà-ìîäåëü íå âåäóò ê
ðàçóìíîìó îòâåòó. Ñ ýòèì âîïðîñîì òåñíî ñâÿçàí âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ðàñïàäà îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ
îáðàçîâàíèåì îäíîñîëèòîííîãî. Â ñóïåðñèììåòðè÷íîé òåîðèè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ
ëè ñîëèòîí BPS-ñîñòîÿíèåì.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ãîðñêîìó Àëåêñàíäðó Ñåðãååâè÷ó, çà ïðåäëîæåíèå äàííîé çàäà÷è è ìíî-
ãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ.
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