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1 Введение
Краткий обзор.
Интегрируемые или точно решаемые модели — классические или квантовые системы с очень
специфичными свойствами, которые заключаются в том, что система имеет большое число
интегралов движения или сохраняющихся величин, которые в классическом случае находятся в
инволюции или коммутируют в квантовом случае. Такие системы встречаются довольно редко и
поэтому нахождение какого-то нового интегрируемого случая всегда является очень интересной
задачей.

Существует два широких класса интегрируемых систем с большим числом степеней сво-
боды, представители которых есть как в классическом, так и в квантовом случае: системы
взаимодействующих механических частиц и системы взаимодействующих спинов (или их ана-
логов — волчков в классическом случае). Данная работа представляет соответствие между
этими двумя типами моделей, она сопоставляет классическую систему взаимодействующих си-
стем типа Калоджеро-Мозера с одной стороны и квантовую систему спинов, которые обменно
взаимодействуют с потенциалом, зависящим от расстояния между спинами — системами типа
Халдейна-Шастры и Иноземцева, с другой стороны.

Классическая интегрируемая система обычно может быть описана при помощи представ-
ления Лакса — удобного способа представления ее уравнений движения, которое представляет
естественный способ нахождения сохраняющихся величин модели:

L̇(z) = [L(z),M(z)], ⇒ ∂tTrLn(z) = 0.

Найденное в данной работе соответствие состоит в том, что коммутирующие квантовые га-
мильтонианы спиновых цепочек появляются как дополнительные члены в представлении Лакса
классической системы, которые проявляются в случае, когда скалярные функции в описании
классической системы заменяются квантовыми R-матрицами с похожими свойствами:

L(z) =
∑
i

piEii + ν
∑
i,j
i 6=j

φ(z, qij)Eij, −→ L(z) =
∑
i

piEii ⊗ 1 + ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗Rz(qij).

Квантовые степени свободы проявляются, если динамика в классической системе будет "замо-
рожена то есть все частицы находятся в положении равновесия и не двигаются.

pj = 0, qj =
j

L
,

Гамильтонианы цепочек проявляются в таком описании как следы матрицM по первому, вспо-
могательному матричному пространству:

Hn ∝ TrauxM
(n)(z)

Цель данной работы состоит в том, чтобы предложить новый способ построения гамиль-
тонианов квантовых моделей с использованием классических систем, а также в том, чтобы
при помощи такого соответствия предложить естественные анизотропные обобщения цепочек
с дальнодействием типа Халдейна-Шастры и Иноземцева, которые ранее не рассматривались
в литературе, и построить коммутирующие гамильтонианы таких моделей.

Структура работы.
Данная работа состоит из введения, двух основных частей, заключения и двух приложений,
в которых для удобства собраны используемые свойства эллиптических функций и квантовых
R-матриц Бакстера–Белавина. Одна из частей посвящена классической системе Калоджеро-
Мозера и ее R-матричнозначным парам Лакса, вторая часть — интегрируемым цепочкам с
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дальнодействием и схеме построения гамильтонианов таких цепочек из пар Лакса системы
Калоджеро-Мозера.

Основные результаты.
Главные результаты этой работы — построение первой нетривиальной пары R-матричнозначной
пары Лакса для системы Калоджеро-Мозера в разделе 2:

L(z) =
∑
i

piEii ⊗ 1 + ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗Rz
ij(qij),

M (3)(z) = −ν
∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)Eii ⊗ F 0
ij + ν

∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)Eij ⊗ Fij + ν · 1⊗
∑
i,j
i 6=j

piF
0
ij+

+ν2
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗
∑
k 6=i,j

(RikFkj − F 0
kjRij) + ν2

∑
i

Eii ⊗Mk −
ν2

3
· 1⊗M0,

Mk =
∑
i,j 6=k
i 6=j

[F 0
ij(qij), rkj(qkj)], M0 =

∑
k

Mk,

и описание квантовых интегрируемых цепочек с дальнодействием в разделе 3 — нахождение
уже известных гамильтонианов изотропных систем Халдейна-Шастры и Иноземцева:

H =
∑
i,j
i 6=j

Pij
sin2(πxij)

,

H =
∑
i,j
i 6=j

℘(xij)Pij,

и гамильтонианов новых анизотропных обобщений этих моделей:

H =
N∑

k,l=1
k 6=l

cos(πxkl)(σ
k
1σ

k
1 + σk2σ

l
2) + σk3σ

l
3

sin2(πxkl)
,

H =
∑
i,j
i 6=j

3∑
a=1

Ja(xij)σ
i
aσ

j
a,

Ja(z) =
θ′1(0)θA(z)

θ1(z)θA(0)
· (∂z log θA(z)− ∂z log θ1(z))
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2 Система Калоджеро-Мозера

2.1 Основные определения, представление Лакса

Главный объект, который рассматривается в этой главе — классическая интегрируемая систе-
ма Калоджеро-Мозера [4, 14, 16] — одномерная механическая система N взаимодействующих
частиц, динамика которых описывается гамильтонианом:

H =
1

2

∑
i

p2i −
ν2

2

∑
i,j
i 6=j

V (qij), (2.1)

где pi и qi — канонические импульсы и координаты, ν — некоторый параметр, который ха-
рактеризует силу взаимодействия, а также введено обозначение qij = qi − qj. Выделяется три
типа потенциалов, при которых данная система является интегрируемой: наиболее общий эл-
липтический потенциал, который имеет вид эллиптической пи-функции Вейерштрасса, и его
тригонометрическое и рациональные вырождения:

V (x) =


1
x2
, рациональный потенциал
π2

sin2(πx)
, тригонометрический потенциал

℘(x), эллиптический потенциал
(2.2)

В этих трех случаях система Калоджеро-Мозера допускает представление Лакса со спек-
тральным параметром [11]. Это означает, что канонические уравнения движения системы эк-
вивалентны одному матричному уравнению:

d

dt
L(z) = [L(z),M(z)], (2.3)

где L(z) иM(z) — матрицы, которые зависят от канонических переменных pi и qi, а также от до-
полнительного комплексного спектрального параметра z, по которому уравнения выполняются
тождественно. Явная форма этих операторов:

L(z) =
∑
i

piEii + ν
∑
i,j
i 6=j

φ(z, qij)Eij, (2.4)

M(z) =
∑
i

diEii + ν
∑
i,j
i 6=j

f(z, qij)Eij, (2.5)

di = −ν
∑
k 6=i

V (qik),

где функция φ(z, u) является эллиптической, тригонометрической или рациональной в зависи-
мости от вида потенциала:

φ(z, u) =


1
z

+ 1
u
, рациональный случай,

π cot(πz) + π cot(πu), тригонометрический случай,
ϑ′(0)ϑ(z+u)
ϑ(z)ϑ(u)

, эллиптический случай,
(2.6)

а функция f(z, u) есть производная от φ(z, u) по второму аргументу. Для удобства все ис-
пользуемые в работе свойства эллиптических функций собраны в приложении 1. Тот факт,
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что уравнения Лакса, построенные по паре Лакса (2.4)–(2.5), действительно эквивалентны га-
мильтоновым уравнениям движения, следует из следующего соотношения на функции φ(z, u)
и f(z, u):

φ(z, q12)f(z, q23)− f(z, q12)φ(z, q23) = φ(z, q13)(℘(q)− ℘(q), (2.7)

которое справедливо во всех трех рассматриваемых случаях и является следствием квадратич-
ного тождества Фея на функции φ(z, u):

φ(z, q12)φ(w, q23) = φ(w, q13)φ(z − w, q12) + φ(w − z, q23)φ(z, q13). (2.8)

(подробности могут быть найдены в приложении 1).
Представление Лакса (2.3) предоставляет простой способ построения сохраняющихся вели-

чин в системе Калоджеро-Мозера — следы степеней матрицы L(z) сохраняются на уравнениях
движения:

d

dt
TrLk(z) = kTr(Lk−1(z)[L(z),M(z)]) = 0, (2.9)

Таким образом, следы TrLk(z) могут рассматриваться как производящие функции сохраня-
ющихся величин для системы Калоджеро-Мозера, которые получаются при разложении этих
следов по z. В частности, N независимых гамильтонианов системы Калоджеро-Мозера полу-
чаются как коэффициенты при z0 в разложении следов первых N степеней оператора L(z):

Hk =
1

2πi

∮
1

k
TrLk(z)

dz

z
, (2.10)

Первый гамильтониан, вычисленный по этой формуле, оказывается просто суммарным импуль-
сом всех частиц:

H1 =
∑
i

pi = P (2.11)

Второй гамильтониан совпадает с исходным гамильтонианом системы (2.1):

H2 =
1

2

∑
i

p2i −
ν2

2

∑
i,j
i 6=j

℘(qij) = H, (2.12)

Третий гамильтониан оказывается первой нетривиальной сохраняющейся величиной:

H3 =
1

3

∑
i

p3i − ν2
∑
i,j
i 6=j

pi℘(qij). (2.13)

2.2 Старшие потоки и гамильтонианы, классическая r-матрица

Классическая система N частиц называется интегрируемой по Лиувиллю, если существует N
независимых сохраняющихся величин, которые находятся в инволюции (то есть попарные скоб-
ки Пуассона между гамильтонианами зануляются):

{Hn, Hm} = 0 ∀1 ≤ n ≤ m ≤ N (2.14)

Представление Лакса обеспечивает существование N независимых сохраняющихся величин,
но для того, чтобы доказать, что эти величины находятся в инволюции, удобно ввести класси-
ческую r-матрицу данной системы. Более строго, если существует матрица r(z, w) такая, что:

{L1(z), L2(w)} = [r12(z, w), L1(z)]− [r21(w, z), L2(w)], (2.15)
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где нижние индексы обозначают соответствующие тензорные компоненты:

{L1(z), L2(w)} =
∑
i,j

∑
k,l

{Lij(z), Lkl(w)}Eij ⊗ Ekm,

L1(z) = L(z)⊗ 1, L2(w) = 1⊗ L(w),

r12(z, w) =
∑
i,j,k,l

rij,kl(z, w)Eij ⊗ Ekl, r21(w, z) =
∑
i,j,k,l

rij,kl(w, z)Ekl ⊗ Eij,

то следы степеней матрицы Лакса находятся в инволюции:

{TrLn(z),TrLm(w)} = 0, (2.16)

а значит, в инволюции находятся и гамильтонианы Hn (2.10).
Для системы Калоджеро-Мозера классическая r-матрица известна [20] и имеет вид:

r(z, w) = (E1(z − w) + E1(w))
∑
i

Eii ⊗ Eii+

+
∑
i,j
i 6=j

φ(z − w, qij)Eij ⊗ Eji +
∑
i,j
i 6=j

φ(w, qji)Eii ⊗ Eji. (2.17)

где E1(z) — первая функция Эйзенштейна в эллиптическом случае, или же ее тригонометри-
ческое или рациональное вырождение.

Построенная конструкция позволяет рассматривать каждый из гамильтонианов Hn для ге-
нерации динамики системы:

d

dtn
F (p, q) = {Hn, F (p, q)}, (2.18)

причем динамика по всем потокам может быть описана с использованием представления Лакса.
Оператор L(z) (2.4) единый для всех потоков, а операторы M (n)(z) могут быть выражены при
помощи классической r-матрицы системы:

M (n)(z) =
1

2πi

∮
Tr2(r12(z, w)Ln−12 (w))

dw

w
. (2.19)

Действительно:

[L1(z),M
(n)
1 (z)] =

1

2πi

∮
Tr2[L1(z), r12(z, w)]Ln−12 (w)

dw

w
=

= − 1

2πi

∮
Tr2{L1(z), L2(w)}Ln−12 (w)

dw

w
− 1

2πi

∮
Tr2[r21(w, z), L2(w)]Ln−12 (w)

dw

w
=

= − 1

2πi

∮
1

n
{L1(z),Tr2L

n
2 (w)}dw

w
+ 0 = −{L1(z), Hn} = {Hn, L1(z)} =

d

dtn
L1(z).

Для гамильтонианов (2.11) — (2.13) соответствующие M -операторы имеют вид:

M (1)(z) = E1(z) · 1, (2.20)

M (2)(z) = E1(z)L(z)− ν
∑
i,j
i 6=j

℘(qij)Eii + ν
∑
i,j
i 6=j

f(z, qij)Eij, (2.21)

M (3)(z) = A(z) + ν
∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)℘(qij)Eii + ν
∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)f(z, qij)Eij+

+ν2
∑
i,j
i 6=j

∑
k 6=i,j

(φ(z, qik)f(z, qkj)− φ(z, qij)℘(qkj))Eij, (2.22)

где A(z) — матрица, которая коммутирует с L(z).
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2.3 R-матричнозначные пары Лакса

В работах [13] было обнаружено, что пара Лакса для системы Калоджеро-Мозера может быть
обобщена путем замены эллиптической, тригонометрической или рациональной функции на
соответствующую квантовую R-матрицу. Модифицированный L-оператор имеет вид:

L(z) =
∑
i

piEii ⊗ 1 + ν
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗Rz
ij(qij), (2.23)

где квантовая R-матрица Rz
ij(qij) действует нетривиально в i-м и j-м пространствах, что обозна-

чается нижними индексами. Квантовая R-матрица, которая может быть использована в такой
паре Лакса, должна удовлетворять довольно общим условиям унитарности и кососимметрич-
ности:

Rz
ij(qij)R

z
ji(qji) = φ(z, qij)φ(z, qji)1⊗ 1, (2.24)
Rz
ij(qij) = −R−zji (qji), (2.25)

а также квадратичному соотношению — ассоциативному уравнению Янга-Бакстера:

R~
12(q12)R

η
23(q23) = Rη

13(q13)R
~−η
12 (q12) +Rη−~

23 (q23)R
~
13(q13). (2.26)

В работах [13] доказано, что совокупность этих условий на R гарантирует, что этот объект
действительно является квантовой R-матрицей, то есть удовлетворяет квантовому уравнению
Янга- Бакстера:

R~
12(q12)R

~
13(q13)R

~
23(q23) = R~

23(q23)R
~
13(q13)R

~
12(q12). (2.27)

В данный L-оператор может быть подставлена произвольная квантовая R-матрица, которая
удовлетворяет вышеперечисленным условиям. В частности, может быть использоваться эллип-
тическая R-матрица Бакстера-Белавина XYZ модели в специальной нормировке (определение
и свойства этой R-матрицы приведены в приложении 2). Также могут быть использованы три-
гонометрическая XXZ и рациональная XXX матрицы, которые получаются вырождениями
из матрицы Бакстера-Белавина.

Ассоциативное уравнение Янга-Бакстера (2.26) является матричным и некоммутативным
(в смысле того, что множители в каждом слагаемом не могут быть произвольно переставле-
ны) аналогом тождества Фея (2.8) на функции φ(z, u), поэтому такое обобщение пары Лакса
системы Калоджеро-Мозера является достаточно ествественным. Тот факт, что множители в
слагаемых в этом соотношении не могут быть переставлены, влияет на M -матрицы в паре
Лакса, в которых появляются дополнительные по сравнению со скалярным случаем слагае-
мые. Для второго гамильтониана системы Калоджеро-Мозера соответствующий M -оператор в
матричнозначном случае становится равен:

M(z) = ν · 1⊗F0 − ν
∑
i,j
i 6=j

Eii ⊗ F 0
ij(qij) + ν

∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗ F z
ij(qij), (2.28)

F0 =
1

2

∑
i,j
i 6=j

F 0
ij(qij),

где F — производная R-матрицы по ее аргументу F z(q) = ∂qR
z(q), а F 0 — значение F , Следует

заметить, что для того, чтобы уравнения Лакса с матричнозначным L-оператором оставались
бы справедливыми с тем же гамильтонианом, в M -операторе появляется дополнительное сла-
гаемое вида 1 ⊗ F0, которое в скалярном случае просто пропорционально единичной матрице
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и коммутирует с L(z). Поэтому добавление такого члена в скалярном случае является необяза-
тельным.

Оказывается, что аналогичную R-матричнозначную пару Лакса можно построить и для тре-
тьего гамильтониана системы Калоджеро-Мозера (2.13). Построение такого оператора является
одним из основных результатов в этой работе. Соответствующий M -оператор будет иметь вид:

M (3)(z) = −ν
∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)Eii ⊗ F 0
ij + ν

∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)Eij ⊗ Fij + ν · 1⊗
∑
i,j
i 6=j

piF
0
ij+

+ν2
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗
∑
k 6=i,j

(RikFkj − F 0
kjRij) + ν2

∑
i

Eii ⊗Mk −
ν2

3
· 1⊗M0,

Mk =
∑
i,j 6=k
i 6=j

[F 0
ij(qij), rkj(qkj)], M0 =

∑
k

Mk

где r — классическая r-матрица, которая появляется как O(1)-член в разложении квантовой
R-матрицы по степеням ~: R = ~−1 + r +O(~).

В данном M -операторе, как и в (2.28), появляются дополнительные слагаемые, которые
не являются необходимыми в скалярном случае. В следующем разделе эти дополнительные
слагаемые будут проинтерпретированы как гамильтонианы интегрируемых цепочек в некото-
ром специальном пределе. Подробное доказательство того, что данная матрица действительно
является подходящим M -оператором, приведено в следующей главе этой работы.

2.4 Проверка R-матричнозначной пары Лакса для третьего гамиль-
тониана

В данной главе будут использоваться следующие сокращенные обозначения:

Rij = Rz
ij(qij),

Fij = F z
ij(qij),

F 0
ij = F 0

ij(qij),

rij = rij(qij).

Доказательство будет проведено для случая максимальной общности с использованием R-
матрицы Бакстера-Белавина. Все использованные в доказательстве свойства этой матрицы
приведены в приложении 2.

Утверждение.
Оператор M3(z), который определяется как:

M (3)(z) = −ν
∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)Eii ⊗ F 0
ij + ν

∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)Eij ⊗ Fij + ν · 1⊗
∑
i,j
i 6=j

piF
0
ij+

+ν2
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗
∑
k 6=i,j

(RikFkj − F 0
kjRij) + ν2

∑
i

Eii ⊗Mk −
ν2

6
· 1⊗M0, (2.29)

Mk =
∑
i,j 6=k
i 6=j

[F 0
ij(qij), rkj(qkj)], M0 =

∑
k

Mk

9



для R-матричнозначного оператора L(z) (2.23) обращает уравнение Лакса

d

dt3
L(z) = [L(z),M (3)(z)] (2.30)

в тождество.
Доказательство.

Для доказательства этого факта необходимо проверить, что уравнения Лакса эквивалентны
гамильтоновым уравнениям движения для системы Калоджеро-Мозера с третьим гамильтони-
аном (2.13):

dpi
dt3

= ν2
∑
j 6=i

(pi + pj)℘
′(qij),

dqi
dt3

= p2i − ν2
∑
j 6=i

℘(qij).

В силу этих уравнений движения левая часть уравнения Лакса (2.30) может быть записана
как:

d

dt3
L(z) =

∑
i

dpi
dt3

Eii ⊗ 1 + ν
∑
i,j
i 6=j

dqij
dt3

Eij ⊗ Fij =

= ν2
∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)℘
′(qij)Eii ⊗ 1 + ν

∑
i,j
i 6=j

(p2i − p2j)Eij ⊗ Fij+

+ν3
∑
i,j
i 6=j

∑
k 6=i,j

(℘(qjk)− ℘(qik))Eij ⊗ Fij (2.31)

Правая часть уравнения (2.30) может быть представлена в виде полинома по ν:

[L(z),M3(z)] = ν · A(z) + ν2 ·B(z) + ν3 · C(z), (2.32)

Каждый отдельный вклад в этом разложении может быть вычислен непосредственно. Для
первой степени по ν:

A(z) =
[∑

i

piEii ⊗ 1,
∑
k,m
k 6=m

(pk + pm)Ekm ⊗ Fkm
]
+

+
[∑

i

piEii ⊗ 1,
∑
k,m
k 6=m

(pk + pm)Ekk ⊗ F 0
km

]
+

+
[∑

i

piEii ⊗ 1, 1⊗
∑
k,m
k 6=m

pkF
0
km

]
(2.33)

Так как диагональные матрицы коммутируют между собой, а единичная матрица коммутирует
с любой матрицей, только первый коммутатор в этом выражении может дать ненулевой вклад,
тогда:

A(z) =
∑
i

∑
k,m
k 6=m

pi(pk + pm)[Eii, Ekm]⊗ Fkm =

=
∑
i

∑
k,m
k 6=m

pi(pk + pm)(Eimδki − Ekiδim)⊗ Fkm =
∑
k,m
k 6=m

(p2k − p2m)Ekm ⊗ Fkm, (2.34)
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Таким образом, член при первой степени ν в левой части уравнений Лакса совпадает с анало-
гичным членом в правой части.

Для второй степени по ν:

B(z) =
[∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗Rij,−
∑
k,m
k 6=m

(pk + pm)Ekk ⊗ F 0
km +

∑
k,m
k 6=m

(pk + pm)Ekm ⊗ Fkm + 1⊗
∑
k,m
k 6=m

pkF
0
km

]
+

+
[∑

i

piEii ⊗ 1,
∑
k,m
k 6=m

Ekm ⊗ (RknFnm − F 0
nmRkm) +

∑
k

Ekk ⊗Mk − 1
6
· 1⊗M0

]
(2.35)

Коммутаторы по отдельности: коммутатор с диагональной частью оператора L(z):[∑
i

piEii ⊗ 1,
∑
k,m
k 6=m

∑
n 6=k,m

Ekm ⊗ (RknFnm − F 0
nmRkm) +

∑
k

Ekk ⊗Mk − 1
6
· 1⊗M0

]
=

=
∑
i

∑
k,m
k 6=m

∑
n6=k,m

pi[Eii, Ekm]⊗ (RknFnm − F 0
nmRkm) =

=
∑
i

∑
k,m
k 6=m

∑
n6=k,m

pi(Eimδki − Ekiδim)⊗ (RknFnm − F 0
nmRkm) =

=
∑
k,m
k 6=m

∑
n6=k,m

(pk − pm)Ekm ⊗ (RknFnm − F 0
nmRkm), (2.36)

Отдельные слагаемые коммутатора с внедиагональной частью матрицы Лакса вычисляются
аналогично членам при степени ν1:[∑

i,j
i 6=j

Eij ⊗Rij,−
∑
k,m
k 6=m

(pk + pm)Ekk ⊗ F 0
km

]
=

=
∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)Eij ⊗ (F 0
jiRij −RijF

0
ji) +

∑
i,j
i 6=j

∑
n6=i,j

(−(pj + pn)Eij ⊗RijF
0
jn + (pi + pn)F 0

niRij),

[∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗Rij,
∑
k,m
k 6=m

(pk + pm)Ekm ⊗ Fkm
]

=

=
∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)Eii ⊗ (RijFji − FijRji) +
∑
i,j
i 6=j

∑
n6=i,j

((pj + pn)Eij ⊗RinFnj − (pi + pn)Eij ⊗ FinRnj),

[∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗Rij, 1⊗
∑
k,m
k 6=m

pk ⊗ F 0
km

]
=

=
∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)Eij ⊗ [Rij, F
0
ij] +

∑
i,j
i 6=j

∑
n 6=i,j

Eij ⊗ ((pi + pn)[Rij, F
0
in] + (pj + pn)[Rij, F

0
jn]),

Все диагональные по первому пространству части сокращаются при сложении этих коммута-
торов в силу тождеств типа (5.50) из приложения 2 и в результате остается член:∑

i,j
i 6=j

(pi + pj)Eii ⊗ (RijFji − FijRji), (2.37)
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который также может быть упрощен в силу того, что второй тензорный сомножитель получа-
ется дифференцированием условия унитарности на квантовую R-матрицу. Таким образом:

B(z) =
∑
i,j
i 6=j

(pi + pj)℘
′(qij)Eii · 1, (2.38)

а значит и ν2-члены в левой и правой частях уравнений Лакса совпадают.
Остается проверить только ν3-член, который в правой части уравнений Лакса представлен

коммутатором:[∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗Rij,
∑
k,m
k 6=m

∑
n6=k,m

Ekm ⊗ (RknFnm − F 0
nmRkm) +

∑
k

Ekk ⊗ (Mk − 1
3
M0)

]
(2.39)

Коммутатор с первой суммой:[∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗Rij,
∑
k,m
k 6=m

∑
n6=k,m

Ekm ⊗ (RknFnm − F 0
nmRkm)

]
=

=
∑
i

Eii ⊗
∑
k,n6=i
k 6=n

(RikRknFni −RikF
0
niRki −RikFknRni + F 0

knRinRni)+

+
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗
∑
k 6=i,j

(RikRkiFij −RikF
0
ijRkj −RijFjkRkj + F 0

jkRikRkj)+

+
∑
i,j
i 6=j

Eij ⊗
∑
k,n6=i,j
k 6=n

(RikRknFnj −RikF
0
njRkj −RinFnkRkj + F 0

nkRikRkj)

Каждое из R-матричных выражений в скобках может быть упрощено в силу тождеств.
Первая сумма:

Rik(RknFni − F 0
niRki + FknRni) + F 0

knRinRni =

= −RikRkiF
0
kn + F 0

knRinRni = F 0
kn(℘(qik)− ℘(qin)),

Так как k, n — равноправные индексы суммирования, то слагаемые с отрицательным знаком в
точности сократят слагаемые с положительным знаком, и в результате получится ноль.

Третья сумма — снова используется равноправность индексов суммирования и вырожден-
ный случай ассоциативного уравнения Янга-Бакстера (5.55):

Rik(RknFnj − F 0
njRkj − FknRnj) + F 0

nkRikRkj =

= F 0
nkRikRkj −RikRkjF

0
kn = Rij[rik, F

0
kn] + [rkj, F

0
kn]Rij,

В результате получаются слагаемые, которые по виду похожи на те, которые возникают при
коммутации внедиагональной части оператора L(z) с дополнительными слагаемыми, содержа-
щимиM0 иMk. Длинное, но прямолинейное вычисление показывает, что эти коммутаторы в
точности сократят друг друга.

Остается рассмотреть только вторую сумму:

RikRkiFij −RikF
0
ijRkj −RijFjkRkj + F 0

jkRikRkj =

= RikRkiFij −RijFjkRkj + (F 0
jkRik −RikF

0
ij)Rkj =

= RikRkiFij −RijFjkRkj +RijFjkRkj − FijRjkRkj =

= Fij(℘(qjk)− ℘(qik)),
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В результате, получается, что:

C(z) =
∑
i,j
i 6=j

∑
k 6=i,j

(℘(qjk)− ℘(qik))Eij ⊗ Fij, (2.40)

а значит, что и ν3-члены в левой и правой частях уравнений Лакса совпадают.
Таким образом, уравнения Лакса выполняются тождественно по z на уравнениях движения,

что и требовалось доказать.
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3 Интегрируемые цепочки с дальнодействием

3.1 Интегрируемые цепочки Халдейна-Шастры и Иноземцева

В данной главе рассматривается другой тип интегрируемых систем — квантовые интегрируемые
цепочки с дальнодействием и приводятся известные в литературе результаты, относящиеся к
таким цепочкам. Пространство состояний таких моделей — CN⊗L, тензорное произведение L
одинаковых пространств CN спиновых состояний.

Первый пример интегрируемой цепочки с дальнодействием построен одновременно Халдей-
ном и Шастры [9] в 1988 году как обобщение спиновой цепочки Гайзенберга с взаимодействием
всех спинов со всеми и эффективно вычисляемым основным состоянием в антиферрромагнит-
ном случае. Гамильтониан такой системы имеет вид:

H =
∑
i,j
i 6=j

Pij

sin2 π(i−j)
L

, (3.1)

где Pij — матрица перестановки, действующая в i-й и j-й компоненте. В случае, если рассмат-
ривается спин 1/2, матрица перестановки может быть записана через матрицы Паули как:

P =
1

2
·
(
1⊗ 1 +

3∑
a=1

σa ⊗ σa
)

Такое представление показывает, что система Халдейна-Шастры может рассматриваться как
обобщение изотропной XXX модели на дальнодействующий случай.

Модель Халдейна-Шастры с гамильтонианом (3.1) является довольно подробно изученой,
хорошо известны ее связи с конформной теорией поля, вычислением аномальных размерностей
в N = 4 суперсимметричной теории Янга-Миллса в AdS/CFT соответствии, а также связь
модели с янгианом, которая описывает симметрии этой модели. В литературе известны также
нетривиальные операторы, которые коммутируют с гамильтонианом. Самый простой из таких
операторов имеет вид:

H3 =
∑
i,j,k

i 6=j 6=k 6=i

[Pij, Pjk]

sin π(i−j)
L

sin π(j−k)
L

sin π(k−i)
L

, (3.2)

В случае, если рассматривается спин 1/2, оператор в числителе имеет вид смешанного про-
изведения трех спиновых операторов в разных узлах. Этот оператор является единственным
известным среди операторов, квадратичных по оператору перестановки, который коммутирует
с гамильтонианом.

Модель Иноземцева [10] является естественным эллиптическим обобщением тригонометри-
ческой модели Халдейна-Шастры, в котором потенциал взаимодействия становится эллипти-
ческой пи-функцией Вейерштрасса:

H =
∑
i,j
i 6=j

℘
(
i−j
L

)
, (3.3)

Такая модель также является интегрируемой и Иноземцевым было получено большое число
законов сохранения. В частности, найдено два гамильтониана, квадратичных по операторам
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перестановки, которые являются независимыми:

J1 =
∑
i,j,k

i 6=j 6=k 6=i

(
E1

(
i−j
N

)
+ E1

(
j−k
N

)
+ E1

(
k−i
N

))
[Pij, Pjk], (3.4)

J2 =
∑
i,j,k

i 6=j 6=k 6=i

(
2
(
E1

(
i−j
N

)
+ E1

(
j−k
N

)
+ E1

(
k−i
N

))3
+ ℘′

(
i−j
N

)
+ ℘′

(
j−k
N

)
+ ℘′

(
k−i
N

))
[Pij, Pjk], (3.5)

3.2 Получение гамильтонианов цепочек из R-матричнозначных пар
Лакса

Данная глава основана на работе [19], именно она составляет главные результаты этой ди-
пломной работы. Главное полученное соответствие связывает дополнительные члены в M -
операторах матричнозначных пар Лакса (2.28) и (2.29) и гамильтонианы цепочек с дально-
действием, аналогичных (3.1) и (3.2).

Общая схема соответствия выглядит следующим образом — вначале делается так называе-
мый "freezing trick"[18], то есть фиксируется положение всех координат в положении равнове-
сия системы Калоджеро-Мозера qj = j

L
, а все импульсы фиксируются нулевыми pj = 0, затем

рассматриваются матричнозначныеM -операторы и берется след по матричному вспомогатель-
ному пространству (которое в данной работе представлено первым тензорным сомножителем).
Получается оператор, который действует в "квантовом"пространстве, которое остается нетри-
виальным из-за вхождения квантовых R-матриц в эти операторы. Полученный оператор яв-
ляется (обычно с точностью до несущественного численного коэффициента) гамильтонианом
интегрируемой спиновой цепочки с дальнодействием. В виде формулы соответствие имеет вид:

H2 ∝ TrauxM(z) |qj=j/L,pj=0, (3.6)

H3 ∝ TrauxM
(3)(z) |qj=j/L,pj=0, (3.7)

(L здесь и далее обозначает число частиц в системе или число спинов в цепочке). Формулы
(3.6) и (3.7) могут быть явно переписаны через r- и F 0-матрицы с использованием явного вида
M -операторов:

H2 ∝
∑
i,j
i 6=j

F 0
ij(xij), (3.8)

H3 ∝
∑
i,j,k

i 6=j 6=k 6=i

[F 0
ij(xij), rik(xik) + rjk(xjk)], (3.9)

здесь и далее используется обозначение xj = j
L
для эквидистантных точек.

Выбор разных квантовых R-матриц отвечает разным цепочкам с дальнодействием. Ниже
приводятся различные примеры полученных цепочек.

Наиболее простой выбор квантовой R-матрицы — квантовая R-матрица, пропорциональ-
ная матрице перестановке с коэффициентом в видe φ-функции. При таком выборе R-матрицы
гамильтонианы, которые получаются из данного соответствия, совпадают с гамильтонианами
моделей Халдейна-Шастры или Иноземцева, в зависимости от того, тригонометрическая или
эллиптическая функция берется в качестве коэффициента пропорциональности. То, что полу-
ченные гамильтонианы коммутируют, доказано аналитическими методами.

1. Тригонометрическая R-матрица, система Халдейна-Шастры:

Rz(q) = π(cot(πz) + cot(πq))P, (3.10)
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Вычисленные по данной R-матрице классическая r-матрица и ее производная F 0 (клас-
сическая r-матрица понимается в несколько обобщенном смысле, так как R-матрица при
~→ 0 имеет полюс вида P · ~−1, а не 1 · ~−1):

r(q) = π cot(πq)P, (3.11)

F 0(q) = − π2

sin2(πq)
, (3.12)

Для такого выбора R-матрицы получаются следующие гамильтонианы:

H2 =
∑
i,j
i 6=j

Pij
sin2(πxij)

, (3.13)

H3 =
∑
i,j,k

i 6=j 6=k 6=i

[Pij, Pjk]

sin(πxij) sin(πxjk) sin(πxki)
, (3.14)

которые совпадают с известными гамильтонианами модели Халдейна-Шастры (3.1) и
(3.2).

2. Эллиптическая R-матрица, система Иноземцева:

Rz(q) = φ(z, q)P, (3.15)

Вычисленные по данной R-матрице классическая r-матрица и ее производная F 0:

r(q) = E1(q)P, (3.16)
F 0(q) = −E2(q)P, (3.17)

Вычисленные гамильтонианы:

H2 =
∑
i,j
i 6=j

E2(xij)Pij =
∑
i,j
i 6=j

℘(xij)Pij + const.×
∑
i,j
i 6=j

Pij, (3.18)

H3 =
∑
i,j,k

i 6=j 6=k 6=i

E2(xij)(E1(xki) + E1(xjk))[Pij, Pjk], (3.19)

Сумма всех перестановок коммутирует со всеми операторами и ее можно опустить. Тогда
второй гамильтониан совпадает со вторым гамильтонианом системы Иноземцева (3.3).
Третий гамильтониан есть линейная комбинация сохраняющихся величин J1 и J2 системы
Иноземцева (3.4) и (3.5):

H3 = −1

6

(
J2 −

ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
J1

)
. (3.20)

Как можно заметить, в случае эллиптического потенциала соответствие не дает два неза-
висимых коммутирующих гамильтониана, а только одну конкретную линейную комбина-
цию. В этом смысле соответствие является неполным.

Наибольший интерес представляют результаты этой работы, которые получены путем при-
менения этого соответствия для более сложных квантовых R-матриц, которые не пропорци-
ональны матрице перестановки. В этом случае получаются новые интегрируемые цепочки с
дальнодействием, которые обобщают системы Халдейна-Шастры и Иноземцева, являясь их
анизотропными аналогами. Коммутирующие гамильтонианы для таких систем были получены
только для GL(2) квантовых R-матриц, проверка их коммутативности проведена численно на
компьютере.
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1. XXZ GL(2) квантовая R-матрица, анизотропный аналог системы Халдейна-Шастры:

Rz(q) =
1

2
·
(
π(cot(πz) + cot(πq))(1⊗ 1 + σ3 ⊗ σ3)+

+
π

sin(πz)
(1⊗ 1− σ3 ⊗ σ3) +

π

sin(πq)
(σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2)

)
(3.21)

Вычисленные по данной R-матрице классическая r-матрица и ее производная F 0:

r(q) =
1

2
·
(
π cot(πq)(1⊗ 1 + σ3 ⊗ σ3) +

π

sin(πq)
(σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2)

)
, (3.22)

F 0(q) = − π2

2 sin2(πq)
· (1⊗ 1 + σ3 ⊗ σ3 + cos(πq)(σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2)) , (3.23)

Тогда из соответствия получаются следующие гамильтонианы (в их выражении сразу
выбирается удобная нормировка):

H2 =
N∑

k,l=1
k 6=l

cos(πxkl)(σ
k
1σ

k
1 + σk2σ

l
2) + σk3σ

l
3

sin2(πxkl)
+ f(x) · 1, (3.24)

H3 =
N∑

k,l,m=1
k 6=l 6=m 6=k

1

sin(πxkl) sin(πxlm) sin(πxmk)
× (3.25)

×
(

cos(πxkl)(σ
k
1σ

l
2 − σk2σl1)σm3 + cos(πxlm)(σl1σ

m
2 − σl2σm1 )σk3 + cos(πxmk)(σ

m
1 σ

k
2 − σm2 σk1)σl3

)
здесь σi — матрицы Паули, а верхние индексы обозначают тензорный сомножитель, в
котором нетривиально действует σ-матрица. Член с единичной матрицей во втором га-
мильтониане является несущественным и его можно опустить.

2. XYZ GL(2) квантовая R-матрица Бакстера-Белавина, анизотропный аналог системы Ино-
земцева:

R~(q) =
θ′1(0)

θ1(q)
·
(θ1 (q + ~

2

)
θ1
(~
2

) 1⊗ 1 +
θ4
(
q + ~

2

)
θ4
(~
2

) σ1 ⊗ σ1+

+
θ3
(
q + ~

2

)
θ3
(~
2

) σ2 ⊗ σ2 +
θ2
(
q + ~

2

)
θ2
(~
2

) σ3 ⊗ σ3
)

(3.26)

Матрицы r и F 0, соответствующие такой квантовой R-матрице, приведены в приложе-
нии 2. Второй гамильтониан, построенный по этой матрице, имеет вид (с точностью до
константного члена):

H2 =
∑
i,j
i 6=j

3∑
a=1

Ja(xij)σ
i
aσ

j
a, (3.27)

где сила взаимодействия зависит от расстояния как:

Ja(z) =
θ′1(0)θA(z)

θ1(z)θA(0)
· (∂z log θA(z)− ∂z log θ1(z))

(конкретное соответствие между номером тэта-функции A и компонентой спина a может
быть найдено в приложении 2). Можно заметить, что этот гамильтониан, как и ожидается
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обычно в эллиптическом случае, является полностью анизотропным — здесь взаимодей-
ствие происходит по-разному для трех различным компонентам спина.

Третий гамильтониан имеет слишком громоздкий вид, однако по общей структуре он
аналогичен гамильтониану (1) — взаимодействуют спины в трех разных узлах и по трем
различным компонентам, однако в эллиптическом случае анизотропия полная — шесть
возможных взаимодействий такого типа входят с разными потенциалами.

Таким образом, получены новые модели с большим числом частиц, у которых имеется до-
полнительный оператор, который коммутирует с гамильтонианом и включает все спиновые
переменные. Хотя это и не является доказательством интегрируемости модели, но это выделя-
ет модель среди всех возможных цепочек и может быть серьезным аргументом в пользу того,
что такие системы имеют некоторую скрытую внутреннюю симметрию.
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4 Заключение
Главным результатом данной работы является построение хорошего анизотропного обобщения
интегрируемых спиновых цепочек с дальнодействием типа Халдейна-Шастры и Иноземцева.
Построенные в работе цепочке имеют дополнительный нетривиальный закон сохранения, что,
по-видимому обеспечивается скрытыми симметриями этих спиновых цепочек, которые пока не
выяснены. Описание таких квантовых систем каким-либо другим способом и нахождение дру-
гих нетривиальных законов сохранения является в данный момент открытым вопросом. Чис-
ленные эксперименты показывают, что другие законы сохранения действительно существуют,
но получить какое-либо удобное и систематическое их описание пока не удалось — построе-
ние конструкции, аналогичной рассмотренной в работе для третьего гамильтониана, является
очень трудоемкой задачей, так как сложность вычислений с квантовыми R-матрицами воз-
растает при увеличении числа R-матричных сомножителей в произведении, что естественным
образом получается при рассмотрении старших степеней оператора L(z).

Проблемой является также то, что построенные анизотропные гамильтонианы коммутиру-
ют только в случае выбора GL(2) квантовых R-матриц, а при увеличении ранга R-матрицы
построить такие гамильтонианы удалось только в изотропном случае. Обобщение соответствия
на цепочки старшего спина также является содержательной задачей.
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5 Приложения

5.1 Эллиптические функции

В этом приложении собраны все необходимые определения и свойства используемых в данной
работе эллиптических функций. Систематическое описание может быть найдено в [5, 15, 22].

Нечетная тэта-функция Римана на эллиптической кривой Στ = C/Z⊕ τZ, Im τ > 0 опреде-
ляется как:

ϑ(z) = ϑ(z | τ) =
∑
k∈Z

exp
(
πiτ

(
k + 1

2

)2
+ 2πi

(
k + 1

2

) (
z + 1

2

))
, (5.1)

Непосредственно из определения следуют свойства нечетности и квазипериодичности функции
(5.1):

ϑ(z + 1) = −ϑ(z), (5.2)
ϑ(z + τ) = exp

(
πiτ − 2πi

(
z + 1

2

))
· ϑ(z), (5.3)

ϑ(−z) = −ϑ(z). (5.4)

Другие полезные эллиптические функции определяются при помощи тэта-функции — фи-
функция Кронеккера и первая и вторая функции Эйзенштейна:

φ(z, w) =
ϑ′(0)ϑ(z + w)

ϑ(z)ϑ(w)
, (5.5)

E1(z) =
ϑ′(z)

ϑ(z)
, (5.6)

E2(z) = −E ′1(z) = −ϑ
′′(z)

ϑ(z)
+

(
ϑ′(z)

ϑ(z)

)2

. (5.7)

φ-функция (5.5) симметрична по определению:

φ(z, w) = φ(w, z). (5.8)

Вторая функция Эйзенштена может быть также определена через ее связь с дважды периоди-
ческой функцией Вейерштрасса ℘:

℘(z) = E2(z) +
ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
, (5.9)

которая есть сумма ряда:

℘(z) =
1

z2
+

∑
(m,n)6=(0,0)

(
1

(z −m− nτ)2
− 1

(m+ nτ)2

)
. (5.10)

Свойства квазипериодичности (5.2) и (5.3) влекут следующие свойства определенных выше
функций:

φ(z + 1, w) = φ(z, w), (5.11)
φ(z + τ, w) = exp(2πiw)φ(z, w), (5.12)

E1(z + 1) = E1(z), (5.13)
E1(z + τ) = E1(z)− 2πi, (5.14)

E2(z + 1) = E2(z), (5.15)
E2(z + τ) = E2(z), (5.16)
℘(z + 1) = ℘(z), (5.17)
℘(z + τ) = ℘(z). (5.18)
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Из нечетности тэта-функции (5.4) следуют свойства функций (5.5) — (5.9) при смене знаков их
аргументов:

φ(−z,−w) = −φ(z, w), (5.19)
E1(−z) = −E1(z), (5.20)
E2(−z) = E2(z), (5.21)
℘(−z) = ℘(z). (5.22)

Эллиптические функции (5.5), (5.6), (5.7) и (5.9) имеют корректно определенные тригономет-
рические и рациональные вырождения. Тригонометрические могут быть получены пределом
Im τ → +∞:

φ(z, w)→ π(cotπz + cot πw), (5.23)
E1(z)→ π cot πz, (5.24)

E2(z)→ π2

sin2 πz
, (5.25)

℘(z)→ π2

sin2 πz
, (5.26)

Рациональные вырождения получаются при устремлении периода тригонометрических функ-
ций к бесконечности:

φ(z, w)→ 1

z
+

1

w
, (5.27)

E1(z)→ 1

z
, (5.28)

E2(z)→ 1

z2
, (5.29)

℘(z)→ 1

z2
, (5.30)

Одно из самых важных свойств этих функций — тождество Фея в роде 1:

φ(z, x)φ(w, y) = φ(w, x+ y)φ(z − w, x) + φ(w − z, y)φ(z, x+ y), (5.31)

и его различные вырождения

φ(z, x)φ(w, x) = φ(z + w, x)(E1(z) + E1(w) + E1(x)− E1(z + w + x)), (5.32)
φ(z, x)φ(z,−x) = ℘(z)− ℘(x), (5.33)

Кроме этого, для получения уравнений движения системы Калоджеро-Мозера необходимо со-
отношение, которое связывает производные φ-функции (5.5) с другими эллиптическими функ-
циями (5.5) — (5.9):

f(z, x) = ∂xφ(z, x), (5.34)
f(z, x) = φ(z, x) · (E1(z + x)− E1(x)), (5.35)

φ(z, x1 − x2)f(z, x2 − x3)− f(z, x1 − x2)φ(z, x2 − x3) = φ(z, x1 − x3) · (℘(x1 − x2)− ℘(x2 − x3)),
(5.36)

f(0, x) = −E2(x), (5.37)
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Все эти свойства остаются справедливыми, если эллиптические функции в них заменить на
соответствующие им тригонометрические или рациональные вырождения.

Нечетная тэта-функция (5.1) также связана с семейство тэта-функций, которые использу-
ются при построении GL(2) матрицы Бакстера-Белавина:

θ1(z) = ϑ(z), (5.38)

θ2(z) = −ϑ
(
z +

1

2

)
, (5.39)

θ3(z) = − exp

(
πiτ

4
+ πiz

)
ϑ

(
z +

1 + τ

2

)
, (5.40)

θ4(z) = i exp

(
πiτ

4
+ πiz

)
ϑ
(
z +

τ

2

)
. (5.41)

5.2 Квантовые R-матрицы, матрица Бакстера-Белавина

В этом предложении определяется квантовая R-матрица Бакстера-Белавина и приводятся ос-
новные свойства квантовых R-матриц. Более подробное описание всех свойств и их сравнение
с соответствующими свойствами эллиптических функций приведено в работе [13]

Квантовые R-матрицы.
Квантовые GL(N) R-матрицы в фундаментальном представлении определяются как элементы
R ∈ Mat(N,C) ⊗ Mat(N,C), которые удовлетворяют квантовому уравнению Янга-Бакстера
[2, 23, 6, 12, 21]:

R~
12(z12)R

~
13(z13)R

~
23(z23) = R~

23(z23)R
~
13(z13)R

~
12(z12), (5.42)

совместно с условием унитарности, которое может пониматься как условие нормировки:

R~
12(z12)R

~
21(z21) = φ(~, z12)φ(~, z21) · 1⊗ 1. (5.43)

(здесь и далее zij = zi − zj).
Все квантовые R-матрицы, которые используются в данной работе, дополнительно удовле-

творяют условию кососимметричности:

R~
ij(z) = −R−~ji (−z), (5.44)

Квантовая R-матрица может быть разложена в ряд по степеням ~:

R~
ij(zij) =

1⊗ 1

~
+ rij(zij) + ~mij(zij) +O(~2), (5.45)

где член rij(zij) называется классической r-матрицей, соответствующей данной квантовой R-
матрице R~

ij(zij). Из свойства кососимметричности квантовой R-матрицы следует, что:

R~
12(z12) = −R−~21 (z21),

r12(z12) = −r21(z21), (5.46)
m12(z12) = m21(z21). (5.47)

Ассоциативное уравнение Янга-Бакстера [1, 17] выделяет специальный класс квантовых R-
матриц:

R~
12(z12)R

η
23(z23) = Rη

13(z13)R
~−η
12 (z12) +Rη−~

23 (z23)R
~
13(z13), (5.48)
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Если продифференцировать уравнение (5.48) по z2, получится соотношение, которое является
основным для доказательства справедливости уравнений Лакса с матричнозначными операто-
рами L(z) и M(z):

R~
12(z12)F

η
23(z23)− F ~

12(z12)R
η
23(z23) = −Rη

13(z13)F
~−η
12 (z12) + F η−~

23 (z23)R
~
13(z13), (5.49)

где Fα
ij(zij) = ∂ziR

α
ij(zij). В соотношении (5.49) нет особенности в точке ~ = η, и в ней оно

принимает вид:

R~
12(z12)F

~
23(z23)− F ~

12(z12)R
~
23(z23) = −R~

13(z13)F
0
12(z12) + F 0

23(z23)R
~
13(z13), (5.50)

где F 0
ij(zij) = Fα

ij(zij) |α→0 корректно определена.
Если продифференцировать разложение (5.45) по zi, то получится, что:

F ~
ij(zij) = ∂zirij(zij) + ~∂zimij(zij) +O(~2), (5.51)

следовательно, подставляя здесь ~→ 0, получается:

F 0
ij(zij) = ∂zirij(zij). (5.52)

Классическое уравнение Янга-Бакстера есть замкнутое соотношение на классическую r-
матрицу:

[r12(z12), r13(z13)] + [r12(z12), r23(z23)] + [r13(z13), r23(z23)] = 0 (5.53)

которое получается из квантового уравнения Янга-Бакстера разложением по ~. Дифференци-
руя его по z1 и принимая во внимание кососимметричность r, можно получить соотношение:

[F 0
12(z12), r13(z13) + r23(z23)] = [F 0

13(z13), r12(z12) + r32(z32)] (5.54)

которое связывает между собой разные слагаемые из третьего гамильтониана цепочки из ос-
новного текста работы.

Для доказательства корректности третьей R-матричнозначной пары Лакса используется
вырождение ассоциативного уравнения Янга-Бакстера при стремлении ~→ η:

R~
12(z12)R

~
23(z23) = R~

13(z13)r12(z12) + r23(z23)R
~
13(z13)−

∂

∂~
R~

13(z13). (5.55)

Определение R-матрицы Бакстера-Белавина.
Для построения R-матрицы Бакстера-Белавина [2, 3] необходимы следующие функции:

ϕ~
α(z) = exp

(
2πiα2z
N

)
φ
(
z, ~+α1+α2τ

N

)
, α =

(
α1

α2

)
(5.56)

и связанные с ними базисные N ×N -матрицы:

Tα = exp
(
πiα1α2

N

)
Qα1Λα2 , (5.57)

где матрицы Q и Λ — матричные корни степени N из единицы, которые определяются своими
матричными элементами:

Qjk = δjk exp
(
2πik
N

)
,

Λjk =

{
1, если j + 1 = k mod N

0, иначе
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КвантоваяR-матрица Бакстера-Белавина в фундаментальном представлении определяется как:

R~(z) =
∑
α∈Z2

N

ϕ~
α(z, ωα)Tα ⊗ T−α, (5.58)

В выбранной выше нормировке такая квантовая R-матрица удовлетворяет ассоциативному
уравнению Янга-Бакстера, а значит, для нее справедливы и все свойства, перечисленные в
прошлом параграфе.

В частном случае N = 2, который важен для этой работы, эта R-матрица может быть
переписана с использованием матриц Паули и θj(z)-функций (5.38) — (5.41):

Q =

(
−1 0
0 1

)
= −σ3, (5.59)

Λ =

(
0 1
1 0

)
= σ1, (5.60)

T(0,0) = 1, (5.61)
T(0,1) = Λ = σ1, (5.62)
T(1,0) = Q = −σ3, (5.63)

T(1,1) = eπi/2QΛ = −iσ3σ1 = σ2, (5.64)

В случае N = 2 квантовая R-матрица имеет вид:

R~(z) = φ
(
z, ~

2

)
1⊗ 1 + eπizφ

(
z, ~+τ

2

)
σ1 ⊗ σ1 + eπizφ

(
z, ~+1+τ

2

)
σ2 ⊗ σ2 + φ

(
z, ~+1

2

)
σ3 ⊗ σ3,

(5.65)

Подставляя φ-функции через определение (5.5) и используя определения тэта-функций (5.38)
— (5.41), можно получить:

R~(z) =
θ′1(0)

θ1(z)
·
(θ1 (z + ~

2

)
θ1
(~
2

) 1⊗ 1 +
θ4
(
z + ~

2

)
θ4
(~
2

) σ1 ⊗ σ1+

+
θ3
(
z + ~

2

)
θ3
(~
2

) σ2 ⊗ σ2 +
θ2
(
z + ~

2

)
θ2
(~
2

) σ3 ⊗ σ3
)

(5.66)

Классическая r-матрица и ее производная F 0, соответствующая этой квантовой:

r(z) = E1(z) · 1⊗ 1 +
θ′1(0)

θ1(z)
·
(
θ4(z)

θ4(0)
σ1 ⊗ σ1 +

θ3(z)

θ3(0)
σ2 ⊗ σ2 +

θ2(z)

θ2(0)
σ3 ⊗ σ3

)
, (5.67)

F 0(z) = −E2(z) · 1⊗ 1 +
θ′1(0)

θ1(z)
·
(θ4(z)

θ4(0)
· (∂z log θ4(z)− ∂z log θ1(z))σ1 ⊗ σ1+

+
θ3(z)

θ3(0)
(∂z log θ3(z)− ∂z log θ1(z))σ2 ⊗ σ2 +

θ2(z)

θ2(0)
(∂z log θ2(z)− ∂z log θ1(z))σ3 ⊗ σ3

)
(5.68)
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