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1. Введение

В данной работе рассматривается модель Юкавы взаимодействия безмассовое

бозонное поля с полем Дирака в (2+1)-мерном пространстве-времени Минковского

с метрикой (1,− 1,− 1):

S =

∫
d3x

[
1

2
∂µφ∂

µφ+ ψ̄(i/∂ −m)ψ − λφψ̄ψ

]
, (1)

где /∂ = γµ∂µ, ψ̄ = ψ†γ0, λ > 0, {γµ,γν} = 2gµν .

В (2+1)-мерном случае можно выбрать гамма-матрицы Дирака таким образом:

γ0 = σ3 =

1 0

0 −1

 ; γ1 = iσ1 =

0 i

i 0

 ; γ2 = iσ2 =

 0 1

−1 0

 . (2)

Под полями φ и ψ в действии (1) подразумевается сумма квантового и классиче-

ского поля ψ = ψcl+ψq,φ = φcl+φq. Варьируя действие по φ и по ψ соответственно,

получаем следующие уравнения движения:∂
2φ+ λψ̄ψ = 0

(i/∂ −m− λφ)ψ = 0.

(3)

Классическими решениями данного уравнения являются ψcl = 0 и φcl – произволь-

ная гладкая функция. В данной работе рассматривается случай φcl = At, где A–

положительная действительная константа. Также можно рассматривать случаи с

φcl = Bt+C, где B и C – произвольные действительные константы, но это не изме-

нит выкладки существенным образом, поэтому мы ограничимся случаем φcl = At,

A > 0.

В равновесном случае при подсчете S-матрицы проводится усреднение по ва-

куумному состоянию, т.е. предполается, что система возвращается в состояние,

отличающееся от начального только на фазовый множитель. Когда же гамильто-

ниан явно зависит от времени, система эволюционирует в отличное от равновесного

состояние. В это случае удобно развить формализм, в котором система эволюцио-

нирует от t = −∞ к t = ∞ и обратно, чтобы избежать усреднения по конечному

состоянию. Такой формализм был разработан Келдышем и Швингером.

В стационарной ситуации без внешнего поля в вакууме есть виртуальные электро-

позитронные пары. Под воздействием сильного электрического поля эти пары мо-

гут получить достаточно энергии для того, чтобы стать уже реальными электрон-

позитронными парами. Это явление было описано Швингером ([10], [1], [2]). В этом
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случае пары частиц рождаются за счет туннелирования, которое возникает из-за

того, что эффективное действие содержит мнимую часть.

В данной задаче мы тоже рассматриваем нестационарную ситуацию, но берем

более простую модель. Гамильтониан явно зависит от времени, то есть мы име-

ем дело с нестационарным случаем. Следовательно, ожидается рождение частиц,

аналогично случаям, описанным выше. Как будет показано далее, эффективное

действие не содержит мнимой части, поэтому эффектов, связанных с туннелиро-

ванием при внешнем поле, не будет. Однако мы все еще можем увидеть общие

свойства поведения нестационарной системы во внешнем поле.

Также, лучай φcl = At является нефизическим, потому что бесконечно растущее

со временем поле невозможно. Но данная задача позволяет исследовать основные

свойства модели и выработать определенную интуицию в решении задач в неста-

ционарной теории поля.
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2. Моды: случай φcl = At

Перепишем уравнение движения (3) для случая φcl = At:

(iγµ∂µ −M(t))Ψ = 0, M(t) = m+ λAt, α = λA. (4)

Так как задача пространственно однородна, то можно сделать преобразование Фу-

рье по пространственным координатам:

ψ(t,x) = ψ(t)eipx =

ψ1(t)

ψ2(t)

 eipx, p =

p1
p2

 .

После преобразования Фурье уравнение (4) перепишется следующим образом:

(iγ0∂t + γp−M(t))Ψ(t) = 0, γ =

γ1
γ2

 (5)

или в координатной записи:−(i∂t −M(t))ψ1(t) = (ip1 + p2)ψ2(t)

(i∂t +M(t))ψ2(t) = (ip1 − p2)ψ1(t).

(6)

Действуя на уравнение выше оператором (−iγ0 + γp−M(t)), получаем:

(∂2t + p2 +M2(t) + iγ0∂tM(t))ψ(t) = 0, (7)

или в координатной записи:

(∂2t + (ω±)
2(t)ψ1,2(t) = 0,

(ω±)
2(t) = p2 +M2(t)± i∂tM(t) = p2 + (m+ αt)2 ± iα,

(8)

где p2 = p21 + p22.

(∂2t + p2 + (m+ αt)2 ± iα)ψ12 = 0,(
∂2
t

[(1+i)
√
α]2

− 1
4

[
(1+i)(m+αt)√

α

]2
−
(

ip2

2α
∓ 1

2

))
ψ12 = 0,(

∂2
t

[(1−i)
√
α]2

− 1
4

[
(1−i)(m+αt)√

α

]2
−
(
− ip2

2α
± 1

2

))
ψ12 = 0.

Для того, чтобы увидеть решения данного уравнения сделаем следующую замену

переменных:

z = (1+i)(m+αt)√
α

, a = ip2

2α
∓ 1

2

z′ = (1−i)(m+αt)√
α

= iz, a′ = − ip2

2α
± 1

2
= −a
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В итоге получаем уравнение вида:[
∂2

∂z2
−
(
1

4
z2 + a

)]
ψ1,2 = 0, (9)

Решением которого являются функции параболического цилиндра ([5]):

ψ12 = A12D− ip2

2α
± 1

2
− 1

2

[
(1 + i)(m+ αt)√

α

]
+B12D ip2

2α
∓ 1

2
− 1

2

[
(1− i)(m+ αt)√

α

]
,

Для удобства введем обозначение ν = − ip2

2α
, тогда решения перепишутся в более

компактном виде:

ψ1 = A1Dν(z) +B1D−ν−1(iz)

ψ2 = A2Dν−1(z) +B2D−ν(iz).
(10)

Рассмотрим ассимптотическое поведение функции Dν в ультрафиолетовом пре-

деле (|p| �
√
α). Этот предел всегда выполняется для свободной теории (α = 0

в свободной теории), поэтому можно ожидать, что волновая функция в данном

пределе в теории со взаимодействием будет вести себя похожим образом. Полу-

чаем следующее асимптотическое поведение, вывод которого можно посмотреть в

приложении:

Dν(z(t)) ≈
e

πp2

8α

√
2

(
1 +

M√
M2 + p2

) 1
2

eiφ
[
1 +O

(
α

M2 + p2

)]
, (11)

где φ = p2

4α
− p2

4α
log

(
√

M2+p2+M2)2

2α
− M

√
M2+p2

2α
. В пределе 1√

α
� |p|

α
функция ведет себя

следующим образом:

Dν(z(t)) ∝ e−i|p|t, D−ν(z(t)) ∝ ei|p|t, (12)

тогда выражения для мод в этом пределе примут следующий вид:

ψ12 = A12(p)e
−i|p|t +B12(p)e

i|p|t. (13)

Из этого предела видно, чтоDν(z) иDν−1(z) соответствуют положительно-частотным

состояниям:

ψ(+)(t) =

ψ(+)
1 (t)

ψ
(+)
2 (t)

 = A(+)

 Dν(z(t))

Dν−1(z(t))

 = A(+)

 Dν(z(t))

i∂t−M(t)
ip1+p2

Dν(z(t))

 , (14)

где в последнем равенстве было использовано уравнение (6). Используя свойство

функций параболического цилиндра [3]

∂zDν(z) +
1

2
zDν(z)− νDν−1(z) = 0, (15)
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получаем:

(−ip1 − p2)ψ
(+)
2 = A(+)(i∂t −M(t))Dν(z) = A(+)[(i− 1)

√
α∂zDν(z)−M(t)Dν(z)] =

= A(+)[(i− 1)
√
α[νDν−1(z)−

1

2
zDν(z)]−M(t)Dν(z)] =

= A(+)(i− 1)
√
ανDν−1(z) = A(+)(i− 1)

√
α(ip1 + p2)(ip1 − p2)Dν−1(z). (16)

Подставляем результаты (16) в (14) и получаем следующее выражение для положительно-

частотных мод:

ψ(+)(t,x) = A(+)

 Dν(z(t))

(i+1)(p2−ip1)
2
√
α

Dν−1(z(t))

 eipx (17)

Теперь получим выражение для отрицательно-частотных решений:

ψ(−)(t,x) = A(−)

D−ν−1(iz(t))

D−ν(iz(t))

 e−ipx (18)

Так как iz = z∗, −ν = ν∗, то D∗
ν(z) = D−ν(iz), то, используя свойство (15), анало-

гично можно найти и отрицательно-частотные решения:

ψ(−)(t,x) = A(−)

 (1−i)(ip1+p2)
2
√
α

D∗
ν−1(z(t))

D∗
ν(z(t))

 e−ipx (19)

Из антикоммутационных соотношений можно найти коэффициенты A(+) и A(−).

Разложение волновых функций по модам:ψa(t,x) =
∫

d2p
(2π)2

(apψ
(+)
p,a (t)eipx + b+p ψ

∗(−)
p,a (t)e−ipx)

ψ†
a(t,x) =

∫
d2p
(2π)2

(bpψ
∗(−)
p,a (t)e−ipx + a+p ψ

(+)
p,a (t)eipx)

(20)

Антикоммутационные соотношения для операторов рождения и уничтожения:

{ap,a†q} = {bp,b†q} = (2π)2δ(2)(p− q), (21)

Канонические антикоммутационные соотношения для фермионных полей:

{ψa(t,x),ψ
†
b(t,y)} = δ(2)(x− y)δab. (22)

Теперь мы можем посчитать антикоммутатор и из него вывести условия на кон-

станты.

{ψa(t,x),ψb(t,y)} =

∫
d2p

(2π)2

∫
d2q

(2π)2
[{ap,a†q}ψ(+)

p,a (t)ψ
∗(+)
q,b ei(px−qy)+

+ {b†p,bq}ψ∗(−)
p,a (t)ψ

(−)
q,b (t)e

i(−px+qy)] =

= δ(x− y)[ψ(+)
p,a (t)ψ

∗(+)
p,b (t) + ψ

(−)
−p,a(t)ψ

∗(−)
−p,b (t)] = δ(x− y)δab, (23)
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где в поледнем равенстве были использованы канонические коммутационные соот-

ношения (22). Это равенство может выполняться при условии|A(+)|2|Dν(z)|2 + |A(−)|2|Dν−1(z)|2 p2

2α
= 1

|A(−)|2|Dν(z)|2 + |A(+)|2|Dν−1(z)|2 p2

2α
= 1

(24)

для любого произвольного момента времени t. Но условие (23) не зависит от време-

ни. Этот факт можно доказать, используя равенство ψ
(−)
a,−p(t) = −γ2abψ

∗(+)
b,p , которое

следует из выражений для мод.

iγ0∂t[ψ
(+)
p,a (t)ψ

∗(+)
p,b (t) + ψ

(−)
−p,a(t)ψ

∗(−)
−p,b (t)] = 0 (25)

В итоге получаем следующее ограничение на константы:

|A(+)|2 = |A(−)|2 = |A|2. (26)

Выражение выше и факт, что (22)не зависит от времени, позволяет нам найти

константу |A|2 просто подставив 0 в аргумент функции параболического цилиндра:

|A|2

 π∣∣∣Γ(12 + ip2

4α
)
∣∣∣2 +

p2

4α

π∣∣∣Γ(1 + ip2

4α

∣∣∣2
 = 1. (27)

Используя свойство Гамма функции

|Γ(ix)|2 = π

x sinh πx
,

∣∣∣∣Γ(1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 = π

cosh πx
, (28)

в итоге получаем выражение для константы

|A|2 = e−
πp2

4α . (29)

и связь функций параболического цилиндра с разными ν

p2

2α
|Dν−1(z)|2 = e

πp2

4α − |Dν(z)|2. (30)

Теперь рассмотрим поведение функции Dν(z) в пределе |z| � |ν| and | arg(z)| <
π
2
. В нашем случае arg(z) = ±π

4
и
√
α � p2

α
, то есть для импульсов в интервале

0 < p <
√
α ([3]):

Dν(z) = zνe
z2

4

[∑N
n=0

(
− ν

2

)
n

(
1
2
− ν

2

)
n

n!
(
− z2

2

)n

]
,

(γ)0 = 1, (γ)n = γ(γ + 1)...(γ + n− 1),

Мы рассматриваем предел t→ ∞. В первом приближении получаем:

Dν ≈ e−iφ

[
1− p2

4M2
+O

(
α2

M4

)]
, (31)

где iφ = ip2

4α
− ip2

4α
log

(
√

M2+p2+M2)2

2α
− iM

√
M2+p2

2α
.

|Dν(z)|2 = 1− p2

4M2
+O

(
α2

M4

)
. (32)
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3. Отклик на внешнее поле

3.1. Вывод операторного уравнения

С помощью преобразований Лежандра получим плотность Гамильтониана на-

шей теории

H =
∂L
∂φt

φ+
∂L
∂ψt

ψ − L =

=
1

2

[
(∂tφ)

2 + (∂xφ)
2 + (∂yφ)

2
]
− iψ̄γ∂ψ + λφψ̄ψ. (33)

Из гамильтониана

Ĥ =

∫
d2x

(
1

2

[
(∂tφ̂)

2 + (∂xφ̂)
2 + (∂yφ̂)

2
]
− i ˆ̄ψγ∂ψ̂ + λφ̂ ˆ̄ψψ̂

)
(34)

и уравнений Гамильтона

φ̂t(x) = i
[
Ĥ, ˆφ(x)

]
, ψ̂t(x) = i

[
Ĥ,ψ̂(x)

]
(35)

можно получить операторное уравнение, аналогичное уравнениям движения (3):

∂〈φ̂〉 = −λ〈 ˆ̄ψψ̂〉. (36)

То есть для того, чтобы определить отклик на внешнее скалярное поле, нужно

вычислить классический ток 〈 ˆ̄ψψ̂〉.

3.2. Вычисление тока

Теперь мы можем посчитать ток в пределе t→ ∞:ψ =
∫

d2p
(2π)2

(apψ
(+)
p eipx + b+p ψ

(−)
p e−ipx)

ψ̄ =
∫

d2p
(2π)2

(bpψ̄
(−)
p e−ipx + a+p ψ̄

(+)
p eipx)

(37)

Антиоммутационные соотношения для операторов рождения и уничтожения:

{ap,a†q} = {bp,b†q} = (2π)2δ(2)(p− q), (38)

{ψa(t,x),ψ
†
b(t,y)} = δ(2)(x− y)δab. (39)

〈ψψ̄〉 =
∫

d2p

(2π)2

∫
d2q

(2π)2
〈bqb(+)

p 〉ψ̄(−)
p ψ(−)

q ei(p−q)x =

∫
d2p

(2π)2
ψ̄(−)
p ψ(−)

p =

=

∫
d2p

(2π)2
(|ψ1|2 − |ψ2|2) =

∫
d2p

(2π)2
|A|2

(
p2

2α
|Dν−1(z)|2 − |Dν(z)|2

)
=

=

∫
d2p

(2π)2
(
1− 2|A|2|Dν(z)|2

)
=

∫
d2p

(2π)2

(
1− 2e−

πp2

4α |Dν(z)|2
)
, (40)
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где знак минус появляется в силу ψ̄ = ψ†γ0 и было использовано соотношение (30).

Для того чтобы получить нормально упорядоченный ток, нужно вычесть из

выражения выше ток свободной теории [9]:

〈: ψψ̄ :〉 =
∫

d2p

2π2

(
1− 2e−

πp2

4α |Dν(z)|2
)
− 〈ψψ̄〉λ→0 (41)

〈ψψ̄〉λ→0 = −
∫

d2p

(2π)2
m√

p2 +m2
(42)

В итоге получаем выражение для нормально упорядоченного тока:

〈: ψψ̄ :〉 =
∫ √

α

0

d2p

(2π)2

(
1 +

m√
p2 +m2

− 2e−
πp2

4α |Dν(z)|2
)

(43)

Так как полученные интегралы в выражении для тока расходятся, введем уль-

трафиолетовое обрезание Λ и рассмотрим два предельных случая:M � Λ иM � Λ.

В случае M � Λ разделим интеграл на две части (приближение (31) и (11) соот-

ветственно):

〈: ψψ̄ :〉 =
∫ √

α

0

d2p

(2π)2

(
1 +

m√
p2 +m2

− 2e−
πp2

4α |Dν(z)|2
)

≈

≈
∫ √

α

0

d2p

(2π)2

[
1 +

m√
p2 +m2

−
(
2− p2

2M2
+O

(
α2

M4

))]
≈

≈
∫ α

0

dp2

4π

[
p2

2M2
− p2

2m2
+O

(
α2

M4
,α2m4

)]
≈

≈ α2

16π

[
1

M2
− 1

m2

]
. (44)

〈: ψψ̄ :〉 =
∫ Λ

√
α

2d2p

(2π)2

[
m√

p2 +m2
− M√

M2 + p2

(
1 +O

(
α

p2

))]
≈

≈ 1

π

[
−M

√
m2 + Λ2 +M

√
m2 + α +m

√
m2 + Λ2 −m

√
m2 + α

]
≈

≈ −αtΛ
2π

+
(αt)2

2π
(45)

В итоге получаем выражение для отклика на внешнее поле:

∂2〈φ〉 = −λ〈: ψψ̄ :〉 ≈ λ

(
αtΛ

2π
− (αt)2

2π
+ ...

)
=
λ2Λ

2π
φcl +

λ3

2π
(φcl)2 (46)

В случае M � Λ:

〈: ψψ̄ :〉 ≈ −m
√
m2 + Λ2 − Λ2 + Λ44M2 (47)
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Конечно, случай M � Λ не является физичесим, так как мы получаем бесконечно

растущее поле (φcl → ∞). Здесь предполагается что в какой-то момент времени

поле все-таки выходит на постоянное значение.

Стоит отметить, что для вычисления отклика на внешнее поле использовались

точные выражения для мод с учетом того, что взаимодействие не выключается.

Поэтому можно считать, что ток был посчитан в рамках нестационарной квантовой

теории поля (in-in ток).
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4. Эффективное действие

Для того, чтобы проверить результаты предыдущей секции, посчитаем эффек-

тивное действие для нашей теории ([8], [7]). Первым шагом нужно проинтегриро-

вать по фермионным полям. Так как статсумма по фермионным полям представ-

ляет собой функциональный Гауссов интеграл, то интегрирование не составляет

труда и мы получаем:

Z =

∫
DφDψDψ̄ exp

(
i

∫
d3x

[
1

2
∂µφ∂

µφ+ ψ̄(i/∂ −m)ψ − λφψ̄ψ

])
=

=

∫
Dφ(−i) det(i/∂ −m− λφ) exp

(
i

∫
d3x

[
1

2
∂µφ∂

µφ

])
(48)

Следующим шагом мы снова искусственно вносим интегрирование по фермионным

полям, но теперь уже не включаем взаимодействие с бозонным полем в плотность

Лагранжиана:

Z =

∫
DφDψDψ̄

det(i/∂ −m− λφ)

det(i/∂ −m)
exp

(
i

∫
d3x

[
1

2
∂µφ∂

µφ+ ψ̄(i/∂ −m)ψ

])
=

=

∫
DφDψDψ̄ exp

(
i

∫
d3x

[
1

2
∂µφ∂

µφ+ ψ̄(i/∂ −m)ψ

]
+ Tr log

i/∂ −m− λφ

i/∂ −m

)
. (49)

Предполагая, что iλ/∂φ мало и λφ � m, выражение упрощается следующим обра-

зом:

Tr ln
i/∂ −m− λφ

i/∂ −m
=

1

2
Tr log

∂2 + (m− λφ)2 − iλ/∂φ

∂2 +m2
=

= Tr log

[
1 +

(λφ)2

∂2 +m2

]
= Tr log

[
1 +

(λφ)2

∂2 +m2

]
=

= i

∫
d3x

∫
d3p

(2π)3

∞∑
n=1

(−1)n+1

n

(λφ)2

p2 +m2
= i

∫
d3x

[
I1 +

∞∑
n=2

(−1)n+1

n
In

]
. (50)

Начнем с подсчета суммы. Каждый член в сумме сходится и равен

In = (λφ)2n
m3−2nΓ(n− 3

2
)

8π3/2Γ(n)
. (51)

Сама сумма конечна и легко считается. В итоге получаем

∞∑
n=2

(−1)n+1

n
In = − m

12π

2((λφ)2 +m2)

√
1 +

(
λφ

m

)2

− 3(λφ)2 − 2m2

 =

=
m(λφ)2

4π
+
m3

6π
− (λφ)3

6π
, (52)

где мы предположили, что λφ
m

� 1.
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Теперь посчитаем интеграл I1. Данный интеграл расходится, поэтому введем

ультрафиолетовое обрезание Λ.∫ Λ

0

p2dp

p2 +m2
= Λ−m arctan

(
Λ

m

)
(53)

В пределе Λ � m:

I1 = −(λφ)2m

4π
+

Λ

2π2
. (54)

В итоге получаем следующее выражение:

Tr ln
i/∂ −m− λφ

i/∂ −m
=

= i

∫
d3x

[
m(λφ)2

4π
+
m3

6π
− (λφ)3

6π
− m(λφ)2

4π
+

Λ

2π2

]
= Seff . (55)

Тогда статсумма перепишется следующим образом:

Z =

∫
DφDψDψ̄ exp

(
i

∫
d3x

[
1

2
∂µφ∂

µφ+ ψ̄(i/∂ −m)ψ

]
+ Seff

)
. (56)

И соответствующие уравнения движения

〈ψ̄ψ〉 = λ2

2π
〈φ〉2. (57)

Наконец, получаем выражение для отклика на внешнее поле:

∂2〈φ〉 = −λ〈: ψψ̄ :〉 ≈ λ2Λ

2π
φcl +

λ3

2π
(φcl)2, (58)

что соответствует результатам, полученным другим способом.

В данном случае интегрирование по времени проводилось от −∞ до ∞, то есть

временной контур не замкнут (in-out ток). Однако результат совпал с выражением

для in-in тока на древесном уровне.
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5. Заключение

В данной работе был посчитан отклик на внешнее скалярное поле, который

описывается нормально-упорядоченным током, выраженным через моды. Далее

было найдено эффективное действие теории и посчитан ток этим способом. Оба

способа дают одинаковые результаты.

Важным результатом данной работы являются точные выражения для мод,

так как дальнейшей задачей является подсчет петлевых поправок к пропагаторам

с помощью диаграммной техники Келдыша.

A. Альтернативное представление

гамма-матриц в 2+1-мерном пространстве

В данной работе мы использовали представление гамма-матриц в виде матриц

2 на 2 в силу наглядности и простоты выкладок, однако стоит отметить, что в 2+1

возможно и представление в виде матриц 4 на 4 [6].

γ0 =

σ3 0

0 −σ3

 , γ1 =

iσ1 0

0 −iσ1

 , γ2 =

iσ2 0

0 −iσ2

 , (59)

σ1 =

0 1

1 0

 ; σ2 =

0 −i

i 0

 ; σ3 =

1 0

0 −1

 ,

iγµ∂µ =


i∂t −∂1 + i∂2 0 0

−∂1 − i∂2 −∂t 0 0

0 0 −i∂t ∂1 − i∂2

0 0 ∂1 + i∂2 i∂t

 (60)

Преобразование Фурье по пространственным координатам:

Ψ(t,x) = ψ(t)eip1x+ip2y =


ψ1(t)

ψ2(t)

ψ3(t)

ψ4(t)

 eip1+ip2y (61)
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Тогда в координатном виде уравнение движения запишется так:

(i∂t −M(t))ψ1(t) + (−ip1 − p2)ψ2(t) = 0

(−i∂t −M(t))ψ2(t) + (−ip1 + p2)ψ1(t) = 0

(−i∂t −M(t))ψ3(t) + (ip1 + p2)ψ4(t) = 0

(i∂t −M(t))ψ4(t) + (ip1 − p2)ψ3(t) = 0

(62)

(∂2t + ω2
±(t))ψ

14
23 = 0 (63)

ω± = p2 +M2(t)± i∂tM = p2 + (m+ αt)2 ± iα, p2 = p21 + p22, (64)

(∂2t + p2 + (m+ αt)2 ± iα)ψ14
23 = 0 (65)

Проделав аналогичные выкладки, можно получить следующие выражения для

положительно- и отрицательно-частотных решений уравнения движения:

ψ(+)(t,x) = A


Dν(z(t))

i+1√
2

ip1+p2√
2α

Dν−1(z)

i+1√
2

−ip1+p2√
2α

Dν−1(z)

Dν(z(t))

 eip1x+ip2y (66)

ψ(−)(t,x) = A


1−i√

2

−ip1+p2√
2α

D∗
ν−1(z)

D∗
ν(z(t))

D∗
ν(z(t))

1−i√
2

ip1+p2√
2α

D∗
ν−1(z)

 e−ip1x−ip2y (67)

Используя разложение волновых функций через операторы рождения и уничтоже-

ния, можно получить следующее выражение для тока:

〈ψψ̄〉 =
∫

d2p

(2π)2

∫
d2q

(2π)2
〈bqb(+)

p 〉ψ̄(−)
p ψ(−)

q ei(p−q)x =

∫
d2p

(2π)2
ψ̄(−)
p ψ(−)

p =

=

∫
d2p

(2π)2
(|ψ1|2 − |ψ2|2 − |ψ3|2 + |ψ4|2) =

∫
d2p

(2π)2
(|ψ1|2 − |ψ2|2) =

=

∫
d2p

(2π)2
|A|2

(
p2

2α
|Dν−1(z)|2 − |Dν(z)|2

)
=

∫
d2p

(2π)2

(
1− 2e−

πp2

4α |Dν(z)|2
)

(68)

Нормально упорядоченный ток в предельных случаях:M � Λ и M � Λ:

〈: ψψ̄ :〉 ≈ α2

16π

[
1

M2
− 1

m2

]
− αtΛ

π
+

(αt)2

π
, (69)

в случае M � Λ:

〈: ψψ̄ :〉 ≈ −m
√
m2 ++Λ2 − Λ2 + Λ44M2. (70)

Как видно, результаты согласуются.
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B. Вывод ассимптотики для функции параболиче-

ского цилиндра

Данный вывод почти полностью следует из статьи [4]. Для функции параболи-

ческого цилиндра в пределе |p| �
√
α справедливо следующее разложение:

Dν(z) ≈
zΓ(1 + ν)√

2πi
e−

z2

4

1∑
j=0

exp(f(vj) + iαj)√
|f ′′(vj)|

×

×

[
1 +

∞∑
l=2

(2l − 1)!! exp(2ilαj)

v2lj |f ′′(vj)|l
∑
λn

2l∏
n=3

(
[(1 + p)/n]λn

λn!

)]
, (71)

где f(v) = z2(v − v2/2) − (1 + p) ln(zv), αj = π/2 − arg f ′′(vj)/2. Внутренняя сум-

ма берется по всем различным неотрицательным целым решениям λn, таким что∑2l
n=3 nλn = 2l. Эту сумму можно оценить так: каждый l член суммы сожержит

1

(v0,1f ′′(v0,1))2k
=

(
1

2(1 + ν)

[
1∓

(
1− 4(1 + ν)

z2

)−1/2
])2l

. (72)

В случае |ν| � 1 получаем, что этот член пропорционален O
(
1
ν

)
. Тогда после

несложных преобразований получаем, что

Dν(z(t)) ≈
e

πp2

8α

√
2

(
1 +

M√
M2 + p2

) 1
2

eiφ
[
1 +O

(
α

M2 + p2

)]
, (73)

где φ = p2

4α
− p2

4α
log

(
√

M2+p2+M2)2

2α
− M

√
M2+p2

2α
.
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