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1. Введение

1.1. 0 + 1 мерная квантовая механика
Хорошо известно решение для обычного одномерного гармонического осцилля-

тора в представление Гейзенберга:

x̂(t) =
1√
2ω

eiwtâ† +
1√
2ω

e−iwtâ, Ĥ = ω
[
â†â+

1

2

] [
â,â†

]
= 1 (1.1)

Такой переход от оператора координаты к операторам повышения и понижения вы-
бран, потому что это обеспечит нам диагональный гамильтониан. Давайте действо-
вать так, будто мы не знаем что вышеупомянутая замена предпочтительна. Разло-
жим оператор поля(координаты) по произвольному набору мод(решений уравнения
движения):

x̂(t) = f(t)â† + h.c =
(
C+e

iωt + C−e
−iωt

)
â† + h.c., где C2

+ − C2
− =

1

2ω
(1.2)

где C± это произвольные действительные1 числа, а последнее равенство следует из
канонических коммутационных соотношений между координатой и импульсом, а
также между â и â†. Проанализируем почему выбор мод (1.1) оправдан. Во-первых,
подставив оператор координаты (1.2) в гамильтониан, получим:

Ĥ =
1

2
â†â†

(
ḟ 2 + ω2f 2

)
+ â†â

(
|ḟ |2 + ω2|f |2

)
+ h.c.

Где коэффициенты перед недиагональными элементами (â†â†) будет равны нулю,
тогда и только тогда, когда C− = 0. Во-вторых, из физических соображений мы
ожидаем, что корреляционная функция W (t,t′) =

〈
x̂(t′)x̂(t)

〉
должна зависеть толь-

ко от разницы времен (t′ − t). Можно показать, что если C− 6= 0, тогда W (t,t′) =
f(t− t′,t+ t′), что противоречит симметрии пространства. В сумме только один вы-
бор2 мод в виде (1.1) даст нам всем три важных свойства:

X Диагональный гамильтониан
X Пропагаторы, которые зависят от геодезического расстояния

1В общем случае эти числа можно сделать комплексными, но для простоты положим их действи-
тельными.

2Заметим что переход от одних мод к другим - это на самом деле преобразование Боголюбова, а
последние уравнение в (1.2) это ни что иное как условие каноничности этих преобразований.
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1.2. Пространство де Ситтера
Разобравшись на игрушечном примере, перейдем к квантовой теории скалярного

поля в пространстве де Ситтера. Напомним, что это простейшая модель инфляцион-
но расширяющейся вселенной. Расширение означает, что наша теория не стационар-
на, т.е. у нас больше нет трансляционной инвариантности по времени. В этом случае,
также как и в квантовой механике, мы хотим перейти от оператора поля ϕ̂ к его раз-
ложению по операторам âk и â†k′ , которые коммутируют как [âk,â

†
k′ ] = (2π)D−1δ(k−k′).

Также как и случае с осциллятором, нам нужно зафиксировать две комплексные
константы. В квантовой механике мы требовали выполнения трёх условий, обсуж-
давшихся выше. В пространстве де Ситтера нас ожидают трудности.
Во-первых, диагонализовать гамильтониан на всей оси времени не получится.

Метрика в пространстве де Ситтера явно зависит от времени, поэтому коэффици-
енты при недиагональных элементах гамильтониана будут функциями от времени.
Как следствие его можно диагонализавать только в одной точке, а не раз и навсегда.
Во-вторых, как мы увидим, различный выбор мод приводит к корреляционным

функциям, которые зависят от геодезического расстояния или ,иначе говоря, ува-
жают симметрию пространства. Следовательно у нас остается свобода выбора ко-
эффициентов.
Как отмечалось ранее, переход от одних мод к другим это преобразование Бого-

любова, и разные моды соответствуют разным операторам рождения и уничтоже-
ния, а значит и разным состояниям старшего веса в пространстве Фока:

â
∣∣∣α〉 = 0, (1.3)

которое, вообще говоря, может не является основным3 состоянием. Соответственно
мы можем определить так называемые in- и out- пропагаторы, отвечающие одной
волне на минус бесконечности и на плюс бесконечности соответственно. Это про-
пагаторы, которые ведут себя как eit при больших t, что соответствует бесконечно
удаленным по времени точкам.

3В теориях с гамильтонианом, зависящим от времени, понятия энергии в привычном понимании
этого слова не существует.
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2. Связь мнимой части эффективного действия и
пропагатора в совпадающих точках
Данная работа является продолжением исследований проведенных в статьях [1]

и [2]. Начнем с обсуждения реального скалярного поля в кривом пространстве. Здесь
и далее мы обозначаем массу скалярного поля ϕ как m, метрику как gµν и модуль
детерминанта метрики как |g|. Эффективное действие, которое определено как:

eiSeff = ei
∫
Leff dx =

∫
d[ϕ]eiS[ϕ], где S[ϕ] =

∫
dDx

√
|g|

(
∂µϕ∂

µϕ−m2ϕ2
)
.

Прямым вычислением можно показать что:

∂

∂m2
log

∫
d[ϕ]eiS[ϕ] = −i

∫
dx

∫
d[ϕ]ϕ(x)ϕ(x)eiS[ϕ]∫
d[ϕ]eiS[ϕ]

= −i

∫
dx GF (x,x).

Как результат мы можем связать эффективный лагранжиан с пропагатором Фейн-
мана в совпадающих точках.

Leff =
∫ m2

∞
dm2 GF (x,x). (2.1)

Если взглянуть на соотношение:〈
Out

∣∣∣In〉 = ei
∫
Leffdx, (2.2)

видно, что если Leff реален, тогда амплитуда перехода будет всего лишь фазой и
вероятность перехода из In- в Out- состояние равна единице. Но если эффектив-
ный лагранжиан имеет мнимую часть - вероятность такого перехода не будет равна
единице: ∣∣∣∣〈Out∣∣∣In〉∣∣∣∣2 6= 1. , (2.3)

Это означает нестабильность основного состояния по отношению к рождению ча-
стиц. Таким образом, пропагатор Фейнмана, который имеет конечную мнимую часть
в совпадающих точках, вызывает особый интерес, и мы покажем, что такую же си-
туацию можно увидеть в пространстве де Ситтера.
В этих вычислениях всё зависит от выбора состояния, следовательно нам следует

сперва определить моды. После того как мы определим моды - мы определим про-
странства Фока 4. В конце мы вычислим T-упорядоченный пропагатор Фейнмана
между разными состоянии.

4Заметим, что низшие состояния в них не всегда основные состояния свободного гамильтониана.
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3. Фейнмановские α−β пропагаторы в глобальных
координатах пространства де Ситтера

3.1. Свободные моды
В глобальных координатах пространства де Ситтера метрика имеет следующий

вид:

ds2 = −dt2 + cosh2(t)dΩ2, (3.1)

где, dΩ2 элемент длины на единичной сфере, и √
g = coshD−1(t)

√
|gΩ|, где |gΩ| это

детерминант метрики на сфере. Так что оператор Клейна-Гордона в этом простран-
стве выглядит как:

− 1
√
g
∂µg

µν√g∂ν +m2 = ∂2
t + (D − 1) tanh(t)∂t − cosh−2(t)4Ω +m2.

Здесь4Ω это оператор Лапласа на единичной сфере. Можно заметить что уравнение
КГ симметрично по отношению к преобразованиям t → −t, и как результат для
любого решения y(t) существует другое решение y(−t).
Чтобы найти все решения, мы разложим искомую функцию по сферическим

гармоникам ϕ =
∑

j,m ϕj(t)Yjm(Ω) где j неотрицательное целое и m = (1,2,..,Nj,D),
где Nj,D размерность пространства (D−1)- мерных сферических гармоник, которые
обладают следующим свойством:

4ΩYjm = −j(j +D − 2)Yjm.

Тогда уравнение Клейна-Гордона для слабо взаимодействующего с гравитацией ска-
лярного поля преобразуется в:(

∂2
t + (D − 1) tanh(t)∂t + j(j +D − 2) cosh−2(t) +m2

)
ϕj(t) = 0. (3.2)

Это уравнение имеет два линейно независимых решения в терминах функций Фер-
рера (P and Q) также известные как присоединенные функции Лежандра на разрезе:

ϕj(t) = C1 cosh−
D−1
2 (t)P−iµ

j+D−3
2

(tanh t) + C2
2

π
cosh−

D−1
2 (t)Q−iµ

j+D−3
2

(tanh t). (3.3)

Где P(z) и Q(z) это не тоже самое что функции Лежандра P (z) и Q(z). И те и
те являются решением уравнения Лежандра, но тогда как первые определены на
интервале z = (−1,1) вторые определение на комплексной плоскости z с разрезом
(−∞,1].
Такой набор мод как (3.3) был использован в, например, [5]. Из него может быть

полученны моды, которые используются в [6] и [7]. Дальше мы будем использовать
обозначения ν = j + D−3

2
и µ =

√
m2 − (D−1)2

4
.
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Теперь наша задача найти In- и Out- , а затем и α− моды. Для этого мы долж-
ны найти поведение функций P и Q на плюс и минус бесконечностях t → ±∞, к
примеру:

P−iµ
ν (tanh t) ≈ e−iµt

Γ(1− iµ)
, если t → +∞. (3.4)

Следовательно на плюс бесконечности эта функция ведет себя как одна волна с
частотой равной µ. То есть моды (3.3) с C2 = 0 обычно называются Out− моды в
пространстве де Ситтера
Чтобы найти In- моды нам понадобятся следующие соотношения:

sin ((ν − iµ)π)

Γ (ν + iµ+ 1)
Piµ
ν (x) =

sin (νπ)
Γ (ν − iµ+ 1)

P−iµ
ν (x)− sin (iµπ)

Γ (ν − iµ+ 1)
P−iµ
ν (−x) ,

использую которые, можно показать что при t → −∞:

P−iµ
ν (tanh t) ≈ sin (νπ)

sin (iµπ) Γ(1− iµ)
eiµt − sin ((ν − iµ)π) Γ (ν − iµ+ 1)

Γ (ν + iµ+ 1) sin (iµπ) Γ(1 + iµ)
e−iµt. (3.5)

Для функции Q есть следующее соотношение:

2 sin (iµπ)
πΓ (ν − iµ+ 1)

Q−iµ
ν (x) =

1

Γ (ν + iµ+ 1)
Piµ
ν (x)− cos (iµπ)

Γ (ν − iµ+ 1)
P−iµ
ν (x) .

Следовательно на минус бесконечности t → −∞ эта функция ведет себя как:

Q−iµ
ν (tanh t) = π cos(νπ)

2 sin(iµπ)Γ(1− iµ)
eiµt − π cos((ν − iµ)π)Γ(ν − iµ+ 1)

2 sin(iµπ)Γ(ν + iµ+ 1)Γ(1 + iµ)
e−iµt. (3.6)

Если объединить функции (3.5) и (3.6), можно найти коэффициент перед e±iµt в
(3.3) в бесконечном прошлом. Этот коэффициент (e+iµt) равен нулю если выполнено
следующее соотношение:

C1 sin
[(

j +
D − 3

2

)
π

]
+ C2 cos

[(
j +

D − 3

2

)
π

]
= 0, (3.7)

тогда соответствующее решение (3.3) ведет себя как одна волна в бесконечном про-
шлом. Такие моды обычно называются In-моды в пространстве де Ситтера
Вероятно здесь стоит подчеркнуть, что из формулы (3.7) следует что в четных

измерениях C1 = 0, а в нечетных C2 = 0. Следовательно в нечетных измерениях
In- и Out- моды совпадают 5. Это важное наблюдение, в частности поэтому мы не
будем рассматривать α-состояния в нечетных размерностях. Когда мы обсуждаем
далее α−состояния мы подразумеваем всегда нечетные измерения.

5 Это означает что уравнение (3.2) для нечетных D имеет не рассеивающий потенциал, если рас-
смотреть проблему поиска мод, как задачу рассеяния для уравнения (3.2). А именно, в обсуждаемом
случае, одна волна по одну сторону от потенциала проходит сквозь него не рассеявшись.
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Заметим, что никакие из α− мод не диагонализуют гамильтониан нашей теории
во все моменты времени. Этим ситуация отличается от Пуанкаре региона. Потому
что его геометрия такова, что каждая мода испытывает бесконечный синий сдвиг
при движении в бесконечное прошлое, т.е. имеют очень короткую длину волны.
Такие ”сжатые”моды почти не чувствуют кривизну пространства де Ситтера. Это
означает что в бесконечном прошлом в Пуанкаре регионе фоновое гравитационное
поле эффективно выключено и, соответственно, гамильтониан может быть диаго-
нализован.

3.2. Коммутационные соотношение
Рассмотрим оператор поля (t̃ ≡ tanh t):

ϕ̂(t,~x) =
∑
j,m

cosh(t)−
D−1
2

[(
α1P−iµ

ν (t̃) + α2
2

π
Q−iµ

ν (t̃)

)
Yjm(~x)â

†
j,m+

+

(
α∗
1Piµ

ν (t̃) + α∗
2

2

π
Qiµ

ν (t̃)

)
Y ∗
jm(~x)âj,m

]
. (3.8)

Здесь и далее ~x это вектор в угловых координатах на (D − 1) - мерной сфере. Если
[âj,m,â

†
j′,m′ ] = δj,jδm,m′ мы должны выбрать такие комплексные константы α1,2 что

выполняются канонические коммутационные соотношения:

[ϕ(t,~x),ϕ̇(t,~y)] = −iδ(~x− ~y)
√
g

. (3.9)

Мы определим
(
α1P−iµ

ν (t̃) + α2
2
π
Q−iµ

ν (t̃)

)
cosh(t)−D−1

2 = fj. Тогда,

[ϕ(t,~x),ϕ̇(t,~y)] =
∑
j,m

(
f ∗
j ḟjY

∗
j,m(~x)Yj,m(~y)− fj ḟ

∗
j Yj,m(~x)Y

∗
j,m(~y)

)
.

Можно переобозначить сумму по m так, что Y ∗
j,m(~x)Yj,m(~y) → Yj,m(~x)Y

∗
j,m(~y). На-

пример, для D = 3: если мы изменим m → 2j + 1 − m сферические гармоники
преобразуются как Yj,m(~x) → Y ∗

j,m(~x). Следовательно,

[ϕ(t,~x),ϕ̇(t,~y)] =
∑
j,m

Yj,m(~x)Y
∗
j,m(~y)

(
f ∗
j ḟj − fj ḟ

∗
j

)
= −

∑
j,m

Yj,m(~x)Y
∗
j,m(~y)Wt(fj,f

∗
j ),

где Wt это вронскиан двух решений уравнения (3.2), который не зависит от j. В
результате мы можем использовать свойство полноты сферических гармоник:∑

j,m

Yj,m(~x)Y
∗
j,m(~y) =

δ(~x− ~y)
√
gΩ

.
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Следовательно

[ϕ(t,~x),ϕ̇(t,~y)] = −δ(~x− ~y)
√
gΩ

Wt(fj,f
∗
j ).

Для любых двух решений (3.2) выполнено:

Wt(f,f
∗) = Ce−

∫
(D−1) tanh(t)dt = C cosh−(D−1)(t) =

C
√
gΩ√
|g|

,

где − это некоторая константа, которая зависит от α1,2. Теперь мы должны найти
такие α1,2 при которых C = i чтобы удовлетворить (3.9). Используя [11], мы найдем
что

Wt

(
α1P−iµ

ν (t̃) + α2
2

π
Q−iµ

ν (t̃),α∗
1Piµ

ν (t̃) + α∗
2

2

π
Qiµ

ν (t̃)

)
=

=

(
|α1|2 + |α2|2

)
2i sinh(µπ)

π
−

(
α∗
1α2 − α∗

2α1

)
2 cosh(µπ)

π
= i. (3.10)

Это и есть условие, которому должны удовлетворять коэффициенты α1,2 чтобы ка-
нонические коммутационные соотношения были выполнены.
Тогда Out-моды задаются:

α1 =

√
π

2 sinh(µπ)
, и α2 = 0. (3.11)

В тоже время In-моды соответствуют:

α1 =

√
π

2 sinh(µπ)
, α2 = 0, в нечетных измерениях,

и α2 =

√
π

2 sinh(µπ)
, α1 = 0, в четных измерениях.

В общем случае, для действительных α1,2 удовлетворяющих (3.10) полученое ре-
шение (3.2) связано с α− модами, введенными в статьях [3], [4], преобразованием
Боголюбова.

3.3. Преобразования Боголюбова
Рассмотрим разложение поля ϕ(t,~x) по модам с другими коэффициентами (β1 и

β2) и соответствующими операторами b̂†j,m и b̂j,m. Здесь β1 и β2 удовлетворяют таким
же соотношениям что α1 и α2, т.е. (3.10). Разложение оператора поля ϕ̂(t,~x) в этих
модах, выглядит как:

ϕ̂(t,~x) =
∑
j,m

cosh(t)−
D−1
2

[(
β1P−iµ

ν (t̃) + β2
2

π
Q−iµ

ν (t̃)

)
Yjm(~x)b̂

†
j,m+

+

(
β∗
1Piµ

ν (t̃) + β∗
2

2

π
Qiµ

ν (t̃)

)
Y ∗
jm(~x)b̂j,m

]
. (3.12)
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Используя (3.6) можно переписать α и β - моды в терминах P−iµ
ν (t̃) и Piµ

ν (t̃) вместо
P−iµ
ν (t̃) и Q−iµ

ν (t̃). Тогда можно сравнить (3.8) с (3.12). Коэффициенты перед P±iµ
ν в

обоих разложениях должны быть равны. Таким образом мы получаем два уравне-
ния:

α2Y C+â
† + (α∗

1 + α∗
2C

∗
−)Y

∗â = β2Y C+b̂
† + (β∗

1 + β∗
2C

∗
−)Y

∗b̂,

α∗
2Y

∗C∗
+â+ (α1 + α2C−)Y â† = β∗

2Y
∗C∗

+b̂+ (β1 + β2C−)Y b̂†,

Мы обозначили Yj,m = Y для того чтобы упростить последние выражения, и также
обозначили

C+ = −i
Γ(ν − iµ+ 1)

sinh(µπ)Γ(ν + iµ+ 1)
и C− = i coth(µπ).

Можно найти решение этих уравнение в следующей форме â† = ubb̂
† + uaâ. Ниже

нам понадобится только ub:

ub =
|β1 + β2C−|2 − |C+|2|β2|2

α2β∗
2 + α1β∗

1 + α2β∗
1C− + α1β∗

2C
∗
−
. (3.13)

Заметим, что ub не зависит от j и этот факт нам окажется важным ниже.

3.4. α− β пропагатор Фейнмана
3.4.1. Разложение по модам

Обозначим:

f1,j =

(
α1P−iµ

ν (t̃) + α2
2

π
Q−iµ

ν (t̃)

)
cosh(t)−

D−1
2 и f2,j =

(
β1P−iµ

ν (t̃) + β2
2

π
Q−iµ

ν (t̃)

)
cosh(t)−

D−1
2 .

Наша цель в том, что бы вычислить пропагатор Фейнмана между состояниями
∣∣∣α〉

и
∣∣∣β〉, которые определены как âj,m

∣∣∣α〉 = 0 и b̂j,m

∣∣∣β〉 = 0:

Gα−β(t1,~x|t2,~y) =

〈
β
∣∣∣Tϕ(~y,t2)ϕ(~x,t1)∣∣∣α〉〈

β
∣∣∣α〉 =

=
1〈

β
∣∣∣α〉

〈
β
∣∣∣ ∑
j,m,j′,m′

f ∗
2,j(t2)Y

∗
j,m(~y)f1,j′(t1)Yj′,m′(t2)â

†
j′,m

∣∣∣α〉 =

=
1〈

β
∣∣∣α〉

〈
β
∣∣∣ ∑
j,m,j′,m′

(f ∗
2,j(t2)Y

∗
j,m(~y)b̂j,mf1,j′(t1)Yj,m′(~x)b̂j,m(ubb̂

†
j,m + uaâj,m)

∣∣∣α〉 =

=
∑
j,m

f ∗
2,j(t2)f1,j(t1)ubY

∗
j,m(~y)Yj,m(~x). (3.14)
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Предположим что (t1 < t2). Тогда в D > 2 можно использовать соотношение:

Nj,D∑
m=1

Yj,m(~y)Y
∗
j,m(~x) =

2j +D − 2

|SD−1|(D − 2)
C

D−2
2

j (~x~y).

Где C
D−2
2

j (~x~y) это полиномы Гегенбауэра, а |SD−1| - это площадь (D − 1)-мерной
сферы. Тогда:

Gα−β(t1,~x|t2,~y) =
ub cosh(t1)−

D−1
2 cosh(t2)−

D−1
2

|SD−1|(D − 2)
×

×
∑
j

(
2j +D − 2

)(
β∗
1P

iµ

j+D−3
2

(t̃2) + β∗
2

2

π
Qiµ

j+D−3
2

(t̃2)

)
×

×
(
α1P−iµ

j+D−3
2

(t̃1) + α2
2

π
Q−iµ

j+D−3
2

(t̃1)

)
C

D−2
2

j (~x~y). (3.15)

В будущем мы всегда вычисляем эту функцию в четных измерениях. Повторимся,
что мы не изучаем α-состояния и моды в нечетных размерностях потому что там∣∣∣In〉 =

∣∣∣Out〉.
3.4.2. Точный вид пропагатора

Чтобы вычислить (3.15) мы будем использовать уравнения из приложения. Про-
пагатор (3.15) может быть переписан как:

Gα−β(t1,~x|t2,~y) =
2ub

π

(
A1

)[
β∗
1α2 − iβ∗

1α1 cothµπ
]
−
(
A1

)∗ 2ubβ
∗
2α1

π sinh2 µπ
+

+
(
A2

) 2ub

π sinhµπ

[
iβ∗

1α1 + β∗
2α1 cothµπ

]
+
(
A3

)4ub

π2

[
β∗
2α2 − iβ∗

2α1 cothµπ
]
(3.16)

где (A1), (A2) и (A3) это выражения из соответствующих формул в приложение.
Обозначим:

Z± ≡ Z ± iε =
−t̃1t̃2 + ~x~y√

1− t̃1
2
√

1− t̃2
2
± iε. (3.17)

Это скалярно-инвариантное (гиперболическое расстояние) между (t1,~x) и (t2,~y) вы-
раженное через координаты глобального де Ситтера. Также, ниже мы будем исполь-
зовать следующие обозначения:

F k
a (x) = (x2 − 1)−

k
2P k

a (x), Sk
a(x) = (x2 − 1)−

k
2Qk

a(−x), (3.18)

10



В этих обозначение уравнение (3.16) приобретает следующую форму:

Gα−β(Z) =
(−1)

D−2
2

2(2π)
D
2

[
S

D−2
2

−iµ− 1
2

(Z+)
(
B1+B2e

−µπ−iπ

2
B3

)
+S

D−2
2

−iµ− 1
2

(Z−)
(
B1+B2e

µπ+
iπ

2
B3

)
+

+B4

(
S

D−2
2

iµ− 1
2

(Z+) + S
D−2
2

iµ− 1
2

(Z−)
)
+B3

iπ2

2 coshµπ

(
F

D−2
2

−iµ− 1
2

(Z+)− F
D−2
2

−iµ− 1
2

(Z−)
)]

, (3.19)

где:

B1 =
2ub

π

[
β∗
1α2 − iβ∗

1α1 cothµπ
]
, B4 = −2ub

π

β∗
2α1

sinh2 µπ
,

B2 =
2ub

π sinhµπ

[
iβ∗

1α1 + β∗
2α1 cothµπ

]
, B3 =

4ub

π2

[
β∗
2α2 − iβ∗

2α1 cothµπ
]
,

как это следует из (3.16).

3.5. Поведение произвольного α − β пропагатора вблизи сов-
падающих точек

Совпадающие6 точки соответствуют Z = 1. Значит разложим:

Z ≈ 1− δ2

2
, где δ → 0.

Выражение в последних скобках в формуле (3.19) исчезает из-за свойств функции
F k
a (Z) для целого k. Чтобы получить поведение остальных членов нам нужна сле-
дующая формула, которая используется, например, в [10]:

S
D−2
2

−iµ− 1
2

(Z±) =
|Γ(h+)|2

2
D
2 Γ

(
D
2

)[∓ i(−1)
D
2 e±µπF

(1 + Z±

2

)
+ F

(1− Z±

2

)]
, (3.20)

где h±:

h± =
D − 1

2
± iµ, (3.21)

и

F (x) ≡ 2F1

(
h+,h−,

D

2
,x
)
. (3.22)

Только в первом члене (3.20), а не во втором есть сингулярность в Z = 1. То есть в
обсуждаемом пределе пропагатор может быть разделен на две части:

Gα−β

(
Z ≈ 1− δ2

2

)
= Gsing(δ) +Gfinite(δ). (3.23)

6Вернее точки разделенные свето-подобным интервалом отвечают Z = 1, но мы для простоты
будем называть это совпадающими точками.
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Используя соотношения

F
(1 + Z±

2

)
≈ −1

4

Γ
(
D
2

)
Γ
(
D−2
2

)
|Γ(h+)|2

4
D
2

δD−2
, при δ → 0, (3.24)

можно показать, что

Gsing(δ) ≈
Γ
(

D−2
2

)
4π

D
2 δD−2

2ub

π

[
coshµπ

(
β∗
1α1 + β∗

2α2

)
+ i sinhµπ

(
β∗
1α2 − β∗

2α1

)]
=

=
(−1)

D−2
2 Γ

(
D−2
2

)
4π

D
2 δD−2

T, при δ → 0, (3.25)

что совпадает с поведением пропагатора в плоском пространстве Минковского, но
умноженное на некоторую константу T , которая зависит от конкретных α и β. В
тоже самое время, конечная часть (3.20) это:

Gfinite ≈
2(−1)

D−2
2 |Γ(h+)|2ub

π(4π)
D
2 Γ

(
D
2

) [
β∗
1α2 + β∗

2α1

]
, при δ → 0. (3.26)

Ниже мы исследуем, Gsing и Gfinity для конкретных значений α1,2 и β1,2. Заметим что,
(α− β)-пропагатор имеет вторую особенность в Z = −1 помимо Z = 1

3.6. α−β Пропагаторы в глобальном пространстве де Ситтера
для некоторых конкретных значений α− β

Так-как в нечетных измерениях
∣∣∣Out〉 =

∣∣∣In〉, то GIn-In = GIn-Out и эти два пропа-
гатора не имеют мнимой части

3.6.1. In-In в четных размерностях

Исходя из определения In-мод в главе 3.2 , In-In пропагатор соответствует:

α1 = β1 =

√
π

2 sinh(µπ)
, α2 = β2 = 0, then ub = 1.

Следовательно,

Geven
In-In(δ) ≈

Γ
(

D−2
2

)
4π

D
2 δD−2

cothµπ. (3.27)

Этот пропагатор не имеет мнимой части, также и Gfinite = 0
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3.6.2. In-Out в четных размерностях

В этом случае:

α2 = β1 =

√
π

2 sinh(µπ)
; α1 = β2 = 0, тогда ub = −i tanh(µπ).

1 В этом случае сумма (3.25) и (3.26) имеет следующую форму:

Geven
In-Out(δ) ≈

Γ
(

D−2
2

)
4π

D
2 δD−2

tanhµπ − i
(−1)

D−2
2 |Γ(h+)|2

(4π)
D
2 Γ

(
D
2

)
cosh πµ

, при δ → 0. (3.28)

Этот пропагатор имеет конечную мнимую часть, которая равна:

Im Geven
In-Out(Z = 1) = − (−1)

D−2
2 |Γ(h+)|2

(4π)
D
2 Γ

(
D
2

)
cosh πµ

. (3.29)

3.6.3. α− α пропагатор

Теперь рассмотрим случай:

α1 = β1, α2 = β2, тогда ub = 1. (3.30)

В результате:

Gα−α ≈
Γ
(

D−2
2

)
4π

D
2 δD−2

2

π

[
coshµπ

(
|α1|2 + |α2|2

)
+ i sinhµπ

(
α∗
1α2 − α∗

2α1

)]
= (3.31)

=
(−1)

D−2
2 Γ

(
D−2
2

)
4π

D
2 δD−2

T, при δ → 0, (3.32)

Найдем ограничения на T , используя условие (3.10), можно доказать что:

T ≥ 1. (3.33)

Минимум значения T соответствует случаю, когда:

−iα1 = α2 =

√
π

4eµπ
. (3.34)

И значение T = 1 не может быть достигнуто когда α1 и α2 оба реальные.
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3.7. Соответствие между α-модами глобальном де Ситтере и
модами Банча-Девиса в Пуанкаре патче

Скажем несколько комментариев по поводу мод Банча-Девиса в Пуанкаре реги-
оне. Можно подобрать такие α1 и α2, которые дадут пропагатор равный пропага-
тору Банча-Девиса в Пуанкаре регионе. Такие моды соответсвуют так называемым
евклидовым модам

∣∣∣E〉. Они обладают следующим свойством f(t) = f ∗(−t), а соот-
ветсвующий пропагатор ведет себя в совпадающих точках как пропагатор в плоском
минковском пространстве. Эти моды описаны в [3] и [7] и соответствуют

∣∣∣BD〉 или∣∣∣In〉 -состояниям в Пуанкаре регионе. Т.е. так называемый БД-БД пропагатор в
Пуанкаре регионе совпадает с E-E пропагатором в глобальном де Ситтере.
Так же стоит отметить что, не смотря на то что есть соответствие между пропа-

гаторами, нельзя написать преобразования Боголюбова между операторами в гло-
бальном де Ситтере и Пуанкаре регионе, потому что соответствующие моды явля-
ются базисом в разных функциональных пространствах (с разными граничными
условиями).

4. Заключение
Сейчас мы хотим привести ещё один аргумент почему фейнмановский пропа-

гатор не имеет мнимой части в нечетных размерностях7. Эффективное действие
можно переписать через интеграл по путям для частицы:

iSeff = log
(∫

d[ϕ]ei
∫
ddxL

)
=

∫ ∞

0

dT

T

∫
x(0)=x(T )

d[x]e
i
∫ T
0 dt

(
ẋ2

4
+m2

)
=

=

∫ ∞

0

dT

T
eiSextremal

√
1

det (4)
,

где Sextremal это экстремальное действие для частицы, а 4 это оператор, описываю-
щий флуктуации вблизи экстремума.
Обычно такие интегралы вычисляются после поворота Вика в евклидову сиг-

натуру. После такого поворта пространство де Ситтера переходит в сферу. Можно
показать что геодезическая линия на сфере это экватор. На D− сфере существуют
(D − 1) направления, в коотрых можно стянуть геодезическую, что соответствует
(D − 1) негативным собственным значениям. Так что:

−SE
eff ∼ det (41)

− 1
2 ∼ (−1)

d−1
2 .

Как следствие для четных измерений (ImSeff ) 6= 0, а для нечетных мы получаем
ноль.

7Хотим поблагодарить за это А. Полякова, подсказавшего этот аргумент.
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α-β Фейнмановский пропагатор был посчитан в четных измерениях в глобальном
пространстве де Ситтера. Получено что in- и out- одинаковы в нечетных измерени-
ях, следовательно in-out Фейнмановский пропагатор не имеет мнимой части. Но в
нечетных измерения картина интереснее. Мнимая часть пропагатора равна (3.29).
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5. Приложение
Следующие вычисления работают только при четных D. Здесь и далее, под про-

изведением двух функций Лежандра (например:P(x)Q(y)) подразумевается, что это
произведение упорядоченно т.е. x > y. Чтобы упростить формулы мы будем исполь-
зовать обозначения из (3.18). Также нам понадобятся три формулы из [5]:(

cosh t2 cosh t1
)−D−1

2

(D − 2)|ΩD−1|
∑
j

(
2j +D − 2

)
Piµ

j+D−3
2

(t̃2)Q−iµ

j+D−3
2

(t̃1)C
D−2
2

j (~x~y) =

=
(−1)

D−2
2

2(2π)
D
2

[
(Z2

+ − 1)−
D−2
4 Q

D−2
2

−iµ− 1
2

(−Z+) + (Z2
− − 1)−

D−2
4 Q

D−2
2

−iµ− 1
2

(−Z−)
]
=

=
(−1)

D−2
2

2(2π)
D
2

[
S

D−2
2

−iµ− 1
2

(Z+) + S
D−2
2

−iµ− 1
2

(Z−)
]
, (A1)

(
cosh t2 cosh t1

)−D−1
2

(D − 2)|ΩD−1|
∑
j

(
2j+D−2

)Γ(j + D−3
2

− iµ+ 1)

Γ(j + D−3
2

+ iµ+ 1)
Piµ

j+D−3
2

(t̃2)Qiµ

j+D−3
2

(t̃1)C
D−2
2

j (~x~y) =

=
(−1)

D−2
2

2(2π)
D
2

[
e−πµ(Z2

+ − 1)−
D−2
4 Q

D−2
2

−iµ− 1
2

(−Z+) + eπµ(Z2
− − 1)−

D−2
4 Q

D−2
2

−iµ− 1
2

(−Z−)
]
=

=
(−1)

D−2
2

2(2π)
D
2

[
e−πµS

D−2
2

−iµ− 1
2

(Z+) + eπµS
D−2
2

−iµ− 1
2

(Z−)
]
(A2)

и (
cosh t2 cosh t1

)−D−1
2

(D − 2)|ΩD−1|
∑
j

(
2j +D − 2

)
Qiµ

j+D−3
2

(t̃2)Q−iµ

j+D−3
2

(t̃1)C
D−2
2

j (~x~y) =

= −iπ

2

(−1)
D−2
2

2(2π)
D
2

[
(Z2

+ − 1)−
D−2
4 Q

D−2
2

−iµ− 1
2

(−Z+)− (Z2
− − 1)−

D−2
4 Q

D−2
2

−iµ− 1
2

(−Z−)−

− π

cosh πµ

(
(Z2

+ − 1)−
D−2
4 P

D−2
2

−iµ− 1
2

(Z+)− (Z2
− − 1)−

D−2
4 P

D−2
2

−iµ− 1
2

(Z−)
)]

=

= −iπ

2

(−1)
D−2
2

2(2π)
D
2

[
S

D−2
2

−iµ− 1
2

(Z+)− S
D−2
2

−iµ− 1
2

(Z−)−
π

cosh πµ

(
F

D−2
2

−iµ− 1
2

(Z+)− F
D−2
2

−iµ− 1
2

(Z−)
)]

.

(A3)

где мы использовали Z±, которые определены в (3.17). Чтобы посчитать (3.15) мы
должны выполнить четыре суммы поj. В соответствии с [5]:

P−iµ
ν (x) =

Γ(ν − iµ+ 1)

Γ(ν + iµ+ 1)

[
coshπµ Piµ

ν (x)− 2i

π
sinh πµ Qiµ

ν

]
, (A4)
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Q−iµ
ν (x) =

Γ(ν − iµ+ 1)

Γ(ν + iµ+ 1)

[πi
2
sinh πµ Piµ

ν (x) + cosh πµ Qiµ
ν

]
. (A5)

Можно преобразовать сумму (3.15) в (A1), (A2), and (A3). Мы обозначаем сумму
как:

P+Q− =

(
cosh t2 cosh t1

)−D−1
2

(D − 2)|ΩD−1|
∑
j

(
2j +D − 2

)
Piµ

j+D−3
2

(t̃2)Q−iµ

j+D−3
2

(t̃1)C
D−2
2

j (~x~y).

В результате:

P+P− =
2

π

i

sinhµπ
(A2)− 2i coshµπ

π sinhµπ
(A1),

и

Q+P− = − 1

sinh2 µπ
(A1)∗ +

coshµπ
sinh2 µπ

(A2)− 2i coshµπ
π sinhµπ

(A3).
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