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1 Ââåäåíèå

Ìîäåëüþ Øâèíãåðà íàçûâàåòñÿ äâóìåðíàÿ ÊÝÄ ñ áåçìàññîâûìè ôåðìèîíàìè. Èçâåñòíî,
÷òî â äàííîé ìîäåëè íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå ìîæíî ïîëíîñòüþ èçáàâèòüñÿ îò ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ, îäíàêî êâàíòîâûå ïîïðàâêè ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ àíîìàëèè,êîòîðàÿ "âîçðàùàåò"
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.Äåéñòâèòåëüíî, òåîðèÿ îáëàäàåò àêñèàëüíîé ñèììåòðèåé íà êëàññè÷åñêîì
óðîâíå,îäíàêî àêñèàëüíûé òîê â äàííîé ìîäåëè íå ñîõðàíÿåòñÿ. È òî è äðóãîå ìîæåò áûòü
ïîêàçàíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, îäíàêî ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ ýòèõ àíîìàëèé óæå íå òàê
òðèâèàëåí. Çäåñü áóäåò ïîêàçàíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ îáíàðóæåíèÿ âûøåóêàçàííîé àíîìàëèè.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü áóäåò ðàçîáðàí ìåòîä, îñíîâàííûé íà êâàíòîâàíèè ñ ïîìîùüþ ôóíê-
öèîíàëüíîãî èíòåãðàëà. Ïðè àêñèàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè íå ñîõðàíÿåòñÿ ìåðà.ßêîáèàí ñâÿçàííûé
ñ ýòèì èçìåíåíèåì áóäåò ðàññ÷èòàí ïî ìåòîäó Âåðãåëåñà.

Äðóãîé ñïîñîá èñïîëüçóåò ìåòîä áîçîíèçàöèè.Áóäåò ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîððå-
ëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè ñêàëÿðíîãî è ñïèíîðíîãî ïîëåé.È íà îñíîâå ýòîãî ñîîòâåòñâèÿ áóäåò
ïîêàçàíî ïîÿâëåíèå àíîìàëèè.

Â êîíöå áóäåò ïîäíÿò âîïðîñ î ìàññèâíûõ ôåðìèîíàõ. Êëàññè÷åñêèì ðàññ÷åòîì ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ó ñâîáîäíîé ýíåðãèè åñòü íåíóëåâàÿ ìíèìàÿ ÷àñòü, ÷òî íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå
ñîîòâåòñâóåò ðîæäåíèþ ïàð.Äëÿ áîëåå ÷åñòíîé ïðîâåðêè ôàêòà ðîæäåíèÿ ÷àñòèö áóäåò ïîñ÷èòàí
òîê â äàííîé òåîðèè.Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàæå êëàññè÷åñêèìè ðàññóæäåíèÿìè,ìîæíî ïîê-
àçàòü òîò ôàêò, ÷òî äëÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö èìååò ìåñòî áûòü êîíôàéíìåíò.Ò.ê.çàêîí Êóëîíà
â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä E = const. Ó÷åò ïåòëåâûõ ïîïðàâîê äîëæåí ïðîëèòü
ñâåò íà äàííûé àñïåêò òåîðèè, è âîçìîæíî äàòü îãðàíè÷åíèå íà ïîëÿ, â êîòîðûõ âîçìîæíî
ðîæäåíèå ïàð.
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2 Ìîäåëü Øâèíãåðà

Èòàê ìîäåëü Øâèíãåðà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì Ëàãðàíæèàíîì:

L = ψ̄(i 6 D)ψ − 1

4
F 2
cl µν .

6 D = γµ(∂µ + ieAµ), γ0 = σ3, γ
1 = iσ1, γ5 = −σ2.

γ0 =

{
1 0
0 −1

}
, γ1 =

{
0 i
i 0

}
, γ5 =

{
0 i
−i 0

}
= iεµν .

Êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ òîêà, â ñèëó àíòèñèììåòðèè
Fµν , èìååò âèä:

∂νF
νµ = eψ̄γµψ = eJµ.

Â äâóìåðèè âåðíî, ÷òî:
γνγ5 = ενµγµ,

Äåéñòâèòåëüíî:
γ0γ0γ1 = γ1, γ1γ0γ1 = −γ0γ1γ1 = −γ0.

Èç ýòîãî ñëåäóåò âàæíîå ñâîéñòâà ñâÿçûâàþùåå ýëåêòðè÷åñêèé òîê ñ àêñèàëüíûì:

Jν5 = eψ̄γµγ5ψ = ενµψ̄γµψ ≡∗ Jν . (1)

Òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â äâóõ èçìåðåíèÿõ èìååò âèä:

Fµν = εµµE = −εµν ∗F . (2)

Â òåðìèíàõ ∗F óðàâíåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä:

∂µ
∗F = e ∗Jµ,

∗Jµ ≡ εµνJν = Jµ5 . (3)

Îòêóäà:
∂2 ∗F = e∂µJ

µ
5 . (4)

Äàëåå ìû ïîêàæåì íàëè÷èå àêñèàëüíîé àíîìàëèè:

∂µJ
µ
5 = − e

π
∗F . (5)

Ñîâìåùàÿ äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ:

(∂2 +
e2

π
)F01 = 0. (6)

×òî ïîäñòâåðæäàåò íàëè÷èå ìàññû ó "ôîòîíà".
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2.1 Ìåòîä ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà è àêñèàëüíàÿ êàëèáðîâêà

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ àíîìàëèè, ÿâëÿåòñÿ "àêñèàëüíàÿ " êàëèáðîâêà â ôîðìàëèçìå
ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà. Ïðè ïðèìåíåíèè àñêèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåíÿåòñÿ ìåðà
ôåðìèîííûõ ïîëåé. Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ïóíêòîâ.
1)Ðàñ÷åò èíôèíèòèçèìàëüíîãî ßêîáèàíà.
2)Ðàññóæäåíèå î ãëàäêîñòè àêñèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.
3)Ðàçáèåíèå àêñèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà èíôèíèòèçèìàëüíûå,ïðèìåíåíèå ïðåäøåñòâóþùåãî
ðàñ÷åòà è ïîëó÷åíèå îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà.

2.1.1 Èíôèíèòèçìàëüíîå àêñèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ïðè èíôèíèòèçìàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè â åâêëèäîâîé ñèãíàòóðå (ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè ñî
ñòàðøèìè ñòåïåíÿìè àëüôà), ìû èìååì:

ψ
′
= eiα(x)γ5ψ, ψ̄′ = ψ̄eiα(x)γ5 .

ψ̄′(i 6 D −m)ψ
′

= ψ̄(i 6 D −m− 6 ∂αγ5 − 2imγ5)ψ.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî :

J [α] =
det(i 6 D −m)

det(i 6 D −m− 6 ∂αγ5 − 2imγ5)
. (7)

Òåïåðü, ñëåäóÿ Âåðãåëåñó, ðàçîáü¼ì ïîëÿ íà ìîäû:

ψ(x) =
∑
n

anϕn(x)

ψ(x) =
∑
n

ϕn(x)†bn
, (8)

ãäå
6 Dϕn(x) = λnϕn(x), (9)

è ∫
ϕn(x)†ϕm(x)d4x = δn,m. (10)

Çàìåòèì, ÷òî ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ â ôóíêöèîíàëüíîì èíòåãðàëå èìååò âèä:

[dψ̄dψdA] = [dA]
∏
n,m

dandb̄m. (11)

Òîãäà ïðè èíôèíòèçèìàëüíîì àêñèàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè J [α] ìîæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ
äåòåðìèíàíòà îïåðàòîðà ïåðåìåøèâàþùåãî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ an, b̄m.

ψ(x)→ ψ′(x) ≡ exp [iα(x)γ5]ψ(x) ≡
∑
n

a′nϕn(x), (12)

3



ãäå

a′n =
∑
m

∫
ϕn(x)† exp [iα(x)γ5]ϕm(x)dxam ≡

∑
m

Cn,mam. (13)

Òîãäà:
Πda′n = (detCk,l)

−1 Πdan, (14)

J [α] = (detCk,l)
−2 , (15)

è
Cn,m ≈ δn,m + βn,m +O(α2), (16)

ãäå

βn,m = i

∫
α(x)ϕn(x)†γ5ϕm(x)d2x. (17)

detC ≈ det(1 + β) = exp[Tr ln(1 + β)] = exp[Trβ] =

= exp

[
i

∫
α(x)

∑
n

ϕn(x)†γ5ϕn(x)d2x

]
(18)

Ñëåä â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû íåîáõîäèìî ðåãóëÿðèçîâàòü:∑
n

ϕn(x)†γ5ϕn(x) = lim
M→∞

∑
n

ϕ†n(x)γ5 exp
[
− (λk/M)2]ϕn(x) =

= lim
M→∞

lim
x→y

Trγ5 exp
[
− ( 6 D/M)2] δ(x− y) =

= lim
M→∞

lim
x→y

∫
d2k

(2π)2
Trγ5 exp

[
−
(
[D2 + ieενµF

νµγ5]/M2
)]
e−ik(x−y) =

= lim
M→∞

Tr ieενµF
νµγ5γ5

1

M2

∫
d2k

(2π)2
e
kνkν
M2 =

ie

2π
ενµF

νµ. (19)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ÷òî:

ln J [α] = i

∫
d2xα(x)C(x), (20)

ãäå â íàøåì ñëó÷àå C(x) = − e
2π
εµνF

µν . Òîãäà èìååì:∫
dψ̄′dψ

′
exp[

∫
ψ̄′(i 6 D −m)ψ

′
] =

∫
dψ̄dψexp[

∫
ψ̄(i 6 D −m)ψ]exp[−

∫
iα(x)C(x) + ψ̄(6 ∂αγ5 + 2imαγ5)ψ] (21)

Îòêóäà âèäíî íàðóøåíèå ñîõðàíåíèÿ àêñèàëüíîãî òîêà. Âàðüèðóÿ ïî α ïîëó÷àåì ÷òî:

∂νJ
ν
5 = −i e

2π
εµνF

µν (22)
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2.1.2 Íåïðåðûâíîñòü àêñèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ñëåäóþùèì øàãîì áóäåò îáîñíîâàíèå ðàçáèåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ íà èíôèíèòèçèìàëüíûå
øàãè.

eiα(·)γ5 : S2 → U(1),

x→ eiα(x)γ5 .

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé êîìïàêòèôèöèðóåì E2 äî S2, òîãäà èìååì, ÷òî âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ
èìåþò âèä:

D =
{
eiα()γ5 : S2 → U(1)

}
.

Èçâåñòíî, ÷òî:
Π2(U(1)) = 0.

Òîãäà D ñâÿçàííî, òîãäà ïàðàìåòðèçóÿ ëþáîé ïóòü ïàðàìåòðîì τ , èìååì ÷òî:

eiα(·)γ5 : S2 × [0, 1]→ U(1),

(x, t)→ eiατ (x)γ5 .

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì ôàêòå, ÷òî D îäíîñâÿçíî, äåôîðìèðóåì S2 × [0, 1] äî S3. Òîãäà, êàê
èçâåñòíî, Π3(U(1)) = 0. Îòêóäà ñëåäóåò ÷òî ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü ïðÿìîé ïóòü ìåæäó 1
è eiα(x)γ5 .
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2.1.3 Ôèíèòíîå àêñèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå è îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò

Òåïåðü ìîæíî çàêîííî çàïèñàòü èñïêîìûé ÿêîáèàí â âèäå:

J [α] =
det(i 6 ∂ − e 6 A)

det(i 6 ∂ − eγν)(Aν + i
e
ενµ∂µα)

= lim(N → +∞)
N−1∏
n=0

det(i 6 ∂ − e 6 Bn)

det
(
i 6 ∂ − eγνBn

ν − ∂µ(α
n
)γµγ5

) ,
(23)

ãäå Bn
ν = Aν + i

e
ενµ∂

µα n
N
.

ln J [α] = lim(N → +∞)
N−1∑
n=0

ln J [n]inf = lim
N−1∑
n=0

i

∫
d2x(

α

N
)[− e

2π
εF (Bn)]. (24)

εµνF
µν(Bn) = εµνF

µν(A) +
i

e
(εµνε

νδ∂µ − εµνεµδ∂ν)∂δα
n

N
= εµνF

µν(A)− 2
i

e
∂2α

n

N
. (25)

ln J [α] =
2i

eπ
lim(N → +∞)

∫
d2xα

1

N

N−1∑
n=0

[εF − 2i

e

n

N
∂2α] =

=
2i

eπ
lim(N → +∞)

∫
d2xα[εF − i

e
∂2α]. (26)

Òåïåðü îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå àíàëîãè÷íî àêñèàëüíîé êàëèáðîâêå:Aν →
Aν + i

e
ενµ∂

µα, â êàëèáðîâêå Ëîðåíöà. À òàêæå ,÷òî êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí ïî àëüôà: − 1
e2

(∂α)2 =
( i
e
)2ενµε

νδ∂µα∂δα = A2.Â èòîãå ïîëó÷àåì:

det[i 6 ∂ − e 6 A] = exp[− e
2

2π

∫
d2xA2]det[i 6 ∂]. (27)

È îêîí÷àòåëüíî:∫
[dψ̄dψdA]exp[

∫
d2x[ψ̄(i 6 D)ψ − 1

4
F 2
νµ]] =

∫
[dA] det[i 6 ∂ − e 6 A]exp[−

∫
d2x

1

4
F 2
νµ] =

=

∫
[dA]exp[− e

2

2π

∫
d2xA2]det[i 6 ∂]exp[−

∫
d2x

1

4
F 2
νµ] =

=

∫
[dψ̄dψdA]exp[

∫
d2x[ψ̄(i 6 ∂)ψ − e2

2π
AνAν −

1

4
F 2
νµ]]. (28)
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2.2 Áîçîíèçàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ Ïàóëè-Âèëëàðñà

Àíîìàëèþ ìîæíî îáíàðóæèòü è äðóãèì ñïîñîáîì. Íàïðèìåð, åñëè èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðèçà-
öèþ Ïàóëè-Âèëëàðñà,ââîäÿ ìàññèâíîå ñïèíîðíîå ïîëå.

S
(
ψ, ψ,Aµ, φ

)
= −

∫
d2x[ψ(x)(6 ∂ + i 6 A)ψ(x)− φ(x)(6 ∂ + i 6 A+M)φ(x)]. (29)

Ïðèìåíÿÿ êàëèáðîâî÷íîå è àêñèàëüíî-êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå:

Bµ(x) = − [∂µα(x) + iεµν∂νβ(x)] (30)

ψ(x) = ei(α(x)+γ5β(x))ψ′(x), (31)

ψ(x) = ψ
′
(x)ei(−α(x)+γ5β(x)). (32)

Ìîæíî óâèäåòü ÷òî:(
ψ
′
, ψ′, Aµ, φ

′
)

= −
∫

d2x
[
ψ
′
(x)∂ψ′(x)− φ′(x)

(
6 ∂ +Me2iγ5β(x)

)
φ′(x)

]
(33)

.
Îòèíòåãðèðîâàâ ïî áîçîííûì ïîëÿì: D−1(β) = det

(
6 ∂ +Me2iγ5β(x)

)
,÷òî ñíîâà ìîæíî íà-

ïèñàòü â òåðìèíàõ ôåðìèîííîãî èíòåãðàëà:

1

D(β)
=

∫
[dψdψ] exp

∫
d2x

[
ψ(x) 6 ∂ψ(x) + e2iβ(x)σ+(x) + e−2iβ(x)σ−(x)

]
, (34)

ãäå:

σ+ = ψ̄

{
1 0
0 0

}
ψ, σ− = ψ̄

{
0 0
0 1

}
ψ.

Âûøåíàïèñàííûé ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ìîæíî îòáîçîíèçèðîâàòü:

S(ϑ, β) =

∫
d2x

{
1

2
[∂µϑ(x)]2 − MΛ

π
cos
(√

4πϑ+ 2β
)}

. (35)

Âçÿâ ïðåäåë M → +∞ è ñäåëàâ ñäâèæêó ϑ+ β/
√
π 7→ ϑ, ïîëó÷èì:

D−1(β) ∝ exp

[
− 1

2π

∫
d2x (∂µβ(x))2

]
. (36)

È îêîí÷àòåëüíî:

S
(
ψ
′
, ψ′, Aµ

)
= −

∫
d2x

[
ψ
′
(x) 6 ∂ψ′(x) +

1

2π

∫
d2x (∂µβ(x))2

]
. (37)

Äîïîëíèòåëüíûå êîììåíòàðèè î áîçîíèçàöèè ñìîòðè â ñåêöèè Äîïîëíåíèÿ.
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3 Ìàññèâíàÿ ìîäåëü Øâèíãåðà

Ìàññèâíûé ñëó÷àé, âûáðàíî äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ãàììà ìàòðèö äëÿ óäîáñòâà:

γ0 = σ1 =

{
0 1
1 0

}
, γ1 = iσ2 =

{
0 1
−1 0

}
.

ψ =

∫
dp

2π
eipxU(t), U(t) =

{
a(t)
b(t)

}
.

Ïîëó÷àåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íà êîìïîíåíòû ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíîãî ñïèíîðà:

{
−ma+ i−(p+ eEt)b = 0

i+(p+ eEt)a−mb = 0
(38)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì:

ma = iḃ− (p+ eEt)b, (39)

è ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå:

b̈+ ((p+ eEt)2 +m2 + ieE)b = 0. (40)

Òîãäà îáùèé âèä ðåøåíèÿ:
b = A1Dν(z) +B1D−ν−1(iz). (41)

Ãäå Dν(z) ôóíêöèÿ ïàðàáîëëè÷åñêîãî öèëèíäðà, z = (1 + i)
√
eE( p

eE
+ t),ν = −im2

2eE
.Ó÷èòûâàÿ

óëüòðàôèîëåòîâûå àññèìïòîòèêè ôóíêöèé, ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíûå ìîäû íåîáõîäèìî âû-
áðàòü â âèäå:

ψ(+)(t) = A(+)

{
i∂t−(p+eEt)

m
Dν(z)

Dν(z)

}
= A(+)

{
(i−1)

√
eEν

m
Dν−1(z)

Dν(z)

}
. (42)

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âû èñïîëüçîâàëè ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ôóíêöèé ïàðàáîë-
ëè÷åñêîãî öèëèíäðà:

(∂z +
1

2
z)Dν(z) = νDν−1(z). (43)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûå ìîäû, èñïîëüçóÿ ψ(−)(t, x) = iσ2ψ
(+)∗(t, x),

ãäå :

ψ(−)(t) = A(−)

{
D∗ν(z)

− (−i−1)
√
eEν∗

m
D∗ν−1(z)

}
. (44)

Îïðåäåëèâ ïîëíûå ìîäû ψ(±)(t, x) = ψ(±)(t)e∓ipx, ìîæíî çàôèêñèðîâàòü êîýôôèöèåíòû, èñ-
ïîëüçóÿ àíòèêîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:{

ψa(t, x), ψ†b(t, y)
}

=
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=

∫∫
dp

2π

dq

2π

[{
ap, a

+
q

}
ψ(+)
a,p (t)ψ

(+)
b,q (t)∗ei(px−qy) +

{
b+
p , bq

}
ψ(−)
a,p (t)ψ

(−)
b,q (t)∗e−i(px−qy)

]
=

=

∫
dp

2π

[
ψ(+)
a,p (t)ψ

(+)
b,p (t)∗ + ψ

(−)
a,−p(t)ψ

(−)
b,−p(t)

∗
]
eip(x−y) = δ(x− y)δab. (45)

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå
íîðìèðîâî÷íûõ êîíñòàíò, âçÿâ àññèìïòîòèêè.

iγ0∂t

(
ψ(+)
a,p (t)ψ

(+)
b,p (t)∗

)
= pγ1

acψ
(+)
c,p (t)ψ

(+)
b,p (t)∗ − pγ1

bcψ
(+)
a,p (t)ψ(+)

c,p (t)∗iγ0∂t

(
ψ

(−)
a,−p(t)ψ

(−)
b,−p(t)

∗
)

=

pγ1
acψ

(−)
c,−p(t)ψ

(−)
b,−p(t)

∗ − pγ1
bcψ

(−)
a,−p(t)ψ

(−)
c,−p(t)

∗ =⇒ ∂t

(
ψ(+)
a,p (t)ψ

(+)
b,p (t)∗ + ψ

(−)
a,−p(t)ψ

(−)
b,−p(t)

∗
)

= 0 (46)

ψ(+)
a,p (t)ψ

(+)
b,p (t)∗ + ψ(−)

a,p (t)ψ
(−)
b,−p(t)

∗ = δab ⇐⇒

⇐⇒


∣∣A(−)

∣∣2 |Dν(z(−p, t))|2 +
∣∣A(+)

∣∣2 2eEν
m2 |Dν−1(z)|2 = 1∣∣A(+)

∣∣2 |Dν(z)|2 +
∣∣A(=)

∣∣2 2eEν
m2 |Dν−1(z(−p, t))|2 = 1

(i−1)
√
eEν

m
(|A+|2Dν−1D

∗
ν − |A−|2D∗ν(z(−p, t))Dν(z(−p, t)) = 0

(47)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîêà íàì íåîáõîäèìà òîëüêî âòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïðè ÷åì ò.ê. îíà íå çàâèñèò
îò âðåìåíè, äëÿ îïðäåëåíèÿ åå çàâèñèìîñòè îò èìïóëüñîâ óñòðåìèì âðåìÿ ê +∞. È ïðè ýòîì
äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò âñåãäà ìîæåò áûòü äîñòèãíóò ïðåäåë t� |p|. Ïðè z → +∞:

Dν(z) = zνe−
z2

4

[
N∑
n=0

(−1)n
(−ν)2n

n! (2z2)n
+O

∣∣z2
∣∣−N−1

]

(γ)0 = 1, (γ)n6=0 = γ(γ + 1) · · · (γ + n− 1) (48)

Ò.ê. â A íå ìîãóò ñîäåðæàòñÿ ñòåïåíè t , ìû ïðèõîäèì ê òàêîìó âûðàæåíèþ äëÿ íåãî

|A−|2 ≈ e−
π|ν|
2 = e−

πm2

4eE (49)

Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü òîê:

J0 =
〈
ψ̄γ0ψ

〉
=

∫∫
dp

2π

dq

2π

[〈
bpb

+
q

〉 (
ψ

(−)
1,p (t)ψ

(−)
1,q (t)∗ + ψ

(−)
2,p (t)ψ

(−)
2,q (t)∗

)
ei(p−q)x

]
(50)

J1 =
〈
ψ̄γ1ψ

〉
=

∫∫
dp

2π

dq

2π

[〈
bpb

+
q

〉 (
−ψ(−)

1,p (t)ψ
(−)
1,q (t)∗ + ψ

(−)
2,p (t)ψ

(−)
2,q (t)∗

)
ei(p−q)x

]
(51)

J0 =

∫
dp

2π

(∣∣∣ψ(−)
1,p (t)

∣∣∣2 +
∣∣∣ψ(−)

2,p (t)
∣∣∣2) , J1 =

∫
dp

2π

(
−
∣∣∣ψ(−)

1,p (t)
∣∣∣2 +

∣∣∣ψ(−)
2,p (t)

∣∣∣2) (52)
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Â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñåí ïðîñòðàíñòâåííûé òîê,äëÿ óïðîùåíèÿ ïîäèíòåãðàëüíîãî âû-
ðàæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ (47):

Jx =

∫
dp

2π
[|A−|2(|α|2|Dν−1|2 − |Dν |2)] =

∫
dp

2π
[1− 2e−

πm2

4eE |Dν |2] (53)

È â ñëó÷àå ïóëüñà îãðàíè÷èì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ.Âåäü ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ ïîâå-
äåíèå àññèìïòîòè÷åñêè ñâîáîäíîå, à çíà÷èò íå ÷óâñòâóþùåå ïîëå, òîãäà ïðè âû÷èòàíèè òîêà
â ñâîáîäíîé òåîðèè áîëüøèå èìïóëüñû íå äîëæíû äàâàòü âêëàä â òîê.Ïîýòîìó ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèå îãðàíè÷èì +A1(t) = ETth( t

T
), òîãäà îöåíêà òîêà(äëÿ ìîä âîçüìåì àññèì-

ïòîòèêè îêîëà íóëÿ):

Dν(z) ≈
√
π

2−
ν
2 Γ(−1

2
ν + 1

2
)
e−

1
4
z2(1− ν z

2

2
+ ...)−

√
π

2−
ν
2
− 1

2 Γ(−ν
2
)
e−

1
4
z2(z + ...) (54)

〈: Jx :〉 ≈ e−
πm2

4eE

∫ ET

−ET

dp

2π
[

π

|Γ( im
2

4eE
+ 1

2
)|
− m2

2eE

π

|Γ( im
2

4eE
+ 3

2
)|

] =

= 2ETe−
πm2

4eE ch(
πm2

4eE
)
( m

2

2eE
− 1

2
)2

m2

2eE

(55)
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4 Äîïîëíåíèÿ

4.1 Áîçîíèçàöèÿ

Ïîñ÷èòàåì òåì ñàìûå êîððåëÿòîðû â îáåèõ òåîðèÿõ è ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâèå. Íà÷íåì ñ
ôåðìèîííûõ ïîëåé. Äëÿ óäîáñòâà ïåðåïèøåì äåéñòâèå â òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ

: S(ψ, ψ) = −
∫

dzdz
(
ψ+∂z̄ψ+ + ψ−∂zψ−

)
, ψ =

{
ψ+

ψ−

}
, ψ̄ =

{
ψ̄−
ψ̄+

}
.

Òîãäà ëåãêî ïîêàçàòü ÷òî ïðîïàãàòîðû ðàâíû:

∆+
ψ ≡

〈
ψ+(z, z)ψ+(0)

〉
= − 1

2πz
,

∆−ψ ≡
〈
ψ−(z, z)ψ−(0)

〉
= − 1

2πz̄

. (56)

À ñîîòâåòñòâåííî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè:〈
n∏
i=1

ψ+ (xi)ψ+ (x′i)

〉
=

(
−1

2π

)n
det

1

zi − z′j
. (57)

〈
n∏
i=1

ψ− (xi)ψ− (x′i)

〉
=

(
−1

2π

)n
det

1

zi − z′j
. (58)

Òîãäà êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè äëÿ ñèãì:〈
n∏
i=1

σ+ 〈xi)σ− (x′i)

〉
= (−1)n

〈
n∏
i=1

ψ+ (x′i)ψ+ (xi)

〉〈
n∏
i=1

ψ− (xi)ψ− 〈x′i〉

〉
= (59)

=

(
1

2π

)2n
∏

i<j |xi − xj|
2
∣∣x′i − x′j∣∣2∏

i,j

∣∣xi − x′j∣∣2 . (60)

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ëåãêî ïîêàçàòü:(
n∏
i=1

eiκiϕ(xi)

)
= exp

[
1

2

∫
d2xd2yJ(x)∆(x− y,m)J(y)

]

= exp

[
−1

2

∑
i,j

κiκj∆ (xi − xj,m)

] , (61)

ãäå J(x) = i
∑
κjδ(x− xj).Ó÷èòûâàÿ:

∑
i,j

κiκj∆ (xi − xj,m) =− 1

2π

(∑
i

κi

)2

(lnm− ln 2 + γ)−
∑
i

κ2
i ln Λ

+
∑
i 6=j

κiκjln |xi − xj|] +O(m〉)
, (62)
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Ïîëó÷àåì: 〈
n∏
i=1

eiκiϕ(xi)

〉∣∣∣∣∣
ren.

=
∏
i<j

(µ |xi − xj|)κiκi/2π . (63)

Ãäå µ íîðìèðîâî÷íûé ìàñøòàá. È äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âû-
ðàæåíèå: 〈

n∏
i=1

eiκ[ϕ(xi)−ϕ(yi)]

〉∣∣∣∣∣
ren.

=

∏
i<j (µ |xi − xj|)κ

2/2π (µ |yi − yj|)κ
2/2π∏

i,j (µ |xi − yj|)κ
2/2π

. (64)

Îòêóäà è âèäíî òî ñàìîå ñîîòâåñòâèå ìåæäó êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðîå âîçíèê-
àåò ïðè áîçîíèçàöèè.

Z(ψ) =

∫
[dψ̄dψ]exp[−

∫
d2x

[
ψ(x)∂ψ(x) +M+(x)σ+(x) +M−(x)σ−(x)

]
] =

=
∑
n

1

(n!)2

∫ ∏
i

d2xid
2yi
M+ (xi)M− (yi )

(2π)2

∏
i<j |xi − xj|

2 |yi − yj|2∏
i,j |xi − yj|

2 . (65)

×òî ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî âûøå ñîîòâåòñâèÿ ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê:

Z =
1

n!

(
µ

2πζ

)n〈[∫
d2x

(
M+(x)ei

√
4xϕ(x) +M−(x)e−i

√
4πϕ(x)

)]n〉
ϕ

=

∫
[dϕ]exp[−

∫
d2x

{
1

2
[∂uϕ(x)]2 − Λ

2π

[
M+(x)ei

√
4πϕ(z) +M−(x)e−i

√
4πϕ(x)

]}
]. (66)

Òåïåðü åñëè âìåñòî M± ïîäñòàâèòü e±iβ(x) ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà (34).
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4.2 Ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð

Ïîñëåäíèé ñïîñîá. Âû÷èñëåíèå ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà(â åâêëèäå):

Pµν(q) = ie2

∫
d2k

(2π)2

Tr[γµ 6 kγν 6 (k + q)]

(k2)(k + q)2
(67)

P00 = ie2

∫
d2k

(2π)2

2(k, k + q)

k2(k + q)2
= ie2

∫
d2k

(2π)2
(

1

k2
− 1

(k + q)2
− q2

k2(k + q)2
) (68)

P00 = −ie2q2

∫
d2k

(2π)2

∫ 1

0

dx
1

[k2(1− x) + (k + q)2x]2
= −ie2q2

∫
d2k

(2π)2

∫ 1

0

dx
1

[k2 + q2x(1− x)]2

= P00 =
e2

4π

∫ 1

0

dx

x(1− x)
(69)
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4.3 Àññèìïòîòèêè ôóíêöèé ïàðàáîëëè÷åñêîãî öèëèíäðà

lim(z → +∞)

Dν = zνe−
z2

4

[
∞∑
n=0

(−1)n
(−ν)2n

n! (2z2)n

]
, (70)

Ïðè | ph z| < 3
4
π.

À ïðè 1
4
π < ± ph z < 5

4
π àññèìïòîòèêè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Dν(z) ∼ e−
1
4
z2zν

∞∑
n=0

(−1)n
(−ν)2n

n! (2z2)n
±

± i

√
2π

Γ (−ν)
e±iπ(ν+ 1

2
)e

1
4
z2z−ν−1

∞∑
n=0

(ν + 1)2s

n! (2z2)n
(71)

Ïðè ìàëûõ z:

Dν(z) ≈
√
π

2−
ν
2 Γ(−1

2
ν + 1

2
)
e−

1
4
z2u(z)−

√
π

2−
ν
2
− 1

2 Γ(−ν
2
)
e−

1
4
z2w(z) (72)

u(z) = (1 + (−ν)
z2

2
+ (−ν) (−ν + 2)

z4

4!
+ ...) (73)

w(z) = (z + (−ν + 1)
z3

3!
+ (−ν + 1) (−ν + 3)

z5

5!
+ ...) (74)
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