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1 Введение
В данной работе рассматриваются GLN интегрируемые волчки Эйлера-Арнольда[3],
уравнения движения которых имеют вид:

Ṡ = [S, J(S)] , S =
N∑

i,j=1

EijSij ∈ Mat(N,C) , (1.1)

где {Sij, i, j = 1, ..., N} есть набор динамических переменных, {Eij} – стандартный
базис в Mat(N,C), и уравнения (1.1) описывают вращение твердого тела в N -мерном
(комплексном) пространстве. С этой точки зрения J(S) является обратным тензором
инерции, который представляет собой линейное отображение действующее на S

J(S) =
N∑

i,j,k,l=1

JijklEijSlk ∈ Mat(N,C). (1.2)

Компоненты обратного тензора инерции Jijkl не зависят от динамических переменных.
В общем случае данная модель не интегрируема, интегрируемость возникает только при
специальном выборе J(S). В качестве простейшего примера рассмотрим волчок в R3.
Пусть Jα — величины обратные главным моментам инерции, Sα — компоненты вектора
момента импульса. Тогда матрицы вида:

S =
3∑

α=1

1

2i
σαSα, J(S) =

3∑
α=1

1

2i
σαSαJα, (1.3)

подчиняются уравнениям движения (1.1). Обсуждаемая в работе конструкция интегри-
руемых волчков возникла в работе Е.К.Склянина [29] (см. также [12]). Идея состоит
в том, чтобы сконструировать классический аналог моделей описываемых в обратной
задаче рассеяния. Таким образом были описаны классические спиновые цепочки и квад-
ратичная пуассонова структура была получена в классическом пределе квантовых RLL
соотношений.

GLN волчок можно рассматривать как классический предел спиновой цепочки со-
стоящей из одного узла. Рациональные модели данного вида были описаны в работах
[1, 18]. В данной работе мы применим описанные выше результаты к тригонометри-
ческой R-матрице, которая удовлетворяет ассоциативному уравнению Янга-Бакстера
[13, 23]:

R~
12(z12)Rη

23(z23) = Rη
13(z13)R~−η

12 (z12) +Rη−~
23 (z23)R~

13(z13) , zab = za − zb . (1.4)

Нам также небходимы следующие свойства: 1)антисимметричность

R~
12(z) = −R−~21 (−z) = −P12R

−~
12 (−z)P12 , P12 =

N∑
i,j=1

Eij ⊗ Eji , (1.5)

здесь и далее P12 – оператор перестановки. В частности, для любых двух матриц A,B ∈
Mat(N,C) с элементами из C выполнено: (A⊗B)P12 = P12(B ⊗ A). 2)унитарность

R~
12(z)R~

21(−z) = f~(z) 1N ⊗ 1N (1.6)
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3)R-матрица имеет простые полюса в окрестности z = 0 и ~ = 0, причем вычеты в
данных точках заданы формулами(см. также формулы (3.1)-(3.3))

Res
~=0

R~
12(z) = 1N ⊗ 1N = 1N2 , Res

z=0
R~

12(z) = P12 (1.7)

(1N – это единичная матрица размера N×N ). В работе [20] было показано, что решения
уравнения (1.4), которые также обладают свойствами (1.5)-(1.7), позволяют в явном
виде построить пару Лакса L(z),M(z) ∈ Mat(N,C). То есть уравнения Лакса

L̇(z) = [L(z),M(z)] (1.8)

эквивалентны уравнениям движения (1.1) при любых значения спектрального парамет-
ра z. Все данные для интегрируемых волчков, включая их пары Лакса, пуассоновы
структуры и обратный тензор инерции (т.е. J(S)) даны в терминах коэффициэнтов раз-
ложения R-матрицы в окрестности ~ = 0 и z = 0. Например, в релятивистском случае
пара Лакса равна:

Lη(z) = tr2(Rη
12(z)S2) , Mη(z) = −tr2(r12(z)S2) , (1.9)

где S2 = 1N ⊗S, и r12(z) – классическая r-матрица. См. раздел 3 для детальной инфор-
мации. Постоянная Планка играет роль релятивистского параметра деформации η. В
частном случае(см. раздел 4) он совпадает с таким же параметром в модели Русенаарса-
Шнайдера.

Напомним, что из уравнений Лакса следует, что следы степеней матрицы Лакса не
меняются во времени. Интегралы движения системы можно найти из коэффициентов
разложения матрицы Лакса по параметру z:

tr(L(z))k =
1

zk
Hk,k +

1

zk−1
Hk,k−1 + ...+Hk,0 + ..., k = 1...N (1.10)

Или из спектральной кривой:
det(λ− L(z)) = 0 (1.11)

Интегрируемость гамильтоновой системы обычно рассматривают в терминах теоремы
Лиувилля об интегрируемых системах(см. например [4]). Пусть размерность фазового
пространства системы равна 2N и система имеет N интегралов движения Hk, кото-
рые находятся в инволюции, т.е. скобка Пуассона между любыми двумя интегралами
движения равна нулю:

{Hi, Hk} = 0, i, k = 1...N (1.12)

Тогда уравнения движения данной системы интегрируемы в квадратурах. Скобки Пуас-
сона для интегрируемых волчков задаются при помощи классической r-матрицы, кото-
рая является классическим пределом квантовой(r12(z) = lim~→0(R12(z)− 1N ⊗ 1N/~):

{L1(z), L2(w)} = c2[L1(z) + L2(w), r12(z − w)] + c1[L1(z)L2(w), r12(z − w)] (1.13)

где c1 и c2 — константы. Из формулы(1.13) следует, что следы степеней матрицы Лакса
находятся в инволюции, а следовательно и интегралы движения. Подробности смотрите
в разделе 3.
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Заметим, что решение ассоциативного уравнения Янга-Бакстера (1.4), обладающее
свойствами (1.5) и (1.6), является также решением квантового уравнения Янга-Бакстера

R~
12(z1 − z2)R~

13(z1 − z3)R~
23(z2 − z3) = R~

23(z2 − z3)R~
13(z1 − z3)R~

12(z1 − z2) , (1.14)

поэтому такие решения (1.4) действительно являются квантовыми R-матрицами. Ино-
гда также выполняется следующее свойство:

R~
12(z)P12 = Rz

12(~) . (1.15)

Это свойство позволяет связать коэффициенты разложения R-матриц в окрестности
~ = 0 и z = 0 друг с другом. Условие (1.15) связано с преобразованием Фурье на конеч-
ной решетке. См. [33] для подробностей. Данная работа устроена следующим образом. В
разделе 2 мы опишем набор хорошо известных R-матриц, которые подчиняются услови-
ям (1.4)-(1.7), и кратко опишем общую классификацию решений уравнения (1.4)[30, 24].
Мы покажем, что характерным примером матрицы из данной классификации является
нестандартная тригонометрическая R-матрица[2], которая обобщает GL2 семивершин-
ную R-матрицу [9] при N > 2. В разделе 3 мы рассмотрим построение интегрируемых
волчков и выпишем в явном виде данные(обратный тензор инерции, пару Лакса) для
интегрируемых волчков в общем случае и в случае нестандартной R-матрицы. Исполь-
зуя (1.4), мы также докажем, что классическая квадратичная r-матричная структура
эквивалентна классической пуассоновой структуре(классической алгебре Склянина). В
итоге мы получим классификацию тригонометрических классических алгебр Склянина,
которая будет связана с классификацией тригонометрических решений ассоциативного
уравнения Янга-Бакстера. В разделе 4 мы рассмотрим важный частный случай волчка,
отвечающий матрице динамических переменных S ранга один и связанный с нестан-
дартной тригонометрической R-матрицей. Мы покажем, что данная модель калибро-
вочно эквивалентна модели Русенаарса-Шнайдера [26] или модели Калоджеро-Мозера-
Сазерленда [8]. Будет описана в явном виде замена переменных.

2 Тригонометрические R-матрицы
Мы начнем со свойств хорошо известных R-матриц и затем перейдем к общему случаю.

2.1 Стандартные и нестандартные R-матрицы

Будем записывать компоненты R-матрицы в стандартном базисе в Mat(N,C)

Rη
12(z) =

N∑
i,j,k,l=1

Rη
ijkl(z)Eij ⊗ Ekl (2.1)

• ZN -инвариантная тригонометрическая R-матрица [9, 22, 16]:

(R1)ηij,kl(z) = δijδklδik
N

2

(
coth(Nz/2) + coth(Nη/2)

)
+

+ δijδklε(i 6= k)
Ne(i−k)η−sgn(i−k)Nη/2

2 sinh(Nη/2)
+ δilδkjε(i 6= k)

Ne(i−k)z−sgn(i−k)Nz/2

2 sinh(Nz/2)
,

(2.2)
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здесь и далее используется следующее обозначение

ε(A) =

{
1 , если A верно ,
0 , если A ложно . (2.3)

• Бакстеризация тригонометрической R-матрицы Кремера-Жерве[4, 2]:

(R2)ηij,kl(z) = δijδklδik
N

2

(
coth(Nz/2) + coth(Nη/2)

)
+

+ δijδklε(i 6= k)
Ne(i−k)η−sgn(i−k)Nη/2

2 sinh(Nη/2)
+ δilδkjε(i 6= k)

Ne(i−k)z−sgn(i−k)Nz/2

2 sinh(Nz/2)
+

+Nδi+k,j+l

(
ε(i<j<k)e(i−j)z+(j−k)η − ε(k<j<i)e(i−j)z+(j−k)η

)
.

(2.4)

Данная матрица отличается от предыдущей (2.2) последней строкой. Покажем, как эта
матрица связаная с R-матрицей Кремера-Жерве(Cremmer-Gervais). Сначала произве-
дем калибровочное преобразование:

Rη
12(z − w)→ R̃η

12(z, w) = D1(z)D2(w)Rη
12(z − w)D−1

1 (z)D−1
2 (w) (2.5)

с диагональной матрицей Dij(z) = δije
−jz. Для матрицы (2.4) мы имеем R̃η

12(z, w) =
R̃η

12(z − w). Результат имеет следующий вид:

(R̃2)ηij,kl(z) = δijδklδik
N

2

(
coth(Nz/2) + coth(Nη/2)

)
+

+ δijδklε(i 6= k)
Ne(i−k)η−sgn(i−k)Nη/2

2 sinh(Nη/2)
+ δilδkjε(i 6= k)

Ne− sgn(i−k)Nz/2

2 sinh(Nz/2)
+

+Nδi+k,j+l

(
ε(i<j<k)e(j−k)η − ε(k<j<i)e(j−k)η

)
.

(2.6)

Выпишем R-матрицу Кремера-Жерве[10]. Она не зависит от спектрального параметра:

RCG,q
12 = q−1/N

(
q

N∑
i=1

Eii ⊗ Eii + q

N∑
i>j

q−2(i−j)/NEii ⊗ Ejj + q−1

N∑
i<j

q−2(i−j)/NEii ⊗ Ejj−

−(q − q−1)
N∑
i<j

j−i−1∑
k=1

q2k/NEj−k,i ⊗ Ei+k,j + (q − q−1)
N∑
i>j

i−j−1∑
k=0

q−2k/NEj+k,i ⊗ Ei−k,j
)
.

(2.7)
Обратную R-матрицу можно найти из формулы:

RCG,q
12 RCG,q−1

12 = 1N ⊗ 1N (2.8)

Выпишем матрицу Кремера-Жерве в координатах при q = e−Nη/2

RCG,e−Nη/2

ij,kl = eη/2
(
e−Nη/2δijδklδik + e(i−k)η−sgn(i−k)Nη/2δijδklε(i 6= k)−

−2 sinh(Nη/2)δilδkjε(i < k) + 2 sinh(Nη/2)e(i−l)η (ε(j < i < l)− ε(l < i < j))
) (2.9)
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Также нам понадобится координатное выражение для следующей R-матрицы:(
RCG,q

21

)−1

ij,kl
= RCG,e−Nη/2

kl,ij = e−η/2
(
eNη/2δijδklδik+

e(i−k)η−sgn(i−k)Nη/2δijδklε(i 6= k) + 2 sinh(Nη/2)δilδkjε(i > k)+

+2 sinh(Nη/2)e(i−l)η (ε(j < i < l)− ε(l < i < j))
) (2.10)

Теперь введем спектральный параметр:

RCG,q
12 (x) = xRCG,q

12 − x−1
(
RCG,q

21

)−1
(2.11)

и запишем данную R-матрицу в координатах при x = e−η/2−Nz/2, воспользовавшись (2.9)
и (2.10):

RCG,e−Nη/2

ij,kl (e−η/2−Nz/2) = −2 sinh(N(z + η)/2)δijδklδik−
−2 sinh(Nz/2)e(i−k)η−sgn(i−k)Nη/2δijδklε(i 6= k)−
−2 sinh(Nη/2)esgn(i−k)Nz/2δilδkjε(i 6= k)−

−4 sinh(Nη/2) sinh(Nz/2)ε(i−l)η (ε(i < j < l)− ε(l < i < j))

(2.12)

И наконец,

(R̃2)η12(z) = − N

4 sinh(Nz/2) sinh(Nη/2)
RCG,q

12 (x)T , (2.13)

где ”T” означает транспонирование матрицы (Rij,kl
T→ Rji,lk). Воспользовавшись выра-

жением в координатах (2.12), легко убедится, что (2.13) совпадает с (2.11).

• Нестандартная тригонометрическая R-матрица [2]:

Rη
ij,kl(z) = δijδklδik

N

2

(
coth(Nz/2) + coth(Nη/2)

)
+

+ δijδklε(i 6= k)
Ne(i−k)η−sgn(i−k)Nη/2

2 sinh(Nη/2)
+ δilδkjε(i 6= k)

Ne(i−k)z−sgn(i−k)Nz/2

2 sinh(Nz/2)
+

+Nδi+k,j+l

(
ε(i<j<k)e(i−j)z+(j−k)η − ε(k<j<i)e(i−j)z+(j−k)η

)
+

+Nδi+k,j+l+N

(
δiNe

−jz−lη − δkNelz+jη
)
.

(2.14)

Она отличается от предыдущей (2.4) последней строкой, которая обеспечивает в случае
N = 2 семивершинную деформацию [9] шестивершинной R-матрицы.

Свойства R-матриц.
Все R-матрицы (2.2), (2.4) и (2.14) подчиняются ассоциативному уравнению Янга-

Бакстера (1.4), свойству антисимметричности (1.5), свойству унитарности (1.6), и сле-
довательно, квантовому уравнению Янга-Бакстера (1.14). Более того, все они обладают
Фурье симметрией (1.15). Калибровочно преобразованная R-матрица (2.6) не удовлетво-
ряет свойству (1.15), в то время как все остальные свойства верны. Чтобы объеденить
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свойства описанных выше R-матриц, введем следующие обозначения для последних
строк в (2.4) и (2.14): ∆1R

η(z) = (R2)η(z)− (R1)η(z) и ∆2R
η(z) = (R)η(z)− (R2)η(z), т.е.

∆1R
η
ij,kl(z) = Nδi+k,j+l

(
ε(i<j<k)e(i−j)z+(j−k)η − ε(k<j<i)e(i−j)z+(j−k)η

)
, (2.15)

∆2R
η
ij,kl(z) = Nδi+k,j+l+N

(
δiNe

−jz−lη − δkNelz+jη
)

(2.16)

и рассмотрим следующую линейную комбинацию:

Rη(z) = A0(R1)η(z) + A1∆1R
η(z) + A2∆2R

η(z) , (2.17)

где A0, A1 и A2 есть некоторые константы. Например, при A0 = A1 = A2 = 1 (2.17)
получаем (2.14). В итоге:

Предложение 2.1 Для любых A0, A1 и A2 (2.17) выполняются свойства антисим-
метричности, унитарности и Фурье симметрия(1.5),(1.6),(1.15) причем:

f η(z) = A2
0

N2

4

(
1

sinh2(Nη/2)
− 1

sinh2(Nz/2)

)
, (2.18)

то есть (2.17) невырождена тогда и только тогда, когда A0 6= 0.
Ассоциативное уравнения Янга-Бакстера (1.4) выполняется для всех R-матриц

(2.2), (2.4) и (2.14). Линейная комбинация (2.17) подчиняется (1.4) в следующих слу-
чаях:

1. A0 = A1 6= 0, A2 – произвольное,
2. A0 6= 0, A1 = A2 = 0
3. A0 = A1 = 0, A2 – произвольное.
Последняя строка означает, что R-матрица (2.16) удовлетворяет (1.4).

Отметим также несколько специальных случаев:
a.) В случае N = 2, 3 линейная комбинация (2.17) удовлетворяет (1.4) при A0, A1

– произвольные, и A2 = 0(вообще, в случае N = 2 константа A1 не нужна, так как
∆1R

η(z) = 0 в данном случае).
b.) При N = 4 и A0 = A2 = 0 (2.17) не удовлетворяет уравнению (1.4) в то время как

квантовое уравнение Янга-Бакстера (1.14) выполняется.
В случае 2 из Предложения можно провести прямую проверку. Вместо прямой про-

верки случаев 1 и 3 в следующем параграфе мы покажем, что нестандартная R-матрица
(2.14) входит в общую классификацию. Затем, мы применим калибровочное преобразо-
вание (2.5), причем:

Dij = δije
−jΛ (2.19)

к нестандартной R-матрице (2.14). В компонентах данное преобразование приводит к
Rη
ij,kl(z)→ e(j+l−i−k)ΛRη

ij,kl(z). Это означает, что последняя строка в (2.14) домножается
на e−NΛ:

Rη
ij,kl(z) = δijδklδik

N

2

(
coth(Nz/2) + coth(Nη/2)

)
+

+ δijδklε(i 6= k)
Ne(i−k)η−sgn(i−k)Nη/2

2 sinh(Nη/2)
+ δilδkjε(i 6= k)

Ne(i−k)z−sgn(i−k)Nz/2

2 sinh(Nz/2)
+

+Nδi+k,j+l

(
ε(i<j<k)e(i−j)z+(j−k)η − ε(k<j<i)e(i−j)z+(j−k)η

)
+

+Ne−NΛδi+k,j+l+N

(
δiNe

−jz−lη − δkNelz+jη
)
.

(2.20)
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Взяв предел Λ→ ±∞ мы получаем случай 1 с константой A2 = 0 или случай 3.

И наконец, рассмотрим
• R-матрицу аффинной квантовой алгебры Ûq(glN) [14, 25]:

Rxxz,η
12 (z) =

N

2

(
coth(Nz/2) + coth(Nη/2)

) N∑
i=1

Eii ⊗ Eii+

+
(N/2)

sinh(Nη/2)

N∑
i 6=j

Eii ⊗ Ejj +
(N/2)

sinh(Nz/2)

N∑
i<j

(
Eij ⊗ Eji eNz/2 + Eji ⊗ Eij e−Nz/2

)
.

(2.21)
Она используется для построения GLN XXZ спиновых цепочек и обычно записывается
в другой нормировке:

R̃xxz,q
12 (x) =

4

N
sinh(Nz/2) sinh(Nη/2)Rxxz,η

12 (z) =

=

(
xq − 1

xq

) N∑
i=1

Eii ⊗ Eii +

(
x− 1

x

) N∑
i 6=j

Eii ⊗ Ejj +

(
q − 1

q

) N∑
i 6=j

xsgn(j−i)Eij ⊗ Eji ,

(2.22)
где x = eNz/2, q = eNη/2. XXZ R-матрица является бакстеризацией матрицы Дринфель-
да: [11]:(

RDr,q
12

)±1

= q±1

N∑
i=1

Eii ⊗ Eii +
N∑
i 6=j

Eii ⊗ Ejj ± (q − q−1)
N∑
i>j

Eij ⊗ Eji . (2.23)

А именно,

R̃xxz,q
12 (x) = xRDr,q

21 − x−1
(
RDr,q

12

)−1

. (2.24)

Для R-матрицы (2.21) выполнено квантовое уравнения Янга-Бакстера (1.14). Данная
R-матрица антисимметрична и унитарна (1.6), причем:

f η(z) =
N2

4

(
1

sinh2(Nη/2)
− 1

sinh2(Nz/2)

)
. (2.25)

Ассоциативное уравнение Янга-Бакстера (1.4) для (2.21) выполняется в случае N = 2.
При N > 2 разность между левой и правой частью уравнения (1.4) не равна нулю, хотя
она и не зависит от спектральных параметров:

R~
12(z12)Rη

23(z23)−Rη
13(z13)R~−η

12 (z12)−Rη−~
23 (z23)R~

13(z13) =

= − N2

8 cosh(N~/4) cosh(Nη/4) cosh(N(~− η)/4)

N∑
i 6=j 6=k 6=i

Eii ⊗ Ejj ⊗ Ekk .
(2.26)

Последнее утверждение можно проверить прямым вычислением, которое приведено в
приложении A. Мы не рассматриваем XXZ R-матрицу при построении интегрируемых
волчков. Это, конечно, возможно, но наш метод требует, чтобы выполнялось ассоциа-
тивное уравнения Янга-Бакстера(1.4).
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2.2 Общая классификация

В данном разделе мы кратко опишем классификацию [30, 24] тригонометрических реше-
ний ассоциативного уравнения Янга-Бакстера (1.4), обладающих свойствами антисим-
метричности (1.5) и унитарности (1.6). Как указано ранее, из этих условий следует, что
R-матрица удовлетворяет уравнению Янга-Бакстера (1.14), т.е. мы имеем дело с недина-
мической квантовой R-матрицей. Мы покажем, что нестандартная тригонометрическая
R-матрица (2.14) входит в данную классификацию.

Общее решение уравнения (1.4) дается в терминах комбинаторного построения, ко-
торое называется ассоциативной структурой Белавина-Дринфельда. Рассмотрим S =
{1, ..., N} – конечное множество из N элементов. S можно рассматривать как множе-
ство из N вершин на окружности пронумерованных от 1 до N (расширенная диаграмма
Дынкина AN−1). Зададим транзитивную циклическую перестановку C0, действующую
на S, и пусть ΓC0 будет графиком данной перестановки, т.е. множеством упорядоченных
пар ΓC0 = {(s, C0(s)) , s ∈ S}.

Определим ещё одну транзитивную циклическую перестановку C и пару подмно-
жеств Γ1,Γ2 ⊂ ΓC0 , связанных соотношением (C×C)Γ1 = Γ2, имея в виду (C×C)(i, j) =

(C(i), C(j)). Другими словами, C ×C задаёт биективное отображение τ : Γ1
C×C−→ Γ2. На-

бор (Γ1,Γ2, τ) представляет собой тройку Белавина-Дринфельда [6].
Расширим действие отображения τ на другие элементы из S⊗S. А именно, рассмот-

рим биекцию τ : P1
C×C−→ P2, где P1,2 это следующие множества:

Pi = {(s, Ck
0 (s)) : (s, C0(s)) ∈ Γi , ... , (C

k−1
0 (s), Ck

0 (s)) ∈ Γi , (C
k
0 (s), Ck+1

0 (s)) /∈ Γi} .
(2.27)

Из транзитивности перестановки C и надлежащего выбора Γ1,2 (Γ1,Γ2 ⊂ ΓC0 ,(C×C)Γ1 =
Γ2) следует, что существуют числа k1,k2 такие, что (C0 × C0)ki+1Γi /∈ Γi, i = 1, 2. Пере-
становка C также обладает данным свойством, а именно, существует число k такое, что
(C×C)kΓ1 /∈ Γ1. Поэтому, Pi являются хорошо определенными конечными множествами,
и τ является биективным отображением между ними.

Теперь мы можем записать общую тригонометрическую R-матрицу в терминах (C0,
C, Γ1, Γ2) в следующем виде:

Rη
12(z) =

N

2

(
coth(Nz/2) + coth(Nη/2)

)∑
i

Eii ⊗ Eii+

+
N

eNη − 1

∑
0<n<N , i=Cn(k)

enηEii ⊗ Ekk +
N

eNz − 1

∑
0<m<N , k=Cm0 (i)

emzEik ⊗ Eki+

+
∑

0 < m < N , n > 0,
i = Cm

0 (j) , τn(j, i) = (k, l)

N
(
e−nη−mzEij ⊗ Ekl − enη+mzEkl ⊗ Eij

)
,

(2.28)

где суммирование ведется по всем возможным значениям индексов – элементам мно-
жества S. В частности, последнее суммирование производится по всем возможным зна-
чениям i, j, k, l ∈ {1, ..., N} и положительным m,n для которых отображение τn(j, i)
определено, то есть (j, i) ∈ P1 и τn(j, i) = (k, l) ∈ P2, где i = Cm

0 (j). Данная R-матрица
антисимметрична и унитарна (1.6), функция f η(z) задана формулой(2.25). Общее ре-
шение (2.28) дано с точностью до калибровочного преобразования[30, 24]. А именно,
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возьмем произвольные константы c, c′, λ, и элементы подалгебры Картана a, b ∈ h, ко-
торые являются инфинитезимальными симметриями R-матрицы:

[a1 + a2, R
η
12(z)] = [b1 + b2, R

η
12(z)] = 0 (2.29)

(здесь a1 = a ⊗ 1N , a2 = 1N ⊗ a). Тогда следующая R-матрица представляет общее
тригонометрическое решение ассоциативного уравнения Янга-Бакстера:

R̃η
12(z) = ceληzeηa2+zb1Rcη

12(c′z)e−ηa1−zb2 (2.30)

Пример. Рассмотрим следующую циклическую перестановку:

C0 :

s C0(s)
1 N
2 1
3 2
...

...
N N − 1

C = C−1
0 :

s C(s)
1 2
2 3
...

...
N − 1 N
N 1

(2.31)

и определим подмножества Γ1,2 ⊂ ΓC0 = {(s, C0(s)) следующим образом:

Γ1 =
{

(1, N) , (2, 1) , (3, 2) , ... , (N − 1, N − 2)
}
, (2.32)

Γ2 = (C × C)Γ1 =
{

(2, 1) , (3, 2) , ... , (N − 1, N − 2) , (N,N − 1)
}
. (2.33)

Чтобы получить P1 рассмотрим действие C0 × C0 на элементы подмножества Γ1 (2.32):

(1, N)
C0×C0−→ (N,N − 1) 6⊂ Γ1 ,

(2, 1)
C0×C0−→ (1, N)

C0×C0−→ (N,N − 1) 6⊂ Γ1 ,

(3, 2)
C0×C0−→ (2, 1)

C0×C0−→ (1, N)
C0×C0−→ (N,N − 1) 6⊂ Γ1 ,

...
(N − 1, N − 2)

C0×C0−→ . . .
C0×C0−→ (2, 1)

C0×C0−→ (1, N)
C0×C0−→ (N,N − 1) 6⊂ Γ1 .

(2.34)

В соответствии с определением (2.31) мы получаем соответствующее множество P1:

P1 =



(1, N) ,
(2, 1) , (2, N) ,
(3, 2) , (3, 1) , (3, N) ,

...
(N−1, N−2) , (N−1, N−3) , ... , (N−1, 1) , (N−1, N)


(2.35)

Таким же образом (2.33) мы получаем множество P2:

P2 = (C × C)P1 =



(2, 1) ,
(3, 2) , (3, 1) ,
(4, 3) , (4, 2) , (4, 1) ,

...
(N,N−1) , (N,N−2) , ... , (N, 2) , (N, 1)


(2.36)

Биекция между P1 и P2, получаемая из C × C, есть отображение τ .
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Предложение 2.2 R-матрица (2.28) воспроизводит нестандартную тригонометри-
ческую R-матрицу (2.14), когда ассоциативная структура Белавина-Дринфельда за-
дана соотношениями (2.31)-(2.33).

Доказательство: Первые две строки в формулах (2.28) и (2.14) совпадают. Рассмот-
рим первую сумму во второй строке в формуле (2.28):

N

eNη − 1

∑
0<n<N , i=Cn(k)

enηEii ⊗ Ekk =
Ne−Nη/2

2 sinh(Nη/2)

∑
0<n<N , i=Cn(k)

enηEii ⊗ Ekk (2.37)

В силу определения перестановки C (2.31) для индекса суммирования n мы имеем:
n = i − k если i > k и n = N − k + i если i < k. Поэтому первые суммы во второй
строке в формулах (2.28) и (2.14) совпадают. Похожие рассуждения для вторых сумм
во второй строке приводят нас к выводу, что вторые строки в формулах (2.28) и (2.14)
полностью совпадают.

Затем, первую сумму последней строки в формуле (2.28) и разделим её на две части:∑
0 < m < N , n > 0,

i = Cm
0 (j) , τn(j, i) = (k, l)

Ne−nη−mzEij ⊗ Ekl =
(∑′

+
∑′′)

Ne−nη−mzEij ⊗ Ekl , (2.38)

где суммы
∑′ и ∑′′ определены указаным ниже образом. Вся сумма берется по таким

i, j, k, l, для которых (j, i) ∈ P1, а (k, l) ∈ P2 соответственно. Тогда сумма
∑′′ берется по

диагональным элементам (1, N), ... ,(N − 1, N) из (j, i) ∈ P1 (2.35), а сумма
∑′ берется

по всем остальным элементам из (j, i) ∈ P1(это нижняя треугольная часть в (2.35)).
Из (2.35) и (2.36) следует, что j > i и k > l для элементов суммы

∑′. Более того,
для этих элементов верно, что i + k = j + l Это верно, поскольку из таблиц (2.35) и
(2.36) видно, что каждое применение отображения τ на элементы под диаганолью в P1

не меняет разности между элементами пар (j, i) и (k, l), а также при последовательное
применение отображения τ не может привести нас к диагональным элементам в P1.
Поскольку отображение P1 → P2 производится с помощью C×C, мы приходим к выводу,
что j < k. Поэтому верно, что i < j < k. Также, из i = Cm

0 (j) мы имеем m = j − i.
И наконец, Cn(j) = k, так что n = k − j. Таким образом, мы показали, что сумма

∑′
равна первой сумме в третьей строке в формуле (2.14).

Для элементов суммы
∑′′ мы имеем i = N > j и i + k = j + l + N . Поскольку

N = Cm
0 (j) мы получаем j = m. С другой стороны, Cn(N) = k, так что k = n. Таким

образом, сумма
∑′′ равна первой сумме в последней строке в формуле (2.14).

Таким же образом(разделяя на две части) можно показать, что вторая сумма в по-
следней строке формулы (2.37) равна сумме вторых членов из третьей и четвертой
строки в формуле (2.14). �

Прокомментируем происхождение общей классификации. Она возникает из нетри-
виальных(тригонометрических) пределов[2, 7, 28] для эллиптического случая, в кото-
ром классификация довольно простая. Она основана на классификации М.Атьи век-
торных расслоений на эллиптических кривых. Для эллиптической R-матрицы фик-
сируется структура полюсов(1.7) и задаются квазипериодические граничные условия
на торе при помощи степеней матриц Ik1 , I l2 (k, l = 1, ..., N − 1) размера N × N , где
I1 = diag(exp(4πı/N), exp(2πı/N), ..., 1) и (I2)ij = ε(i = j + 1 modN). Нединамическая
R матрица соответствует случаю Н.О.К.(k,N) = 1 и Н.О.К.(l, N) = 1. В противном
случае возникают модули эллиптических кривых, которые играют роль динамических
переменных.
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3 Интегрируемые волчки
Здесь мы опишем релятивистские и нерелятивистские волчки, построенные при помо-
щи R-матрицы удовлетворяющей (1.4)-(1.7). Наше рассмотрение использует результаты
из из статей [18, 20]. Для релятивистской модели классическая r-матричная структура
квадратичная, а в нерелятивистском случае она линейная. В релятивистском случае
существуют два эквавалентных представления Лакса: в первом случае есть явная за-
висимость от релятивистского параметра деформации η. Это случай описывается при
помощи квантовой R-матрицы. Второе представление задается при помощи классиче-
ской r-матрицы, а пара Лакса в этом описании не зависит от параметра η.

Рассмотрим решение ассоциативного уравнения Янга-Бакстера (1.4) со свойствами
(1.5) и (1.6) (Вообще, достаточно чтобы R-матрица удовлетворяла только одному из
условий (1.5) or (1.6)[20]. Однако, мы имеем дело с R-матрицами удовлетворяющими
обоим свойствам, кроме случая A0 = A1 = 0 в формуле (2.17), где унитарность вырож-
дена). Пусть также R-матрица раскладывается в следующий ряд в окрестности ~ = 0
(классический предел):

R~
12(z) =

1

~
1N ⊗ 1N + r12(z) + ~m12(z) +O(~2) (3.1)

и в окрестности z = 0

R~
12(z) =

1

z
P12 +R

~,(0)
12 + zR

~,(1)
12 +O(z2) , (3.2)

R
~,(0)
12 =

1

~
1N ⊗ 1N + r

(0)
12 +O(~) , r12(z) =

1

z
P12 + r

(0)
12 +O(z) . (3.3)

Из свойства антисимметричности мы (1.5) мы получаем

r12(z) = −r21(−z) , m12(z) = m21(−z) ,

R
~,(0)
12 = −R−~,(0)

21 , r
(0)
12 = −r(0)

21 .

(3.4)

Если Фурье-симметрия(1.15) выполняется(умножение справа R-матрицы (2.1) на P12

даёт Rijkl → Rilkj.), то мы также имеем

R
z,(0)
12 = r12(z)P12 ,

R
z,(1)
12 = m12(z)P12 ,

r
(0)
12 = r

(0)
12 P12 .

(3.5)

Просуммируем результаты статьи [20]. Рассмотрим R-матрицу, которая подчиняется
уравнениям (1.4)-(1.7) и разложениям (3.1)-(3.3). Тогда уравнения Лакса

L̇(z, S) = [L(z, S),M(z, S)] (3.6)

эквивалентны уравнениям движения

Ṡ = [S, J(S)] (3.7)
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в следующих случаях
• Релятивистский волчок:

Lη(z, S) = tr2(Rη
12(z)S2) , Mη(z, S) = −tr2(r12(z)S2) (3.8)

и
Jη(S) = tr2

(
(R

η,(0)
12 − r(0)

12 )S2

)
. (3.9)

• Нерелятивистский волчок:

L(z, S) = tr2(r12(z)S2) , M(z, S) = tr2(m12(z)S2) (3.10)

и
J(S) = tr2(m12(0)S2) . (3.11)

Эти формулы легко переписать в терминах компонент R-матрицы (2.1). Например, мат-
рица Лакса (3.8) имеет следующий вид

Lη(z, S) =
N∑

i,j,k,l=1

Rη
ijkl(z)SlkEij , (3.12)

в силу того, что tr(EklS) = Slk. Это эквивалентно

Lη(z, S) =
N∑

i,j=1

Lηij(z, S)Eij , Lηij(z, S) =
N∑

k,l=1

Rη
ijkl(z)Slk , (3.13)

а для (3.9), (3.11) мы получаем

Jη(S) =
N∑

i,j=1

EijJ
η
ij(S) , Jηij(S) =

N∑
k,l=1

(R
η,(0)
ij,kl − r

(0)
ij,kl)Slk ,

J(S) =
N∑

i,j=1

EijJij(S) , Jij(S) =
N∑

k,l=1

mij,kl(0)Slk .

(3.14)

Классические алгебры Склянина и r-матричные структуры. В этом разделе
мы покажем, что любое решение ассоциативного уравнения Янга-Бакстера (1.4) обла-
дающее свойствами (1.5)-(1.7), и разложение в ряд которого в окрестности ~ = 0 и z =
0 удовлетворяет формулам (3.1)-(3.4), задает классическую квадратичную пуассонову
структуру(классическую алгебру Склянина). Рассмотрим квадратичную r-матричную
структуру вида [29]

c2{Lη1(z, S), Lη2(w, S)} = [Lη1(z, S)Lη2(w, S), r12(z − w)] , (3.15)

где c2 6= 0 произвольная константа. Матрица Лакса имеет вид, указанный выше(3.8).
Взяв вычет при w = 0, мы имеем:

c2{Lη1(z, S), S2} = [Lη1(z, S)S2, r12(z)] (3.16)

14



Теперь взяв вычет при w = 0 мы получаем скобку Пуассона следующего вида

c2{S1, S2} = [S1S2, r
(0)
12 ] + [L

η,(0)
1 (S)S2, P12] , L

η,(0)
1 (S) = tr3(R

η,(0)
13 S3) . (3.17)

В покомпонентной форме (3.17) скобка Пуассона имеет вид:

c2{Sij, Skl} = (L
η,(0)
il Skj − Lη,(0)

kj Sil) +
N∑

a,b=1

(SiaSkbr
(0)
aj,bl − r

(0)
ia,kbSajSbl) , (3.18)

где

L
η,(0)
ij =

N∑
k,l=1

R
η,(0)
ij,kl Slk . (3.19)

Доказательство эквивалентности формул (3.17) и (3.18) основано на следующем вырож-
дении ассоциативного уравнения Янга-Бакстера (1.4)

R~
12(x)R~

23(y) = R~
13(x+ y)r12(x) + r23(y)R~

13(x+ y)− ∂~R~
13(x+ y) , (3.20)

полученного в пределе при η → ~ в (1.4).

Предложение 3.1 Для матрицы Лакса (3.8) определенной с помощью R-матрицы
удовлетворяющей ассоциативному уравнению Янга-Бакстера (1.4) и вместе со свой-
ствами (3.1)-(3.5) скобки Пуассона (3.17) эквивалентны квадратичной r-матричной
структуре (3.15).

Доказательство: Подставляя матрицу Лакса (3.8) в формулу (3.15) мы получаем сле-
дующее выражение для левой части уравнения (3.15)(R-матрицы Rη

13(z) и Rη
24(w) ком-

мутируют, так как они действуют на различных компонентах тензорного произведения):

tr3,4

(
Rη

13(z)Rη
24(w){S3, S4}

)
(3.17)
= tr3,4

(
Rη

13(z)Rη
24(w)

(
[S3S4, r

(0)
34 ] + [L

η,(0)
3 (S)S4, P34]

))
,

(3.21)
и мы собираемся показать, что данное выражение равно выражению в правой части
(3.15):

r.h.s. = tr3,4

((
Rη

13(z)Rη
24(w)r12(z − w)− r12(z − w)Rη

13(z)Rη
24(w)

)
S3S4

)
. (3.22)

Перепишем выражение в скобках в (3.22), используя формулу (3.20), которую мы пред-
ставим в виде (используется также антисимметричность (1.5))

Rη
24(w)r12(z − w) = −Rη

21(w − z)Rη
14(z) + r14(z)Rη

24(w)− ∂ηRη
24(w) (3.23)

для первого слагаемого в (3.22), и

r12(z − w)Rη
24(w) = −Rη

14(z)Rη
21(w − z) +Rη

24(w)r14(z)− ∂ηRη
24(w) (3.24)

для второго слагаемого. В силу того, что [Rη
13(z), ∂ηR

η
24(w)] = 0, мы имеем

Rη
13(z)Rη

24(w)r12(z − w)− r12(z − w)Rη
13(z)Rη

24(w) =

= Rη
14(z)Rη

21(w − z)Rη
13(z)−Rη

13(z)Rη
21(w − z)Rη

14(z)+

+Rη
13(z)r14(z)Rη

24(w)−Rη
24(w)r14(z)Rη

13(z) .

(3.25)
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Вторая строка в формуле (3.25) сокрращается после подстановки, так как она антисим-
метрична после переименования компонент в тензорном произведении 3 ↔ 4. В итоге,
выражение (3.22) упрощается до

r.h.s. = tr3,4

((
Rη

13(z)r14(z)Rη
24(w)−Rη

24(w)r14(z)Rη
13(z)

)
S3S4

)
. (3.26)

Затем, преобразуем последнее выражение, используя дальнейшее вырождение выраже-
ния (1.4), отвечающее z → 0 в формулах (3.23) и (3.24)

Rη
13(z)r14(z) = r

(0)
34 R

η
13(z) +Rη

14(z)R
η,(0)
43 − ∂zRη

14(z)P34 + ∂ηR
η
13(z) , (3.27)

r14(z)Rη
13(z) = Rη

13(z)r
(0)
34 +R

η,(0)
43 Rη

14(z)− ∂zRη
13(z)P34 + ∂ηR

η
13(z) . (3.28)

Теперь выражение в скобках в формуле (3.26) преобразуется в

Rη
13(z)r14(z)Rη

24(w)−Rη
24(w)r14(z)Rη

13(z) =

= r
(0)
34 R

η
13(z)Rη

24(w)−Rη
24(w)Rη

13(z)r
(0)
34 +

+Rη
14(z)R

η,(0)
43 Rη

24(w)−Rη
24(w)R

η,(0)
43 Rη

14(z)+

+Rη
24(w)∂zR

η
13(z)P34 − ∂zRη

14(z)P34R
η
24(w) .

(3.29)

Последняя строка в (3.29) сокращается после подстановки в (3.22). Действительно, с
одной стороны

tr3,4

(
∂zR

η
14(z)P34R

η
24(w)S3S4

)
= tr3,4

(
P34∂zR

η
13(z)Rη

24(w)S3S4

)
, (3.30)

и с другой стороны,

tr3,4

(
Rη

24(w)∂zR
η
13(z)P34S3S4

)
= tr3,4

(
∂zR

η
13(z)Rη

24(w)P34S3S4

)
=

= tr3,4

(
∂zR

η
13(z)Rη

24(w)S3S4P34

)
= tr3,4

(
P34∂zR

η
13(z)Rη

24(w)S3S4

)
.

(3.31)

Вторая строка в (3.29) после подстановки в (3.22) становится равной первому члену в
правой части (3.21)

tr3,4

((
r

(0)
34 R

η
13(z)Rη

24(w)−Rη
24(w)Rη

13(z)r
(0)
34

)
S3S4

)
= tr3,4

(
Rη

13(z)Rη
24(w)

(
[S3S4, r

(0)
34 ]
))

.

(3.32)
И наконец, третья строка в (3.29) после подстановки в (3.22) равна второму члену в
правой части (3.21)

tr3,4

((
Rη

14(z)R
η,(0)
43 Rη

24(w)−Rη
24(w)R

η,(0)
43 Rη

14(z)
)
S3S4

)
=

= tr3,4

(
Rη

13(z)Rη
24(w)

(
L
η,(0)
3 (S)S4P34 − P34L

η,(0)
3 (S)S4

))
.

(3.33)
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Последнее равенство проверяется следующим образом. Покажем, что первые члены в
верхней и нижней строке в формуле (3.33) равны друг другу(равенство вторых слагае-
мых проверяется похожим образом)

tr3,4

(
Rη

13(z)Rη
24(w)L

η,(0)
3 (S)S4P34

)
= tr3,4

(
Rη

13(z)L
η,(0)
3 (S)S4P34R

η
24(w)

)
=

= tr3,4,5

(
Rη

13(z)R
η,(0)
35 S5S4P34R

η
24(w)

)
= tr3,4,5

(
P34R

η
14(z)R

η,(0)
45 S5S3R

η
24(w)

)
=

= tr3,4,5

(
P34R

η
14(z)R

η,(0)
45 Rη

24(w)S5S3

)
= tr3,4,5

(
Rη

14(z)R
η,(0)
45 Rη

24(w)S5S3P34

)
=

= tr3,4,5

(
Rη

14(z)R
η,(0)
45 Rη

24(w)S5P34S4

)
.

(3.34)

Последний шаг состоит в том, чтобы взять след по третьей компоненте тензорного про-
изведения(тогда P34 исчезает) и переименовать компоненту 5↔ 3.

Суммируя вышесказанное: мы получили r-матричную структуру (3.15) из скобки
Пуассона (3.17). Обратное утверждение требует выполнения следующего свойства: из
tr2(Rη

12(z)A2) = 0 должно следовать, что A = 0, для произвольной матрицы A ∈
Mat(N,C). Это верно для рассматриваемых нами матриц, в силу их поведения в окрест-
ности z = 0 (3.2). �

В нерелятивистском случае мы получаем линейную r-матричную структуру

c1{L1(z, S), L2(w, S)} = [L1(z, S) + L2(w, S), r12(z − w)] , (3.35)

из которой мы получаем скобку Пуассона-Ли в gl∗N коалгебре Ли(c1 6= 0 – произвольная
константа):

c1{S1, S2} = [S2, P12] (3.36)

или
c1{Sij, Skl} = Skjδil − Silδkj . (3.37)

Пуассоновы структуры (3.15)-(3.17) и (3.35)-(3.36) дают гамильтонианы, из которых
получаются уравнения Эйлера-Арнольда (3.7). В релятивистском случае гамильтониан
дается формулой

Hrel =
1

c2

tr(S) , (3.38)

и в нерелятивистском случае мы имеем

Hnon−rel =
1

2c1

tr(SJ(S) . (3.39)

В релятивистском случае гамильтониан линейный, в то время как пуассонова структура
квадратична(в переменных S), и наоборот в нерелятивистской модели.

3.1 Случай нестандартной тригонометрической R-матрицы

Чтобы описать волчки в явном виде, достаточно записать все R-матрицы и соотвест-
вующие коэффициенты разложений (3.8)-(3.14). Резюмируем результаты, используя R-
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матрицу (2.20):

Rη
ij,kl(z) = δijδklδik

N

2

(
coth(Nz/2) + coth(Nη/2)

)
+

+ δijδklε(i 6= k)
Ne(i−k)η−sgn(i−k)Nη/2

2 sinh(Nη/2)
+ δilδkjε(i 6= k)

Ne(i−k)z−sgn(i−k)Nz/2

2 sinh(Nz/2)
+

+Nδi+k,j+le
(i−j)z+(j−k)η

(
ε(i<j<k)− ε(k<j<i)

)
+

+Ne−NΛδi+k,j+l+N

(
δiNe

−jz−lη − δkNelz+jη
)
.

(3.40)

Классическая r-матрица:

rij,kl(z) = δijδklδik
N

2
coth(Nz/2)+

+ δijδklε(i 6= k)
(

(i− k)− N sgn(i− k)

2

)
+ δilδkjε(i 6= k)

Ne(i−k)z−sgn(i−k)Nz/2

2 sinh(Nz/2)
+

+Ne(i−j)zδi+k,j+l

(
ε(i<j<k)− ε(k<j<i)

)
+Ne−NΛδi+k,j+l+N

(
e−jzδiN − elzδkN

)
.

(3.41)

Следующий коффициент в разложении(m-матрица) (3.1):

mij,kl(z) = δijδklδik
N2

12
+ δijδklε(i 6= k)

((i− k)2

2
− N2

12
− N

2
|i− k|

)
+ (3.42)

+N(j − k)e(i−j)zδi+k,j+l

(
ε(i<j<k)− ε(k<j<i)

)
−Ne−NΛδi+k,j+l+N

(
l e−jzδiN + j elzδkN

)
.

Значение этой матрицы при z = 0, входящее в обратный тензор инерции в нереляти-
вистском случае (3.11) или (3.14):

mij,kl(0) = δijδklδik
N2

12
+ δijδklε(i 6= k)

((i− k)2

2
− N2

12
− N

2
|i− k|

)
+ (3.43)

+N(j − k)δi+k,j+l

(
ε(i<j<k)− ε(k<j<i)

)
−Ne−NΛδi+k,j+l+N

(
l δiN + j δkN

)
.

Коэффициенты из разложений (3.2) и (3.3), входящие в релятивистский обратный тен-
зор инерции (3.9) или (3.14):

R
η,(0)
ij,kl = rilkj(η) = δijδklδik

N

2
coth(Nη/2)+

+ δijδklε(i 6= k)
Ne(i−k)η−sgn(i−k)Nη/2

2 sinh(Nη/2)
+ δilδkjε(i 6= k)

(
(i− k)− N sgn(i− k)

2

)
+

+Ne(j−k)η δi+k,j+l

(
ε(i<j<k)− ε(k<j<i)

)
+Ne−NΛδi+k,j+l+N

(
e−lηδiN − ejηδkN

)
(3.44)
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и
r

(0)
ij,kl =

(
δijδklε(i 6= k) + δilδkjε(i 6= k)

)(
(i− k)− N sgn(i− k)

2

)
+

+Nδi+k,j+l

(
ε(i<j<k)− ε(k<j<i)

)
+Ne−NΛδi+k,j+l+N

(
δiN − δkN

)
.

(3.45)

Пары Лакса. Матрица Лакса релятивистского волчка получается из (3.40) и имеет
следующий вид. При i = j:

Lηii(z) =
N

2

(
coth(Nz/2) + coth(Nη/2)

)
Sii+

+
N

2 sinh(Nη/2)

(
e−Nη/2

i−1∑
k=1

e(i−k)ηSkk + eNη/2
N∑

k=i+1

e(i−k)ηSkk

)
,

(3.46)

при i < j:

Lηij(z) =
N exp(Nz/2 + (i− j)z)

2 sinh(Nz/2)
Sij +N

N∑
k=j+1

e(i−j)z+(j−k)ηSi−j+k,k , (3.47)

и при i > j:

Lηij(z) =
N exp(−Nz/2 + (i− j)z)

2 sinh(Nz/2)
Sij −N

j−1∑
k=1

e(i−j)z+(j−k)ηSi−j+k,k−

−Ne−NΛe(i−j)z+jηSi−j,N + δiNNe
−NΛ

N∑
k=j+1

e−jz+(j−k)ηSk−j,k .

(3.48)

Из определений (3.8), (3.10) и разложения (3.1) следует, что

−Mη(z) = L(z) = Res
η=0

(
η−1Lη(z)

)
, M(z) = Res

η=0

(
η−2Lη(z)

)
, (3.49)

а из разложения (3.2) около z = 0 следует

Lη(z) =
1

z
S + Lη,(0)(S) +O(z) , Lη,(0)(S) = tr2

(
R
η,(0)
12 S2

)
= Res

z=0

(
z−1Lη(z)

)
. (3.50)

Пример: GL2 волчок. В этом случае мы имеем дело со следующей квантовой

R~(z) =


coth(z) + coth(~) 0 0 0

0 sinh−1(~) sinh−1(z) 0

0 sinh−1(z) sinh−1(~) 0

−4 e−2Λ sinh(z + ~) 0 0 coth(z) + coth(~)

 (3.51)

и классической

r(z) =


coth(z) 0 0 0

0 0 sinh−1(z) 0
0 sinh−1(z) 0 0

−4 e−2Λ sinh(z) 0 0 coth(z)

 (3.52)
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R-матрицами. В релятивистском случае мы получаем пару Лакса

Lη(z, S) =


S11

(
coth(z) + coth(η)

)
+

S22

sinh(η)

S12

sinh(z)

S21

sinh(z)
− 4e−2ΛS12 sinh(z + η) S22

(
coth(z) + coth(η)

)
+

S11

sinh(η)


(3.53)

Mη(z, S) = −


coth(z)S11

S12

sinh(z)

S21

sinh(z)
− 4e−2Λ sinh(z)S12 coth(z)S22

 (3.54)

и обратный тензор инерции

Jη(S) =


coth(η)S11 + S22

sinh(η)
0

−4e−2Λ sinh(η)S12
S11

sinh(η)
+ coth(η)S22

 (3.55)

В нерелятивистском случае матрица Лакса равна (3.54): L(z, S) = −Mη(z, S).
M -матрица имеет следующий вид

M(z, S) =
1

6

 2S11 − S22 0

−24 e−2Λ cosh(z)S12 −S11 + 2S22

 (3.56)

Обратный тензор инерции равен

J(S) =
1

6

 2S11 − S22 0

−24 e−2ΛS12 −S11 + 2S22

 (3.57)

• Релятивистский волчок (η-независимое описание):
Существует другое описание релятивистского волчка, которое похоже на оригиналь-

ную конструкцию Склянина [29]. Вместо использования квантовой R-матрицы (3.8) рас-
смотрим бесследовую часть нерелятивистской матрицы Лакса и прибавим к ней скаляр-
ное слагаемое s01N :

L̃(z, S) = s01N + L(z, S)− 1N
N

trL(z, S) , s0 =
trS

N
, (3.58)

где s0 есть динамическая переменная. Фактически, это и есть гамильтониан, так как
trL̃ = Ns0. Уравнение Лакса не изменяются, поскольку L(z, S) и L̃(z, S) отличают-
ся только на скалярное слагаемое. Поэтому M -матрица для (3.58) такая же, как и в
формуле (3.8). Однако, Пуассонова структура отличается. Это происходит из-за бига-
мильтоновой структуры моделей данного вида [15, 18].

Как было указано в [18](см. также [32]) существует взаимосвязь между матрицами
Лакса (3.8) и (3.58). Как и в рациональном случае, мы имеем

Lη(z − η

N
, L̃(

η

N
, S)) =

tr(Lη(z − η
N
, S))

tr(S)
L̃(z, S) . (3.59)
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Эту связь можно проверить напрямую, используя явные формулы (3.46)-(3.48).
Квадратичная пуассонова структура имеет вид:

{L̃1(z, S), L̃2(w, S)} =
1

c2

[L̃1(z, S)L̃2(w, S), r12(z − w)] , (3.60)

и из неё следует следующая скобка Пуассона:

c2{S1, S2} = s0[S2, P12] + [S1S2, r
(0)
12 ] + [tr3(r

(0)
13 S3)S2, P12] . (3.61)

Последнее проверяется так же как и в η-зависимом случае (3.15)-(3.17).

3.2 Случай общей тригонометрической R-матрицы

Резюмируем все данные для интегрируемых волчков в общем случае, используя разло-
жение R-матрицы (2.28)

Rη
12(z) =

N

2

(
coth(Nz/2) + coth(Nη/2)

)∑
i

Eii ⊗ Eii+

+
N

eNη − 1

∑
0<n<N , i=Cn(k)

enηEii ⊗ Ekk +
N

eNz − 1

∑
0<m<N , k=Cm0 (i)

emzEik ⊗ Eki+

+
∑

0 < m < N , n > 0,
i = Cm

0 (j) , τn(j, i) = (k, l)

N
(
e−nη−mzEij ⊗ Ekl − enη+mzEkl ⊗ Eij

)
,

(3.62)

Классическая r-матрица и следующий коэффициент в классическом пределе (3.1) имеют
следующий вид:

r12(z) =
N

2
coth(Nz/2)

∑
i

Eii ⊗ Eii+

+
∑

0<n<N , i=Cn(k)

(
n− N

2

)
Eii ⊗ Ekk +

N

eNz − 1

∑
0<m<N , k=Cm0 (i)

emzEik ⊗ Eki+

+
∑

0 < m < N , n > 0,
i = Cm

0 (j) , τn(j, i) = (k, l)

N
(
e−mzEij ⊗ Ekl − emzEkl ⊗ Eij

)
(3.63)

и

m12(z) =
N2

12

∑
i

Eii ⊗ Eii +
1

12

∑
0<n<N , i=Cn(k)

(
6n2 − 6nN +N2

)
Eii ⊗ Ekk−

−
∑

0 < m < N , n > 0,
i = Cm

0 (j) , τn(j, i) = (k, l)

Nn
(
e−mzEij ⊗ Ekl + emzEkl ⊗ Eij

)
.

(3.64)
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Первые нетривиальные коэффициенты разложений (3.2), (3.3) имеют вид:

R
η,(0)
12 =

N

2
coth(Nη/2)

∑
i

Eii ⊗ Eii+

+
N

eNη − 1

∑
0<n<N , i=Cn(k)

enηEii ⊗ Ekk +
∑

0<m<N , k=Cm0 (i)

(
m− N

2

)
Eik ⊗ Eki+

+
∑

0 < m < N , n > 0,
i = Cm

0 (j) , τn(j, i) = (k, l)

N
(
e−nηEij ⊗ Ekl − enηEkl ⊗ Eij

)
(3.65)

и

r
(0)
12 =

∑
0<n<N , i=Cn(k)

(
n− N

2

)
Eii ⊗ Ekk +

∑
0<m<N , k=Cm0 (i)

(
m− N

2

)
Eik ⊗ Eki+

+
∑

0 < m < N , n > 0,
i = Cm

0 (j) , τn(j, i) = (k, l)

N (Eij ⊗ Ekl − Ekl ⊗ Eij) .
(3.66)

4 Связь с моделью Русенаарса-Шнайдера
Рассмотрим матрицу[2]

g(z, q) = Ξ(z, q)D−1(q) ∈ Mat(N,C) , (4.1)

где
Ξij(z, q) = e(i−1)(z−q̄j) + (−1)Ne−(z−q̄j)δiN (4.2)

и
Dij(q) = δij

∏
k 6=i

(
e−q̄i − e−q̄k

)
. (4.3)

Матрицы зависят от z и набора переменных q1, ..., qN . Переменные q̄1, ..., q̄N получаются
после перехода в систему центра масс:

q̄i = qi −
1

N

N∑
k=1

qk . (4.4)

Детерминант матрицы Ξ is имеет следующий вид:

det Ξ(z, q) = ezN(N−1)/2(1− e−Nz)
N∏
i>j

(
e−q̄i − e−q̄j

)
. (4.5)

Поэтому матрица Ξ(z, q) вырождена при z = 0.
Мы утверждаем, что следующая матрица

LRS(z) = g−1(z)g(z + η)eP/c , P = diag(p1, p2, ..., pN) (4.6)
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является матрицей Лакса для модели Русенаарса-Шнайдера. Точнее,

LRS
ij (z) = e

N−2
2

η sinh(η/2)

(
coth

(
Nz

2

)
+ coth

(
qi − qj + η

2

))
epj/c

N∏
k 6=j

sinh
( qj−qk−η

2

)
sinh

( qj−qk
2

) .

(4.7)
Доказательство получается прямой проверкой, которая похожа на вычисления в ста-
тьях [1, 18] в рациональном случае. Нужно ввести набор элементарных симметричных
многочленов σk(q) от N переменных {e−q̄1 , ..., e−q̄N}

N∏
k=1

(ζ − e−q̄k) =
N∑
k=0

(−1)kζkσk(q) (4.8)

и N наборов функций {σ̌k,i(q), i = 1, ..., N}, где каждый набор определен для N − 1
переменной {e−q̄1 , ..., e−q̄N}\{e−q̄i}

N∏
k 6=i

(ζ − e−q̄k) =
N∑
k=0

(−1)kζkσ̌k,i(q) . (4.9)

Обратная матрица для Ξ имеет вид:

(Ξ−1)ij(z, q) =
(−1)j−1e(N−j+1)z

eNz − 1

(
σ̌j−1,i(q) + e−q̄iσ̌j,i(q)e

−Nz
)

∏
k 6=i

(
e−q̄i − e−q̄k

) . (4.10)

Рассмотрим калибровочное преобразование матрицы Лакса:

Lη(z) = g(z)L̃RS(z)g−1(z) = g(z + η)eP/cg−1(z) (4.11)

Тогда
Lη(z) = tr

(
Rη

12(z)S2(p, q)
)

(4.12)

с нестандартной тригонометрической R-матрицей (2.20), при Λ =
√
−1π. Происхожде-

ние данной факторизации пар Лакса (4.6) и (4.11), (4.12) обсуждается в статье [31].
Другими словами, матрица в (4.12) совпадает с (3.46)-(3.48) при Λ =

√
−1π. Замена

переменных имеет следующий вид:

Sij(p, q) =
(−1)jσj(q)e

(i−1)η

N

N∑
n=1

epn/c∏
k:k 6=n

(e−q̄n − e−q̄k)

(
e−(i−1)q̄n +

(−1)NδiN
eNη−q̄n

)
. (4.13)

Пуассонова структура в переменных (p, q) каноническая, т.е.

{pi, qj} = δij или {pi, q̄j} = δij −
1

N
. (4.14)

Прямой проверкой можно убедиться, что скобка Пуассона {Sij(p, q), Skl(p, q)}, посчитан-
ная с помощью (4.14), совпадает со скобкой (3.18) при c2 = Nc и r(0)

12 из (3.45). Подроб-
ности даны в приложении B. В частности, при доказательстве полезно заметить, что
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матрица (4.13) имеет ранг 1, то есть

Sij(p, q) = ai(p, q)bj(q) ,

ai(p, q) =
e(i−1)η

N

N∑
n=1

epn/c∏
k:k 6=n

(e−q̄n − e−q̄k)

(
e−(i−1)q̄n +

(−1)NδiN
eNη−q̄n

)
, bj(q) = (−1)jσj(q) .

(4.15)
В этом случае SijSkl = SilSkj, и пуассонова структура (3.18) принимает следующий
(относительно простой) вид:

{Sij, Skl} =
1

Nc
(L

η,(0)
il Skj − Lη,(0)

kj Sil) +
2

Nc
(k − i)SijSkl+

+
ε(i>k)

c

i−k−1∑
p=0

Si−p,jSk+p,l −
ε(i<k)

c

k−i−1∑
p=0

Si+p,jSk−p,l+

+
(−1)NδkN

c

i−1∑
p=1

Si−p,jSp,l −
(−1)NδiN

c

k−1∑
p=1

SpjSk−p,l .

(4.16)

Нерелятивистский предел. Модель Калоджеро-Мозера-Сазерленда получается из
полученных выше результатов в нерелятивистском пределе, где η = ν/c и c → ∞.
Матрица Лакса, получающаяся из (4.7) имеет вид

LCM
ij (z) = δij(q̇i + ν coth(Nz)) + ν(1− δij)

(
coth

(qi − qj
2

)
+ coth(Nz)

)
,

q̇i = pi + ν(N − 2)− ν
N∑
k 6=i

coth
(qi − qj

2

)
.

(4.17)

Легко проверить, что замена pi → q̇i(p, q) с q̇i(p, q) из (4.17) есть каноническое преоб-
разование, т.е. {q̇i(p, q), qj} = δij. Таким же образом нерелятивистский волчок (3.10)
получается из (4.17). Калибровочное преобразование (4.11) выполняется для также и
для нерелятивистской модели [17, 31].

L(z) = tr
(
r12(z)S2(p, q)

)
= g(z)LCM(z)g−1(z) . (4.18)

Вычет от обоих частей в последнем соотношении дает явную замену переменных или
нерелятивистский предел (4.15):

Sij(p, q) = ai(p, q)bj(q) , bj(q) = (−1)jσj(q) ,

ai(p, q) =
1

N

N∑
n=1

(pn + (i− 1)ν)
(
e−(i−1)q̄n + (−1)NδiNe

q̄n
)
−Nν(−1)NδiNe

q̄n∏
k:k 6=n

(e−q̄n − e−q̄k)
.

(4.19)

Скобки Пуассона {Sij(p, q), Skl(p, q)} посчитанные с помощью канонической скобки (4.14)
воспроизводят (3.37) при c1 = N , и значения функций Казимира равны степеням кон-
станты связи в модели Калоджеро-Мозера-Сазерленда:

tr(Sk) = νk . (4.20)
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Таким образом, модель Калоджеро-Мозера-Сазерленда калибровочно эквивалентна не-
релятивистскому волчку при специальных значениях функций Казимира, соответствую-
щих коприсоединенной орбите группы GLN минимальной размерности. Кроме калибро-
вочного преобразования мы получили явную замену переменных (pi, qj)→ (ai(p, q), bi(q)),
где bi есть элементарные симметрические функции. Эти переменные известны в кван-
товой модели Калоджеро-Мозера-Сазерленда [21].

5 Заключение
В данной работе была рассмотрена общая классификация тригонометрических решений
ассоциативного уравнения Янга-Бакстера, и было показано как в эту общую класси-
фикацию входят известные R-матрицы. Были выписаны данные для соответствующих
интегрируемых волчков и показана эквивалентность пуассоновой и r-матричной струк-
тур. Для одного частного случая — волчка, который задается нестандартной тригоно-
метрической R-матрицей и матрица динамических переменных которого равна 1, была
показана его эквивалентность модели Русенаарса-Шнайдера в релятивистском случае и
модели Калоджеро-Мозера-Сазерленда в нерелятивистском. Были найдены явные фор-
мулы замен переменных и показана эквивалентность пуассоновых структур.

A Соотношение для XXZ R-матрицы
В данном приложении мы покажем, что для R-матрицы (2.21) выполняется соотношение
(2.26). Будем работать в более удобной нормировке:

R~
12(z) = (coth(z) + coth(~))

N∑
i=1

Eii ⊗ Eii+

+
1

sinh(~)

N∑
i 6=j

Eii ⊗ Ejj +
1

sinh(z)

N∑
i 6=j

esgn(j−i)zEij ⊗ Eji

(A.1)

Запишем произведение R-матриц в следующем виде:

R~
12(z12)Rη23(z23) = (coth(z12) + coth(~)) (coth(z23) + coth(η))

N∑
i=1

Eii ⊗ Eii ⊗ Eii+

+
coth(z12) + coth(~)

sinh(η)

N∑
i6=j

Eii ⊗ Eii ⊗ Ejj +
coth(z23) + coth(η)

sinh(~)

N∑
i 6=j

Ejj ⊗ Eii ⊗ Eii+

+
1

sinh(~) sinh(η)

N∑
i 6=j

Eii ⊗ Ejj ⊗ Eii+

+
coth(z12) + coth(~)

sinh(z23)

N∑
i 6=j

esgn(j−i)z23Eii ⊗ Eij ⊗ Eji +
1

sinh(z12) sinh(z23)

N∑
i 6=j

esgn(i−j)z13Eji ⊗ Eii ⊗ Eij+

+
coth(z23) + coth(η)

sinh(z12)

N∑
i 6=j

esgn(j−i)z12Eij ⊗ Eji ⊗ Eii+
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+
ez13

sinh(z12) sinh(z23)

N∑
i<j<k

Eij ⊗ Ejk ⊗ Eki +
e−z13

sinh(z12) sinh(z23)

N∑
i<j<k

Ekj ⊗ Eij ⊗ Ejk+

+
ez12−z23

sinh(z12) sinh(z23)

N∑
i<j<k

Ejk ⊗ Ekj ⊗ Eij+

+
ez13

sinh(z12) sinh(z23)

N∑
i<k<j

Eij ⊗ Ejk ⊗ Eki +
ez23−z12

sinh(z12) sinh(z23)

N∑
i<k<j

Ekj ⊗ Eij ⊗ Ejk+

+
e−z13

sinh(z12) sinh(z23)

N∑
i<k<j

Ejk ⊗ Ekj ⊗ Eij+

+
1

sinh(~) sinh(z23)

N∑
i 6=j 6=k

esgn(k−j)z23Eii ⊗ Ejk ⊗ Ekj +
1

sinh(η) sinh(z12)

N∑
i 6=j 6=k

esgn(k−j)z23Ejk ⊗ Ekj ⊗ Eii+

+
1

sinh(~) sinh(η)

N∑
i6=j 6=k 6=i

Eii ⊗ Ejj ⊗ Ekk

(A.2)

Левая часть соотношения (2.26) имеет вид:

R~
12R

η
23 +R−η31 R

~−η
12 +Rη−~

23 R−~31 (A.3)

т.е. второе и третье произведение отличаются от первого циклической перестановкой
компонент тензорного произведения пространств и заменой переменных, (1, 2, 3) ↔
(3, 1, 2) ↔ (2, 3, 1), ~ ↔ −η ↔ η − ~, η ↔ ~ − η ↔ −~, z12 ↔ z31 ↔ z23, z23 ↔ z12 ↔ z31

Первая строка в (A) сокращается с соответствующими слагаемыми во втором и третьем
произведении из (A.3) в силу соотношений Фэя на функцию coth(z)+coth(~). Для строк
2 и 3 мы имеем:(

coth(z12) + coth(~)

sinh(η)
+

coth(z12) + coth(~− η)

sinh(−η)
+

1

sinh(η − ~) sinh(−~)

) N∑
i 6=j

Eii ⊗ Eii ⊗ Ejj+

+

(
coth(z23) + coth(η)

sinh(~)
+

1

sinh(−η) sinh(~− η)
+

coth(z23) + coth(η − ~)

sinh(−~)

) N∑
i6=j

Ejj ⊗ Eii ⊗ Eii+

+

(
1

sinh(~) sinh(η)
+

coth(z31) + coth(−η)

sinh(~− η)
+

coth(z31) + coth(−~)

sinh(η − ~)

) N∑
i 6=j

Eii ⊗ Ejj ⊗ Eii = 0

(A.4)

строки 4-5(
coth(z12) + coth(~)

sinh(z23)
+

1

sinh(−z13) sinh(z12)
+

coth(z31) + coth(−~)

sinh(z23)

) N∑
i 6=j

e±z23Eii ⊗ Eij ⊗ Eji+

+

(
1

sinh(z12) sinh(z23)
+

coth(z12) + coth(~− η)

sinh(−z13)
+

coth(z23) + coth(η − ~)

sinh(z31)

) N∑
i 6=j

e±z13Eji ⊗ Eii ⊗ Eij+

+

(
coth(z23) + coth(η)

sinh(z12)
+

coth(z31)− coth(η)

sinh(z12)
+

1

sinh(z23) sinh(z31)

) N∑
i 6=j

e±z12Eij ⊗ Eji ⊗ Eii = 0

(A.5)
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строки 6-7(
ez13

sinh(z12) sinh(z23)
+

ez23

sinh(−z13) sinh(z12)
+

ez23+z13

sinh(−z13) sinh(z23)

) N∑
i<j<k

Eij ⊗ Ejk ⊗ Eki+

+

(
e−z13

sinh(z12) sinh(z23)
+

e−z13−z12

sinh(−z13) sinh(z12)
+

e−z12

sinh(−z13) sinh(z23)

) N∑
i<j<k

Ekj ⊗ Eij ⊗ Ejk+

+

(
ez12−z23

sinh(z12) sinh(z23)
+

e−z23

sinh(−z13) sinh(z12)
+

ez12

sinh(−z13) sinh(z23)

) N∑
i<j<k

Ejk ⊗ Ekj ⊗ Eij = 0

(A.6)

строки 8-9(
ez13

sinh(z12) sinh(z23)
+

ez12+z13

sinh(−z13) sinh(z12)
+

ez12

sinh(−z13) sinh(z23)

) N∑
i<k<j

Eij ⊗ Ejk ⊗ Eki+

+

(
ez23−z12

sinh(z12) sinh(z23)
+

ez12

sinh(−z13) sinh(z12)
+

e−z12

sinh(−z13) sinh(z23)

) N∑
i<k<j

Ekj ⊗ Eij ⊗ Ejk+

+

(
e−z13

sinh(z12) sinh(z23)
+

e−z23

sinh(−z13) sinh(z12)
+

e−z13−z23

sinh(−z13) sinh(z23)

) N∑
i<k<j

Ejk ⊗ Ekj ⊗ Eij = 0

(A.7)

предпоследняя строка

N∑
i 6=j 6=k

(
esgn(k−j)z23

sinh(~) sinh(z23)
+

esgn(k−j)z23

sinh(−~) sinh(z23)

)
Eii ⊗ Ejk ⊗ Ekj+

+

N∑
i 6=j 6=k

(
esgn(k−j)z12

sinh(η) sinh(z12)
+

esgn(k−j)z12

sinh(−η) sinh(z12)

)
Ejk ⊗ Ekj ⊗ Eii+

+

N∑
i6=j 6=k

(
e− sgn(k−j)z13

sinh(~− η) sinh(−z13)
+

e− sgn(k−j)z13

sinh(η − ~) sinh(−z13)

)
Ekj ⊗ Eii ⊗ Ejk = 0

(A.8)

Из последней строки мы получим правую часть в формуле (2.26).

B Связь пуассоновых структур
Проверим, что канонические скобки Пуассона для модели Русенаарса согласованны со
скобками Пуассона волчка. Для этого, запишем скобки Пуассона волчка в виде:

{Sij, Skl} =
1

Nc
(L

η,(0)
il Skj − Lη,(0)

kj Sil) +
1

cN

N∑
a,b=1

(SiaSkbr
(0)
aj,bl − r

(0)
ia,kbSajSbl). (B.1)

Здесь мы положили константу c2 равной cN . Для вычисления канонических скобок
Пуассона, необходимо сделать замену переменных:

q → q − Q

N
, Q =

N∑
i=1

qi

p→ p− P

N
, P =

N∑
i=1

pi

(B.2)
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Тогда Sij будет иметь вид:

Sij = e−P/(Nc)e(i−j)Q/Nai(p, q)bj(q), (B.3)

где:

ai(p, q) =
e(i−1)η

N

N∑
n=1

epn/c∏
p 6=n

(yn − yp)

(
yi−1
n +

(−1)NδiNe
−Q

eNηyn

)
, (B.4)

bj(q) = (−1)jσj(q), yi = e−qi . (B.5)

Вычислим для Sij и Skl каноническую скобку Пуассона:

{Sij , Skl} =

N∑
m=1

(
∂Sij
∂pm

∂Skl
∂qm

− ∂Sij
∂qm

∂Skl
∂pm

)
=

=

N∑
m=1

(
− 1

Nc
Sij + bj

∂ai
∂pm

)(
k − l
N

Skl + bl
∂ak
∂qm

+ ak
∂bl
∂qm

)
−

−
N∑
m=1

(
i− j
N

Sij + bj
∂ai
∂qm

+ ai
∂bj
∂qm

)(
− 1

Nc
Skl + bl

∂ak
∂pm

)
=

=
1

Nc
(i− j − k + l)SijSkl −

1

Nc
Sij

N∑
m=1

(
bl
∂ak
∂qm

+ ak
∂bl
∂qm

)
+

1

Nc
Skl

N∑
m=1

(
bj
∂ai
∂qm

+ ai
∂bj
∂qm

)
+

+
k − l
N

Skl

N∑
m=1

bj
∂ai
∂pm

− i− j
N

Sij

N∑
m=1

bl
∂ak
∂pm

+

+bjbl{ai, ak}+ akbj

N∑
m=1

∂ai
∂pm

∂bl
∂qm

− aibl
N∑
m=1

∂ak
∂pm

∂bj
∂qm

.

(B.6)

Найдем частные производные:
∂bj
∂qm

= (−1)jymσ̌j,m(q), (B.7)

∂ai
∂pm

=
e(i−1)η

N

epm/c∏
p 6=m

(ym − yp)

(
yi−1m +

(−1)NδiN
eNηym

)
, (B.8)

∂ai
∂qm

=
e(i−1)η

N

N∑
n 6=m

epn/c∏
p 6=n

(yn − yp)
ym

ym − yn

(
yi−1n +

(−1)NδiN
eNηyn

)
−

−e
(i−1)η

N

N∑
n6=m

epn/c∏
p 6=n

(yn − yp)
(−1)NδiN
eNηyn

− e(i−1)η

N

epm/c∏
p 6=m

(ym − yp)
(i− 1)yi−1m +

+
e(i−1)η

N

∑
n 6=m

ym
ym − yn

 epm/c∏
p6=m

(ym − yp)

(
yi−1m +

(−1)NδiN
eNηym

)
.

(B.9)

Для сумм производных мы получим:
N∑
m=1

∂bj
∂qm

= (j −N)bj

N∑
m=1

∂ai
∂pm

=
1

c
ai, (B.10)

N∑
m=1

∂ai
∂qm

= (N − i)ai. (B.11)
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Промежуточный результат:

{Sij, Skl} =
1

Nc
SijSkl(k + j − i− l)+

+bjbl{ai, ak}+ akbj

N∑
m=1

∂ai
∂pm

∂bl
∂qm
− aibl

N∑
m=1

∂ak
∂pm

∂bj
∂qm

.
(B.12)

Зная зависимость Lη,(0) от p и q, получим формулу:

N∑
m=1

∂ai
∂pm

∂bl
∂qm

=
1

cN
L
η,(0)
il − 1

cN

(
i− l +

N

2

)
Sil + bl

e(i−1)η

cN

N∑
n=1

epn/c∏
p6=n

(yn − yp)
(−1)NδiN
eNηyn

.

(B.13)
Осталось только посчитать скобку Пуассона между ai и ak:

{ai, ak} =
e(i+k−2)η

N2c

N∑
m,n=1

e(pn+pm)/c∏
p6=n

(yn − yp)
∏
p6=m

(ym − yp)
×

×

(
ε(m6=n)

ym
ym − yn

(
yk−1
n yi−1

m − yi−1
n yk−1

m +
(−1)NδkN

eNη

(
yi−1
m

yn
− yi−1

n

ym

)
+

+
(−1)NδiN
eNη

(
yk−1
n

ym
− yk−1

m

yn

))
+ ε(m 6=n)

(−1)N

eNη

(
δiN

yk−1
m

yn
− δkN

yi−1
m

yn

)
+

+ δmn(i− k)yk+i−2
m + δmn(i− 1)

(−1)NδkN
eNη

yi−2
m − δmn(k − 1)

(−1)NδiN
eNη

yk−2
m

)
.

(B.14)

Заметим, что:

yk−1
n yi−1

m − yi−1
n yk−1

m = (ym − yn)

{∑i−k−1
p=0 yp+k−1

n yi−2−p
m , i > k

−
∑k−i−1

p=0 yp+i−1
m yk−2−p

m , i < k
(B.15)

Тогда мы получим:

bjbl{ai, ak} =
1

c
ε(i>k)

i−k−1∑
p=1

ak+pai−pbjbl −
1

c
ε(i<k)

k−i−1∑
p=1

ai+pak−pbjbl+

+
(−1)NδkN

c

i−1∑
p=1

apai−pbjbl −
(−1)NδiN

c

k−1∑
p=1

apak−pbjbl+

+ bjbl
e(i+k−2)η

N2c

N∑
m,n=1

e(pn+pm)/c∏
p 6=n

(yn − yp)
∏
p 6=m

(ym − yp)

(
ε(i>k)yk−1

n yi−1
m − ε(i<k)yi−1

n yk−1
m

)
(B.16)
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В итоге мы получим:

{Sij, Skl} =
1

Nc
(L

η,(0)
il Skj − Lη,(0)

kj Sil) +
2

Nc
(k − i)SijSkl+

+
1

c
ε(i>k)

i−k−1∑
p=0

Si−p,jSk+p,l −
1

c
ε(i<k)

k−i−1∑
p=0

Si+p,jSk−p,l+

+
(−1)NδkN

c

i−1∑
p=1

Si−p,jSpl −
(−1)NδiN

c

k−1∑
p=1

SpjSk−p,l

(B.17)

Легко видеть, что данное выражение совпадает с (4.16).
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