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Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ìû ñòàâèì öåëüþ ðàññìîòðåíèå è èññëåäîâàíèå ãèïîòåçû
Ðèìàíà ïðè ïîìîùè òåõíèêè äèîôàíòîâûõ ïðåäñòàâëåíèé. Òåîðåòè÷åñêàÿ
âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ýêâèâàëåíòíîé ôîðìóëèðîâêè â òåðìèíàõ äèî-
ôàíòîâûõ óðàâíåíèé èçâåñòíà äàâíî; îäíàêî óæå ïîñòðîåííûå ê ýòîìó âðå-
ìåíè â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ íà ýòó òåìó ïîëèíîìû îòëè÷àþòñÿ áîëüøèì
÷èñëîì ïåðåìåííûõ è îñîáîé ãðîìîçäêîñòüþ. Â ñâåòå íåäàâíî âûøåäøåé
ðàáîòû Þ.Â.Ìàòèÿñåâè÷à ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïîñòðîèòü òàêîå äè-
îôàíòîâîå óðàâíåíèå, îãðàíè÷èâàÿñü âñåãî ëèøü 193-ìÿ ïåðåìåííûìè. Ìû
èññëåäóåì íîâóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó ãèïîòåçû Ðèìàíà è âûïîëíÿåì ïî-
ñòðîåíèå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîãî äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ, íåðàçðåøèìîñòü
êîòîðîãî ýêâèâàëåíòíà ãèïîòåçå Ðèìàíà.
Ðàáîòà ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòó-

ðû.
Ïàðàãðàôû §1 è §2 íîñÿò ââîäíûé õàðàêòåð. Â ïàðàãðàôå §1 îáñóæäàþò-

ñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ äçåòà-ôóíêöèåé Ðèìàíà è å¼ ñâîéñòâàìè,
à òàêæå çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà è å¼ êëàññè÷åñêèå ïåðåôîðìóëèðîâ-
êè. Ïàðàãðàô §2 ïîñâÿù¼í îáñóæäåíèþ äèîôàíòîâûõ ìíîæåñòâ. Äàþòñÿ
îïðåäåëåíèÿ äèîôàíòîâûõ ìíîæåñòâ è ïðåäñòàâëåíèé, ïðèâîäÿòñÿ ïðîñòûå
è ïðèìåðû äèîôàíòîâûõ ìíîæåñòâ è ïðåäñòàâëåíèé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òåõ-
íèêà äèîôàíòîâûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé äèîôàí-
òîâûõ ìíîæåñòâ. Îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùåãî çàâèñèìîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà. Íàêîíåö,
äåìîíñòðèðóåòñÿ òåîðåòè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü ïåðåôîðìóëèðîâêè ãèïîòåçû
Ðèìàíà â òåðìèíàõ íåðàçðåøèìîñòè äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ.
Â ïàðàãðàôå §3 îáñóæäàåòñÿ íåäàâíèé ðåçóëüòàò Þ.Â.Ìàòèÿñåâè÷à. Ïî-

äðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ ñèñòåìà óñëîâèé, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ñîâìåñò-
íîé, åñëè ãèïîòåçà Ðèìàíà âåðíà, è èìåþùàÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé,
åñëè ãèïîòåçà Ðèìàíà íå âåðíà. Ïàðàãðàô §3 öåëèêîì ïîñâÿù¼í îáñóæäå-
íèþ ýòîãî ðåçóëüòàòà è åãî äîêàçàòåëüñòâó. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî
îïèðàåòñÿ íà ìàòåðèàëû, èçëîæåííûå â ïàðàãðàôå §1.
Íàêîíåö, â ïàðàãðàôå §4 âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òàêîãî äèîôàíòîâîãî

óðàâíåíèÿ, íåðàçðåøèìîñòü êîòîðîãî ýêâèâàëåíòíà ãèïîòåçå Ðèìàíà. Ïðè
ïîñòðîåíèè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè èç ïàðàãðàôîâ §2 è §3.
Íóìåðàöèÿ ôîðìóë âûïîëíåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îòñ÷¼ò êàæäîé ôîð-

ìóëû ïðîèçâîäèòñÿ îò íà÷àëà ïàðàãðàôà, â êîòîðîì îíà ñîäåðæèòñÿ. Ññû-
ëàÿñü íà ôîðìóëó èç äðóãîãî ïàðàãðàôà, ìû áóäåì äîáàâëÿòü ê íîìåðó
ôîðìóëû íîìåð ïàðàãðàôà, åé ñîîòâåòñòâóþùåãî. Òàê, íàïðèìåð, ññûëêà
íà 2-þ ôîðìóëó 3-ãî ïàðàãðàôà âíóòðè íåãî áóäåò èìåòü âèä (2), â òî âðåìÿ
êàê ññûëêà íà íå¼ æå âíå 3-ãî ïàðàãðàôà áóäåò èìåòü âèä (3.2).
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§1. Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà
Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ζ(s) åñòü ìåðîìîðôíàÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè ôóíêöèÿ C, ïðåäñòàâèìàÿ â ïîëóïëîñêîñòè C1 := {s|s ∈ C},Re s > 1
àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì Äèðèõëå:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
, s ∈ C1. (1)

Â óêàçàííîé îáëàñòè C1 âûïîëíÿåòñÿ çíàìåíèòîå òîæäåñòâî - ðàçëîæå-
íèå äçåòà-ôóíêöèè â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå:

ζ(s) =
∏
p

1

1− 1
ps

, s ∈ C1, (2)

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì p (ñì., íàïðèìåð, [1]).
Ôóíêöèÿ s 7→ ζ(s) èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ â òî÷êå s = 1 ñ âû÷åòîì,

ðàâíûì åäèíèöå, òàê ÷òî

ζ(s) =
1

s− 1
+
∞∑
i=0

ais
i ïðè s ∈ C, {ai|0 6 i <∞} ⊆ C, (3)

ïðè÷¼ì ðÿä (3) êîìïàêòíî ñõîäèòñÿ â C è óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó
óðàâíåíèþ:

ζ(1− s) = 2(2π)−sΓ(s) cos(
πs

2
)ζ(s), (4)

êîòîðîå èíîãäà çàïèñûâàþò â âèäå ξ(s) = ξ(1− s), ãäå ξ(s) = π−
s
2Γ(s2)ζ(s)

è ãäå Γ(s) - ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà[1].
Èç ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) ÿâíî ñëåäóåò, ÷òî äçåòà-ôóíêöèÿ îá-

ëàäàåò òàê íàçûâàåìûìè òðèâèàëüíûìè íóëÿìè: ëåãêî âèäåòü, ÷òî ζ(−2n) =
0 ïðè n ∈ N; èç (1), â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò, ÷òî ζ(s) 6= 0 ïðè s ∈ C1.
Òàêèì îáðàçîì, âñå íóëè, íå ÿâëÿþùèåñÿ òðèâèàëüíûìèè, ëåæàò â ïîëîñå
{s|s ∈ C, 0 6 Re s 6 1}. Çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà óòâåðæäàåò, ÷òî âñå
íåòðèâèàëüíûå íóëè äçåòà-ôóíêöèè èìåþò äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, ðàâíóþ
1
2 .

Ãèïîòåçà Ðèìàíà. Åñëè ζ(s) = 0 è s /∈ {−2n|n ∈ N}, òî Re s = 1
2 .

Äî ñèõ ïîð ýòà ãèïîòåçà íå äîêàçàíà è íå îïðîâåðãíóòà; îäíàêî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ â îáëàñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë çèæäåò-
ñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòà ãèïîòåçà èñòèííà. Ïðè ïîïûòêàõ äîêàçàòü
ãèïîòåçó Ðèìàíà áûëî íàéäåíî íåìàëîå êîëè÷åñòâî ýêâèâàëåíòíûõ ôîð-
ìóëèðîâîê, ìíîãèå èç êîòîðûõ îñíîâûâàþòñÿ íà òîæäåñòâå Ýéëåðà.
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Êëàññè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü â òåðìèíàõ ïñè-ôóíêöèè ×åáûø¼âà, âîñ-
õîäÿùàÿ ê ðàáîòàì íà÷àëà 20-ãî âåêà, èìååò âèä

ψ(n) = n+O(
√
n(lnn)2), (5),

ãäå ψ(n) = lnÍÎÊ(1, ...., n). Ïîçäíåå ýòîò ðåçóëüòàò áûë óëó÷øåí Ë. Ø¼í-
ôèëüäîì [2] - îí óñòðàíèë íåÿâíóþ êîíñòàíòó è óñòàíîâèë, ÷òî ãèïîòåçà
Ðèìàíà ýêâèâàëåíòíà íåðàâåíñòâó:

|ψ(n)− n| < 1

8π

√
n(lnn)2 ïðè n > 74. (6)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñóùåñòâåííî îïèðàòüñÿ íà äàííîå íåðàâåíñòâî.

§2. Äèîôàíòîâû ìíîæåñòâà

Äèîôàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè íàçûâàþò óðàâíåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

P (x1, . . . , xm) = 0, (1)

ãäå P - ïîëèíîì ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, à ðåøåíèÿ
ñóòü öåëûå èëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ìû, îäíàêî, áóäåò ðàññìàòðèâàòü òîëü-
êî óðàâíåíèÿ ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ñâîäÿ ðå-
øåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ê ðåøåíèþ â öåëûõ ÷èñëàõ
ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î ÷åòûð¼õ êâàäðàòàõ.
Çàïèøåì ïðîèçâîëüíîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-

òàìè êàê P (a1, . . . , an, x1, . . . , xm) = 0. ×èñëà a1, . . . , an â òàêîì óðàâíåíèè
áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðàìè. Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì - ïðè êàêîì âûáîðå çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ äèîôàíòîâî óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ðåøåíèå, à ïðè êàêîì
- íåò? Ñòðîãî ãîâîðÿ, òàêîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå, åñëè îíî èìååò ðåøåíèå,
îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî R, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ íàáîðîâ ïà-
ðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íàáîð íåèçâåñòíûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óêàçàííîìó ðàâåíñòâó, òàê ÷òî

< a1, . . . , an >∈ R⇔ ∃x1, . . . , xm[P (a1, . . . , an, x1, . . . , xm) = 0]. (2)

Òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, èëè ìåíåå àêêóðàòíî, òàêîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå
P è íàçûâàåòñÿ äèîôàíòîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ìíîæåñòâàR, à ñàìî ìíîæå-
ñòâî, èìåþùåå äèîôàíòîâî ïðåäñòàâëåíèå, íàçûâàåòñÿ äèîôàíòîâûì ìíî-
æåñòâîì. ×èñëî n â (2) ìû íàçîâ¼ì ðàçìåðíîñòüþ äèîôàíòîâà ìíîæåñòâà
R.
Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ äèîôàíòîâûõ ìíîæåñòâ. Î÷åâèä-

íî, íàïðèìåð, ÷òî ìîæíî ïðè ïîìîùè äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ çàäàòü ìíî-
æåñòâî âñåõ ÷¼òíûõ ÷èñåë (çäåñü è äàëåå êâàíòîâû ∃ è ∀ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
íà íàòóðàëüíûå, ò.å. öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà):

a− ÷¼òíîå⇔ ∃x [2x− a = 0], (3)
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ìíîæåñòâî âñåõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë:

a− íå÷¼òíîå⇔ ∃x [2x− 1− a = 0], (4)

è äàæå ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè:

a− íå ñòåïåíü äâîéêè⇔ ∃x, y [(2x+ 1)y − a = 0]. (5)

Òàêæå ìû âûïèøåì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî äèîôàíòîâûõ ìíîæåñòâ, êî-
òîðûå âïîñëåäñòâèè áóäåì èñïîëüçîâàòü â ðàáîòå:

b > a⇔ ∃x [x+ a− 1− b = 0], (6)

b > a⇔ ∃x [x+ a− b = 0], (7)

a|b⇔ ∃x [ax = b], (8)

Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé, à èìåííî äëÿ çàïèñè îáúåäèíåíèÿ
èëè ïåðåñå÷åíèÿ äèîôàíòîâûõ ìíîæåñòâ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåõíèêó. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè P1(a1, . . . , an, ~x) =
0 è P2(a1, . . . , an, ~y) = 0 - äèîôàíòîâû ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõ äèîôàíòîâûõ
ìíîæåñòâ, òî äèîôàíòîâî ïðåäñòàâëåíèå èõ îáúåäèíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä:

P1(a1, . . . , an, ~x)P2(a1, . . . , an, ~y) = 0, (9)

à ïðåäñòàâëåíèå èõ ïåðåñå÷åíèÿ - :

P1(a1, . . . , an, ~x)2 + P2(a1, . . . , an, ~y)2 = 0. (10)

Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ÷óòü áîëåå ñëîæíûå äèîôàíòîâûå
ïðåäñòàâëåíèÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèþ rem(b, c) - îñòàòîê îò äåëåíèÿ b íà c :

a = rem(b, c)⇔ (c|b−a)∧(a < b)⇔ ∃x, y [(cx−b+a)2+(y+a−b)2 = 0]. (11)

Èñòîðè÷åñêè, ïîíÿòèå äèîôàíòîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âîçíèêëî ïðè ïî-
ïûòêå ðåøèòü äåñÿòóþ ïðîáëåìó Ãèëüáåðòà. Âàæíûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åí-
íûé Þ.Ìàòèÿñåâè÷åì â 1970 ã. [3], çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå, âûðàæàþùåå çàâèñèìîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî
ðîñòà, òî åñòü:

c = ab ⇔ ∃~x[P (a, b, c, ~x) = 0]. (12)

Òåì ñàìûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, òî åñòü
ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî àëãîðèòìà, äèîôàíòîâî.
Ýòîò ðåçóëüòàò, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü ìíîæå-

ñòâî ïðîáëåì â òåðìèíàõ äèîôàíòîâûõ ïðåäñòàâëåíèé. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ
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ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû èç êëàññà Π0
1, òî åñòü èç êëàññà âñåõ ôîðìóë âè-

äà ∀x1 . . . xm A(x1, . . . xm), ãäå A(x1, . . . xm) - àëãîðèòìè÷åñêè ïðîâåðÿåìîå
ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëàìè x1, . . . , xm, ìîæíî íàéòè ýêâèâàëåíòíóþ ôîð-
ìóëó ñëåäóþùåãî âèäà:

∀x1 . . . xm P (x1, . . . , xm) 6= 0, (13)

ãäå P (x1, . . . , xm) - ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ã. Êðàéçåëåì [4] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ãèïîòåçà Ðèìàíà ìîæåò áûòü ïå-

ðåôîðìóëèðîâàíà êàê ôîðìóëà èç êëàññà Π0
1, à, ïî òåîðåìå Ìàòèÿñåâè÷à,

òàêàÿ ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå âèäà (13). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ïîñòðîèòü ïîëèíîì P (x1, . . . , xn) òàêîé, ÷òî ãèïîòåçà Ðèìàíà ýêâèâàëåíò-
íà íåðàçðåøèìîñòè äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ

P (x1, . . . , xn) = 0.

æå áûëî îêîí÷àòåëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïî ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå èç ýòîãî
êëàññà Π0

1 ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëó (13).
Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ïîëèíîìà, îñíîâàííûå íà íåðàâåíñòâå Ø¼í-

ôèëüäà (1.6), ïðèâîäÿò ê äîâîëüíî ñëîæíîìó ïîëèíîìó îò 2286-òè ïåðå-
ìåííûõ [5],[6] (ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ïîëèíîìà áûë îïèñàí â [3], [7]).
Íåäàâíÿÿ ðàáîòà Ìàòèÿñåâè÷à ïðåäëàãàåò íîâûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äèî-
ôàíòîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. [8]

§3. Òåîðåìà Ìàòèÿñåâè÷à

Â [8] áûëà ïðåäëîæåíà ñèñòåìà óñëîâèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
äèîôàíòîâî óðàâíåíèå, íåðàçðåøèìîñòü êîòîðîãî áóäåò ýêâèâàëåíòíà ãè-
ïîòåçå Ðèìàíà. Ïðåäëàãàåòñÿ çàìåíèòü íåðàâåíñòâî (1.6) íà ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ:

1) Åñëè ãèïîòåçà Ðèìàíà âåðíà, òî äëÿ âñåõ n > 1

ψ(n) > n−
√
n

(ln(n))2

(ln 2)2
. (1)

2) Åñëè ãèïîòåçà Ðèìàíà íå âåðíà, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî

n, äëÿ êîòîðûõ

ψ(n) < n− 20
√
n

(ln(n))2

(ln 2)2
. (2)

Íåðàâåíñòâî (1) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç íåðàâåíñòâà Ø¼íôèëüäà
ïðè n > 74; çíà÷åíèÿ n = 2, . . . , 73 ïðîâåðÿþòñÿ ïåðåáîðîì. Äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå (2) âûòåêàåò èç Ω-òåîðåìû. Îñòàíîâèìñÿ íà óòâåðæäåíèè (2)
áîëåå ïîäðîáíî.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

f(x) = Ω(x),

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå c > 0, íå çàâèñÿùåå îò x, ÷òî íåðàâåíñòâî

|f(x)| > cx

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ x (çäåñü f : R→ C - ïðîèçâîëüíàÿ
êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ).
Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî åñëè f(x) - âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, è

âûïîëíÿåòñÿ
f(x) > cx,

äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ x, òî

f(x) = Ω+(x),

à åñëè âûïîëíÿåòñÿ f(x) < −cx äëÿ ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ x, òî

f(x) = Ω−(x).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé f(x) ñëåäóåò, ÷òî f(x) =
Ω(x) ýêâèâàëåòíî óòâåðæäåíèþ "f(x) = Ω+(x) èëè f(x) = Ω−(x)"; ýêâè-
âàëåíòíîå "f(x) = Ω+(x) è f(x) = Ω−(x)" óòâåðæäåíèå ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü êàê f(x) = Ω±(x).
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [9]:
Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ

ψ(x)− x = Ω±(xθ−δ), (3)

ãäå θ îáîçíà÷àåò âåðõíþþ ãðàíèöó âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé íóëåé ζ(s).
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ãèïîòåçà Ðèìàíà íå âåðíà, òî íåðàâåíñòâî (2) âû-

ïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòåçà Ðèìàíà íå âåðíà. Òîãäà θ >

1
2 . Çíà÷èò, íàéä¼òñÿ ε > 0, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà íàòóðàëüíûõ
÷èñåë x:

ψ(x)− x < −c(δ)xθ−δ < −c(ε)x
1
2+ε < −c(ε)

√
x(lnx)2.

Ïîñëåäíåå íåðàâåñòâî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ñòåïåííàÿ
ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò áûñòðåå ëîãàðèôìè÷åñêîé. Âîçüì¼ì ε òàêèì, ÷òî c(ε) =
20

(ln 2)2 . Îòêóäà îêîí÷àòåëüíî:

ψ(n) < n− 20
√
n

(ln(n))2

(ln 2)2
.
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Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî. �
Òåîðåìà 2 (Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷ [8]). Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà óñëîâèé

2l 6 n < 2l+1, (4)

2m−1 6 q < 2m, (5)

s =
Bn+1(Bn(n+1) − (n+ 1)) + n

(B(n+1) − 1)2
, (6)

t =
(2m − 1)(Bn2 − 1)

Bn − 1
, (7)

rem((2t + 1)t, 2rt+1) > 2rt ∧ (r 6 t), (8)

u = rem(rs, Bn2−n), (9)

rs− u ≡ Bn2−n(Bn − 1)

B − 1
q (modBn2), (10)

p = rem(r, Bn + 1), (11)

mp < nq − 15l2q
√
n, (12)

â êîòîðîé B := 2l+m+1.

I. Åñëè ãèïîòåçà Ðèìàíà âåðíà, òî óêàçàííàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðå-

øåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ l,m, n, p, q, r, s, t, u.

II. Åñëè ãèïîòåçà Ðèìàíà íå âåðíà, òî óêàçàííàÿ ñèñòåìà èìååò áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Ðàçîáü¼ì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íà äâå ÷àñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè ìû
äîêàæåì óòâåðæäåíèå I, à âî âòîðîé - óòâåðæäåíèå II. Â õîäå äîêàçàòåëü-
ñòâà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ëåììû.
Ëåììà 1 (Òåîðåìà Êóììåðà [10]) Ïóñòü ÷èñëà a è b ñëåäóþùèì îáðàçîì

çàïèñûâàþòñÿ â ïîçèöèîííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ ïðîñòûì îñíîâàíèåì

p:

a =
m∑
k=0

akp
k, b =

m∑
k=0

bkp
k, 0 6 ak < p, 0 6 bk < p, k = 0, . . . ,m;

òîãäà ñòåïåíü, ñ êîòîðîé p âõîäèò â ðàçëîæåíèå áèíîìèàëüíîãî êîýôô-

öèåíòà
(
a+b
b

)
, ðàâíà êîëè÷åñòâó ïåðåíîñîâ èç ðàçðÿäà â ðàçðÿä ïðè ñëîæå-

íèè ÷èñåë a è b.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ÷èñëà a, b ⊆ N çàäàíû â óñëîâèÿõ ëåììû 1 äëÿ p =
2. Êðîìå òîãî, ïóñòü a > b. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:(

a

b

)
≡ 1 mod 2⇔ ak > bk.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ak > bk ïðè 0 6 k 6 m,

è ïóñòü ã := a− b, b̃ := b. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî:

ã =
m∑
k=0

(ak − bk)2k, b̃ =
m∑
k=0

bk2
k.

Òàê êàê ak > bk, à ak è bk ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî 0, ëèáî 1, òî ak − bk
è bk íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 1; çíà÷èò, ïðè ñëîæåíèè
÷èñåë ã è b̃ íåò ïåðåíîñîâ èç ðàçðÿäà â ðÿçðÿä. Ýòî, ïî òåîðåìå Êóììåðà,
è îçíà÷àåò, ÷òî (

a

b

)
≡ 1 mod 2.

Îáðàòíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(
a
b

)
≡ 1 mod 2. Èç îïðåäåëåíèÿ áèíîìèàëü-

íûõ êîýôôèöèåíòà ñëåäóåò, ÷òî a > b. Ïîëîæèì

c = a− b =
m∑
k=0

ck2
k,

ãäå ck|0 6 k 6 m ⊆ 0, 1.Òîãäà
(
a
b

)
=
(
c+b
b

)
≡ 1 mod 2. Èç òåîðåìû Êóììåðà

ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñëîæåíèè c è b íåò ïåðåõîäà èç ðàçðÿäà â ðàçðÿä. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî c2k + b2k 6 1; ñ äðóãîé ñòîðîíû, c+ b = a. Çíà÷èò, ck + bk = ak,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ak − bk = ck > 0. Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî. �
Ëåììà 2. Äëÿ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë t è r, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

óñëîâèå t > r, âåðíî

rem((2t + 1)t, 2rt+1) > 2rt ⇔
(
t

r

)
≡ 1 mod 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Äåéñòâèòåëüíî. Ïóñòü

(2t + 1)t = 2rt+1a+ b, b < 2rt+1.

Çàìåòèì, ÷òî:

(2t + 1)t = 1 +

(
t

1

)
2t + . . .+

(
t

r

)
2rt + . . .+ 2t

2

.
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Ïîíÿòíî, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ çàïèñü åñòü çàïèñü (2t + 1)t â ñèñòåìå ñ÷èñëå-
íèÿ c îñíîâàíèåì 2t, òàê êàê ∀j 6 t(

(
t
j

)
< 2t). Çàïèøåì òåïåðü ýòî ÷èñëî

â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 2. Äëÿ ýòîãî êàæäóþ öèôðó, òî åñòü
áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò, çàïèøåì â äâîè÷íîì âèäå, äîïîëíÿÿ å¼ ñïå-
ðåäè êîëè÷åñòâîì íóëåé äî äëèíû t. Òîãäà óñëîâèå, ÷òî

(
t
r

)
íå÷¼òíî, áóäåò

îçíà÷àòü ðàâåíñòâî öèôðû íà rt−ì ìåñòå (îòñ÷¼ò ïðîèçâîäèòñÿ ñ íóëÿ) åäè-
íèöå. Âìåñòå ñ òåì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî (2t + 1)t − b äåëèëîñü íà 2rt+1,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçëîæåíèå ÷èñëà b â äâîè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ ñîâïàäàëî ñ òàêîâûì ÷èñëà (2t+1)t íà îòðåçêå äëèíû rt+1. Ýòî
îçíà÷àåò, íàêîíåö, ÷òî öèôðà íà rt−ì ìåñòå â ðàçëîæåíèè ÷èñëà b ðàâíà 1,
à, çíà÷èò, b > 2rt. Îäíàêî ëåãêî âèäåòü, ÷òî öèôðà íà 0-ì ìåñòå òàêæå ðàâ-
íÿåòñÿ 1, ò.ê. (2t+1)t íå÷¼òíî. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî b > 2rt ⇔

(
t
r

)
≡ 1 mod 2.

Ëåììà 2 äîêàçàíà. �
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà l,m, n, p, q, r, s, t, u, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì (4)-(12).
Èç (4) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

n > 1 ∧ l = blog2(n)c (13)

è
1 6 l ∧ 0 6 log2(n)− l < 1. (14)

Àíàëîãè÷íî èç (5)

q > 1 ∧m− 1 = blog2(q)c (15)

è
1 6 m ∧ 0 6 log2(q)−m+ 1 < 1. (16)

Äàëåå. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî s ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

s =
n∑
j=1

jB(n−j)(n+1). (17)
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Äåéñòâèòåëüíî - ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî

(
n∑
j=1

jB(n−j)(n+1))(B2(n+1) − 2Bn+1 + 1) =
n∑
j=1

jB(n+1)(n+2−j) − 2
n∑
j=1

jB(n+1)(n+1−j)

+
n∑
j=1

jB(n−j)(n+1) = B(n+1)(n+1) −
n−2∑
j=1

jB(n+1)(n−j) − 2nBn+1+

+
n−2∑
j=1

jB(n+1)(n−j) + (n− 1)Bn+1 + n =

= B(n+1)(n+1) − (n+ 1)Bn+1 + n = B(n+1)(B(n+1)n − (n+ 1)) + n.

Îòñþäà

n∑
j=1

jB(n−j)(n+1)) =
B(n+1)(B(n+1)n − (n+ 1)) + n

(B2(n+1) − 2Bn+1 + 1)
= s.

ßñíî, ÷òî

t =
n∑
k=1

(2m − 1)B(k−1)n. (18)

Òàê êàê

n∑
k=1

B(k−1)n =
Bn2 − 1

Bn − 1
,

òî ðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì.
Ðàññìîòðèì òåïåðü óñëîâèå (8). Çàìåòèì, ÷òî îíî, ïî ëåììå 2, ýêâèâà-

ëåíòíî

rem((2t + 1)t, 2rt+1) > 2rt ⇔
(
t

r

)
≡ 1 mod 2. (19)

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1. Çàïèñàâ ÷èñëî r â äâîè÷íîì âèäå, ìû íåìåä-
ëåííî ïîëó÷èì èç ëåììû 1, (8), è (19)

r =
n∑
k=1

rkB
(k−1)n, rk 6 2m − 1, k = 1, . . . , n. (20)

Íàéä¼ì âèä ÷èñåë rk. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå rs. Ñîãëàñíî óêàçàííûì
ïðåäñòàâëåíèÿì, îíî èìååò âèä:

rs =
n∑
j=1

n∑
k=1

jrkB
(n−j)(n+1)+(k−1)n. (21)
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Ëåãêî âèäåòü èç óñëîâèé íà íåðàâåíñòâà, ÷òî jrk 6 n(2m−1) < 2l+1(2m−
1) < 2l+m+1 = B; êðîìå òîãî, â ðÿäó âèäà (n − j)(n + 1) + (k − 1)n íåò
äâóõ îäèíàêîâûõ ÷èñåë, â äèàïàçîíå èíäåêñîâ 1 6 j 6 n, 1 6 k 6 n. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì çàïèñàòü rs â ñëåäóþùåì âèäå:

rs =
2n2∑
i=0

diB
i, 0 6 di < B, (22)

ãäå

di =

{
jrk, åñëèi = (n− j)(n+ 1) + (k − 1)n
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

}
. (23)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîé çàïèñè r è s, ÷èñëî u èç (9), ÿâëÿþùååñÿ
îñòàòêîì îò äåëåíèÿ rs íà Bn2−n, èìååò âèä:

u =
n2−n−1∑
i=0

diB
i. (24)

Òîãäà èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå ñðàâíåíèå:

rs− u =
2n2∑

i=n2−n

diB
i ≡

n2−1∑
i=n2−n

diB
i mod Bn2. (25)

Òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

(Bn − 1)Bn2−n

B − 1
q =

n2−1∑
i=n2−n

qBi, (26)

à ïîýòîìó q = dn2−k; íî krk = dn2−k, ïîýòîìó krk = dn2−k = q. Çíà÷èò, ìû
ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ÷èñåë rk:

rk =
q

k
, k = 1, . . . , n. (27)

Òàê êàê q äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ÷èñåë k = 1, . . . , n, òî èìååò ìåñòî î÷åâèä-
íîå íåðàâåíñòâî

q > ÍÎÊ(1, . . . , n). (28)

Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèþ (11). Ïî îïðåäåëåíèþ,

p =
n∑
k=1

rkB
n(k−1) − (Bn + 1)f, (29)
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ãäå f - íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

n∑
k=1

rk(B
n(k−1) + (−1)k ≡ 0 mod (Bn + 1).

Ïîýòîìó

p ≡
n∑
k=1

(−1)k−1rk mod (Bn + 1). (30)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óêàçàííàÿ ñóììà ïîëîæèòåëüíà, íî íå ïðåâîñõîäèò q (ò.ê.
rk 6 q è rk ìîíîòîííî óáûâàåò, ÷òî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ
÷èñåë rk). Òàê êàê q < Bn + 1, à p < Bn + 1 ïî îïðåäåëåíèþ, òî ïîëó÷àåì,
÷òî

p =
n∑
k=1

(−1)k−1rk. (31)

Çíà÷èò,
p

q
=

n∑
k=1

(−1)k−1rk
q

=
n∑
k=1

(−1)k−1

k
. (32)

Ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî âûðàæåíèÿ ïðè óñòðåìëåíèè n ê áåñêîíå÷íîñòè ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé èçâåñòíûé ðÿä
∑∞

k=1
(−1)k−1

k = ln 2. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà:

1

2
6
p

q
, |p

q
− ln 2| < 1

2n
. (33)

Ñ îäíîé ñòîðîíû,

p

q
m > (ln 2− 1

2n
)m > (ln 2− 1

2n
) log2 q > ln 2 lnÍÎÊ(1, . . . , n)− log2 q

2n
>

> ψ(n)− m

2n
> ψ(n)− 2 > ψ(n)−

√
n log2

2(n). (34)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ó÷¼òîì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è óñëîâèÿ (12), ìû
íåìåäåëåííî âûâîäèì, ÷òî

p

q
m < n− 15l2

√
n < n− 3

√
n log2

2(n). (35)

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

ψ(n)− 2
√
n log2

2(n) <
p

q
m < n− 3

√
n log2

2(n), (36)

ò.å. ψ(n) < n−
√
n log2

2(n), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá èñòèííîñòè
ãèïîòåçû Ðèìàíà. Ìû, òåì ñàìûì, äîêàçàëè ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû.
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Äîêàæåì òåïåðü âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòåçà Ðèìàíà âåðíà. Òîãäà íàéä¼òñÿ n, áîëüøåå 1,

äëÿ êîòîðîãî ψ(n) < n− 20
√
n log2

2 n. Ïîëîæèì

l = blog2 nc, (37)

q = ÍÎÊ(1, . . . , n), (38)

m = blog2 qc+ 1, (39)

s =
n∑
j=1

jB(n−j)(n+1), (40)

rk =
q

k
, (41)

è

r =
n∑
k=1

rkB
(k−1)n, (42)

ãäå B = 2l+m+1. Ïðè òàêîì âûáîðå ÷èñåë rk è r áóäóò âåðíû ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà:

rk 6 2m − 1, (43)

jrk 6 n(2m − 1) < 2l+1(2m − 1) < 2l+m+1 = B. (44)

Âûáåðåì

t =
n∑
k=1

(2m − 1)B(k−1)n. (45)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå íåíóëåâûå öèôðû â çàïèñè ýòîãî ÷èñëà èìåþò âèä
2m − 1. Ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 2:

2m − 1 > rk ⇔
(
t

r

)
≡ 1 mod 2. (46)

Çàïèøåì ïðîèçâåäåíèå rs êàê ñóììó:

rs =
n∑

16j,k6n

jrkB
(n−j)(n+1)+(k−1)n :=

2n2∑
i=0

diB
i, (47)

ãäå di = jrk, åñëè i = (n−j)(n+1)+(k−1)n, è di = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;
ïðè ýòîì dn2−k = krk, di = q ïðè n2 − n 6 i < n2.
Âûáåðåì

u =
n2−n−1∑
i=0

diB
i. (48)
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Òîãäà

rs− u =
2n2∑

i=n2−n

diB
i; (49)

Îòñþäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî

∃v(rs− u = vBn2−n),

è, âî-âòîðûõ, ÷òî

rs− u ≡
∑

n2−n6i6n2−1

qBi = qBn2−n
∑

06i6n−1
Bi = Bn2−nB

n − 1

B − 1
q mod Bn2

Ââåä¼ì p êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ r íà Bn + 1. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ r
ñëåäóåò, ÷òî

p ≡
n∑
k=1

(−1)k−1rk mod Bn + 1. (50)

Òàê êàê p < Bn + 1 êàê îñòàòîê, à

n∑
k=1

(−1)k−1rk < q < Bn + 1, (51)

òî

p =
n∑
k=1

(−1)k−1rk =
n∑
k=1

(−1)k−1q

k
. (52)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1

2
6
p

q
, |p

q
− ln 2| < 1

2n
. (53)

Èñïîëüçóÿ âûáîð ÷èñëà n è íåðàâåíñòâî (2), çàïèøåì ñëåäóþùåå íåðà-
âåíñòâî

log2(q) =
ln q

ln 2
=

lnÍÎÊ(1, . . . , n)

ln 2
=
ψ(n)

ln 2
< 2ψ(n) < 4n. (54)

Èç (39), (53), (54) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

p

q
m < (ln 2 +

1

2n
)(log2 q + 1) = ln 2 log2 q + ln 2 +

log2 q

2n
+

1

2n
=

= ψ(n) +
1

2n

ψ(n)

ln 2
+ ln 2 +

1

2n
< ψ(n) + 2 + ln 2 +

1

2n
<

< ψ(n) + 4 < ψ(n) + 4
√
n(log2 n)2 < n− 20

√
n(log2 n)2 + 4

√
n(log2 n)2 =

= n− 16
√
n(log2 n)2 = n− 16

√
nl2 < n− 15

√
nl2.
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Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (12) âûïîëíåíî.
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè âûáîðå ïðîèçâîëüíîãî n, óäîâëåòâîðÿþùåãî äî-

ñòàòî÷íîìó óñëîâèþ, ìû ìîæåì âûáðàòü òàêæå âñå ÷èñëà l,m, p, q, r, s, t, u
òàê, ÷òî ñèñòåìà (4)-(12) áóäåò ñîâìåñòíà; áîëåå òîãî, òàê êàê òàêèõ ÷èñåë
n áåñêîíå÷íî ìíîãî, ÷òî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ Øìèäòà, òî è òàêèõ ðåøåíèé
ñèñòåìû l,m, n, p, q, r, s, t, u áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî.
Òåì ñàìûì, ìû äîêàçàëè âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà �.

§4. Äèîôàíòîâà ïåðåôîðìóëèðîâêà ãèïîòåçû Ðèìàíà

Òåîðåìà Þ.Â.Ìàòèÿñåâè÷à î äèîôàíòîâîñòè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ïîçâî-
ëÿåò íàì ïåðåôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ (3.4)-(3.12) â òåðìèíàõ äèîôàíòîâûõ
ïðåäñòàâëåíèé, òî åñòü ïîñòðîèòü òàêèå ïîëèíîìûG1(n, l; ~x

(1)), G2(q,m; ~x(2)),
. . . , G9(l,m, n, p, q; ~x

(9)) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî

∃~x(1) ∈ N (G1(n, l; ~x
(1))) = 0⇐⇒ (3.4),

∃~x(2) ∈ N (G2(q,m; ~x(2))) = 0⇐⇒ (3.5),

. . . . . .

∃~x(9) ∈ N (G9(l,m, n, p, q; ~x
(9))) = 0⇐⇒ (3.12).

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì äèîôàíòîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè m =
nk (ñì., íàïðèìåð, [11]):

m = nk ⇐⇒ (∃~x)f(m,n, k; ~x) = 0,

ãäå

f(m,n, k; ~x) := (x21 − (x22 − 1)x23 − 1)2 + (x24 − (x22 − 1)x25 − 1)2+

+(x26 − (x27 − 1)x28 − 1)2 + (x5 − x9x23)2+
(x7 − 1− 4x10x3)

2 + (x7 − x2 − x11x4)2 + (x6 − x1 − x12x4)2+
+(x8 − k − 4(x13 − 1)x3)

2 + (x3 − k − x14 + 1)2 + (x17 − n− x18)2+
+(x17 − k − x19)2 + ((x1 − x3(x2 − n)−m)2 − (x15 − 1)2(2x2n− n2 − 1)2)2+

+(m+ x16 − 2x2n+ n2 + 1)2 + (x22 − (x217 − 1)(x17 − 1)2x220 − 1)2

è ~x := (x1, . . . , x20).
Ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåíG1, ÿâëÿþùèéñÿ äèîôàíòîâûì ïðåäñòàâëåíèåì (3.4).
Ïóñòü ψ1 := 2l. Òîãäà äèîôàíòîâûì ïðåäñòàâëåíèåì òàêîãî ψ áóäåò óðàâ-

íåíèå f(ψ1, 2, l, ~x1
(1)) = 0, ãäå ~x1

(1) = (x1, . . . , x20) ∈ N20. Óñëîâèå æå (3.4)
ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå

ψ1 6 n < 2ψ1,
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äëÿ êîòîðîãî äèîôàíòîâî ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü ýëåìåíòàðíî,
èñïîëüçóÿ (2.6):

ψ1 6 n⇔ ∃x21 (x21 + ψ1 − 1− n = 0),

n < 2ψ1 ⇔ ∃x22 (x22 + n− 2ψ1 = 0).

Òàêèì îáðàçîì, äèîôàíòîâûì ïðåäñòàâëåíèåì óñëîâèÿ (3.4) áóäåò óðàâ-
íåíèå:

G1(ψ1, n, l, ~x
(1)) = 0, (1)

ãäå

G1(ψ1, n, l, ~x
(1)) = f(ψ1, 2, l; ~x1

(1))2 + (x21 + ψ1 − 1− n)2 + (x22 + n− 2ψ1)
2

è ~x(1) := (x1, . . . , x22).
Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèì æå îáðàçîì ñòðîèòñÿ äèîôàíòîâî ïðåäñòàâëåíèå

óñëîâèÿ (3.5):
G2(ψ2, q,m, ~x

(2)) = 0, (2)

G2(ψ2, q,m, ~x
(2)) := f(ψ2, 2,m−1; ~x1

(2))2+(x43+ψ2−1−q)2+(x44+q−2ψ2)
2

è ψ2 := 2m−1, ~x1
(2) := (x23, . . . , x42), à ~x

(2) := ( ~x1
(2), x43, x44).

Èìååì äàëåå

∃ ~x1(3) (f(ψ3, 2, l +m+ 1, ~x1
(3)) = 0)⇔ ψ3 = B,

ãäå ~x1
(3) := (x45, . . . , x64), è

∃ ~x2(3) (f(ψ4, 2, nl + nm+ n, ~x2
(3)) = 0)⇔ ψ4 = Bn,

ãäå ~x2
(3) := (x65, . . . , x84), è

∃ ~x3(3) (f(ψ5, 2, n
2l + n2m+ n2, ~x3

(3)) = 0)⇔ ψ5 = Bn2,

ãäå ~x3
(3) = (x85, . . . , x104).

Òîãäà äèîôàíòîâî ïðåäñòàâëåíèå óñëîâèÿ (3.6) èìååò âèä

G3(ψ3, ψ4, ψ5, l,m, n, ~x
(3), s) = 0, (3)

ãäå

G3(ψ3, ψ4, ψ5, l,m, n, ~x
(3), s) := f(ψ3, 2, l +m+ 1, ~x1

(3))2+

f(ψ4, 2, nl + nm+ n, ~x2
(3))2 + f(ψ5, 2, n

2l + n2m+ n2, ~x3
(3))2+

+(s(ψ4ψ3 − 1)2 − (ψ4ψ3(ψ5ψ4 − n− 1) + n))2
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è ~x(3) = (x45, . . . , x104).
Óñëîâèå (3.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â óæå èçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ ψ2, ψ4 è ψ5:

t =
(ψ2 − 1)(ψ5 − 1)

ψ4 − 1
.

Ââåä¼ì ïîëèíîì G4 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G4(ψ2, ψ3, ψ4, ψ5, l,m, n, s, t) := (t(ψ4 − 1)− (ψ2 − 1)(ψ5 − 1))2,

è äèîôàíòîâî ïðåäñòàâëåíèå (3.7) çàïèøåì êàê

G4(ψ2, ψ3, ψ4, ψ5, l,m, n, s, t) = 0. (4)

Ïîñòðîèì äèîôàíòîâî ïðåäñòàâëåíèå óñëîâèÿ (3.8). Ïóñòü ψ6 := 2t, ψ7 :=
(ψ6 + 1)t, à ψ8 := 2rt. Òîãäà óñëîâèå (3.8) çàïèøåòñÿ â âèäå:

(rem(ψ7, 2ψ8) > ψ8)) ∧ (r 6 t).

Ââåä¼ì òåïåðü

ψ9 := rem(ψ7, 2ψ8)⇔ ψ9 < 2ψ8 ∧ ∃y(ψ7 − ψ9 = 2yψ8).

Òîãäà G5, äèîôàíòîâî ïðåäñòàâëÿþùåå óñëîâèå (3.8), èìååò âèä:

G5(ψ6, ψ7, ψ8, ψ9, t, r, ~x
(5)) = 0, (5)

ãäå

G5(ψ6, ψ7, ψ8, ψ9, t, r, ~x
(5)) := f(ψ6, 2, t, ~x1

(5))2 + f(ψ7, ψ6 + 1, t, ~x2
(5))2+

+f(ψ8, 2, rt, ~x3
(5))2 + (x165 + ψ8 − ψ9)

2 + (x166 + ψ9 − 2ψ8)
2+

(2x167ψ8 + ψ9 − ψ7)
2 + (x168 + r − t− 1)2

è
~x1

(5) := (x105, . . . , x124),

~x2
(5) := (x125, . . . , x144),

~x3
(5) := (x145, . . . , x164),

~x(5) := (x105, . . . , x168).

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê óñëîâèÿ (3.4)-(3.12) âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî, òî
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå ïðåäëîæåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè äëÿ ÷èñåë
ψi. Òàê, óñëîâèå (3.9) â òåðìèíàõ ψi çàïèøåòñÿ â âèäå:
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u = rem(rs,
ψ5

ψ4
)⇔ (uψ4 < ψ5) ∧ ∃y (ψ4rs = 2yψ5 + uψ4).

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî çàïèñàòü äèîôàíòîâî ïðåäñòàâëåíèå (3.9) êàê

G6(ψ4, ψ5, u, r, s, ~x
(6)) = 0, (6)

ãäå

G6(ψ4, ψ5, u, r, s, ~x
(6)) := (x169 + uψ4 − ψ5)

2 + (ψ4rs− 2x170ψ5 − uψ4)
2

è ~x(6) := (x169, x170).
Ðàññìîòðèì óñëîâèå (3.10). Â òåðìèíàõ ψi îíî çàïèøåòñÿ êàê

rs− u ≡ ψ5(ψ4 − 1)

ψ4(ψ3 − 1)
q mod ψ5,

ïîýòîìó åãî ïðåäñòàâëåíèå èìååò î÷åâèäíûé âèä:

∃y ((rs− u)ψ4(ψ3 − 1)− ψ5(ψ4 − 1)q − ψ4ψ5(ψ3 − 1)y = 0).

Ïîíÿòíî, ÷òî ìû ïîëó÷èëè òåì ñàìûì äèîôàíòîâî ïðåäñòàâëåíèå óñëîâèÿ
(3.10):

G7(ψ3, ψ4, ψ5, u, r, s, q, ~x
(7)) = 0, (7)

ãäå

G7(ψ3, ψ4, ψ5, u, r, s, q, ~x
(7)) := ψ4ψ5(ψ3−1)x171+ψ5(ψ4−1)q−(rs−u)ψ4(ψ3−1)

è ~x(7) = x171.
Óñëîâèå (3.11) òàê æå ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ ψi:

p = rem(r, ψ4 + 1)⇔ ∃y (r − y(ψ4 + 1)− p = 0 ∧ p < ψ4 + 1),

äèîôàíòîâî ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîãî òåïåðü î÷åâèäíî:

G8(ψ4, r, p, ~x
(8)) = 0, (8)

ãäå

G8(ψ4, r, p, ~x
(8)) := (x172(ψ4 + 1) + p− r)2 + (x173 + p− ψ4 − 1)2

è ~x(8) = (x172, x173).
Íàêîíåö, ïîñëåäíåå óñëîâèå (3.12) ìîæíî çàäàòü äèîôàíòîâûì ïðåäñòàâ-

ëåíèåì ñîâñåì ïðîñòî. Çàìåòèì, ÷òî

15l2q
√
n < nq −mp⇔ (225l4q2n < (nq −mp)2) ∧ (nq > mp) ∧ (n > 0).
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ. Çíà÷èò, ìû îïðåäåëèì
G9 êàê:

G9(l,m, n, p, q, ~x
(9)) = (x174 + 225l4q2n− (nq −mp)2)2 + (x175 +mp− nq)2,

ãäå ~x(9) = (x174, x175), â ðåçóëüòàòå ÷åãî äèîôàíòîâûì ïðåäñòàâëåíèåì óñëî-
âèÿ (3.12) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå:

G9(l,m, n, p, q, ~x
(9)) = 0. (9)

Íàêîíåö, îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí G êàê:

G(l,m, n, p, q, r, s, t, u, ~x, ~ψ) = G1(ψ1, n, l, ~x
(1))2 +G2(ψ2, q,m, ~x

(2))2+

+G3(ψ3, ψ4, ψ5, l,m, n, ~x
(3), s)2 +G4(ψ2, ψ3, ψ4, ψ5, l,m, n, s, t)

2+

G5(ψ6, ψ7, ψ8, ψ9, t, r, ~x
(5))2+

+G6(ψ4, ψ5, u, r, s, ~x
(6))2 +G7(ψ3, ψ4, ψ5, u, r, s, q, ~x

(7))2+

+G8(ψ4, r, p, ~x
(8))2 +G9(l,m, n, p, q, ~x

(9))2,

ãäå ~x = (x1, . . . , x175), à ~ψ = (ψ1, . . . , ψ9). Óðàâíåíèå

G(l,m, n, p, q, r, s, t, u, ~x, ~ψ) = 0 (10)

ÿâëÿåòñÿ äèîôàíòîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ñèñòåìû (3.4-3.12) ïî ïîñòðîåíèþ,
îïèñàííîìó â (2.10).
Äàëåå óäîáíî ïåðåîáîçíà÷èòü ïåðåìåííûå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èñêëþ-

÷èòü ψi. Ïóñòü òåïåðü ψ1 = x176, ψ2 = x177, . . . , ψ9 = x184, è

~x(1) = (x1, . . . , x22, x176),

~x(2) = (x23, . . . , x44, x177),

~x(3) = (x45, . . . , x104, x177, x178, x179, x180),

~x(5) = (x105, . . . , x168, x181, x182, x183, x184),

~x(6) = (x169, x170, x179, x180),

~x(7) = (x171, x178, x179, x180),

~x(8) = (x172, x173, x179),

~x(9) = (x174, x175),
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à ~x = (x1, . . . , x184). Â òåðìèíàõ íîâûõ îáîçíà÷åíèé ìíîãî÷ëåí çàïèøåòñÿ
ïðîñòî:

G(l,m, n, p, q, r, s, t, u, ~x) = G1(n, l, ~x
(1))2 +G2(q,m, ~x

(2))2+

+G3(l,m, n, ~x
(3), s)2 +G4(l,m, n, s, t)

2 +G5(t, r, ~x
(5))2+

+G6(u, r, s, ~x
(6))2 +G7(u, r, s, q, ~x

(7))2+

+G8(r, p, ~x
(8))2 +G9(l,m, n, p, q, ~x

(9))2.

Ïîäûòîæèâ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

Ãèïîòåçà Ðèìàíà⇐⇒ (∀~y ∈ N193) G(~y) 6= 0,

ãäå ~y := (l,m, . . . , u, ~x).

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëî óñïåøíî âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå íîâîé ïåðåôîð-
ìóëèðîâêè ãèïîòåçû Ðèìàíà è ïîñòðîåíî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå îò 193-õ
ïåðåìåííûõ, íåðàçðåøèìîñòü êîòîðîãî ýêâèâàëåíòíà ãèïîòåçå Ðèìàíà. Òà-
êàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà, íåñîìíåííî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä íå
ìåíåå ïðîñòîé, ÷åì óæå ñóùåñòâóþùèå ïåðåôîðìóëèðîâêè ãèïîòåçû Ðè-
ìàíà; òåì íå ìåíåå, òàêàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà î÷åíü âàæíà â òåîðåòè÷å-
ñêîì ïëàíå, òàê êàê ïîñòðîåíèå óêàçàííîãî ïîëèíîìà îò ñðàâíèòåëüíî ìà-
ëîãî êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ðàçâèòîñòü äèîôàí-
òîâîé òåõíèêè è ïîòåíöèàëüíóþ âîçìîæíîñòü óïðîùåíèÿ âèäà äèîôàíòî-
âûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì, òåì ñàìûì, èññëåäîâàíèå
ïóòåé, êîòîðûå ìîãóò åù¼ áîëåå óïðîñòèòü âèä ýêâèâàëåíòíîé ãèïîòåçå Ðè-
ìàíà ôîðìóëèðîâêè â òåðìèíàõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé.
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