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Аннотация

Взаимосвязь между волчком Эйлера-Арнольда и системой Калоджеро-Мозера
(система частиц, которые взаимодействуют попарно) является уже известным при-
мером соответствия двух интегрируемых систем в классической механике. Суть
этой связи заключается в том, что угловые моменты волчка Эйлера 𝑆 выража-
ются через переменные Калоджеро-Мозера 𝑝, 𝑞 и константу связи 𝜈. При этом
эквивалентность гамильтонианов для обоих систем сохраняется.

Данная работа посвящена обобщению соответсвия между волчком Эйлера-
Арнольда и системой Калоджеро-Мозера до соответвия между системой Калоджеро-
Мозера (полевой случай) и уравнением Ландау-Лифшица для рационального, три-
гонометрического и эллиптического случаев. Другими словами, в данной работе
рассматривается интегрируемая система (1+1)-теория поля. Отсюда следует, что
при переходе от классической механики к теории поля, переменные 𝑆, 𝑝 и 𝑞 из
классической механики заменяются на поля 𝑆(𝑥), 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥), а константа связи
становится динамической 𝜈(𝑥).

В данной работе рассматривается калибровочная эквивалентность между по-
левым обобщением Калоджеро-Мозера и уравнением Ландау-Лифшица (ЛЛ). А
именно, рассматривается вычисление явных замен переменных (компоненты век-
тора намагниченности ЛЛ). Затем была проверена эквивалентность гамильтони-
анов и переход из канонической скобки Пуассона в алгебру петель.
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1. Введение
Интегрируемые системы, в частности классической механике, представляют со-

бой особый случай систем дифференциальных уравнений с нужным числом неза-
висимых интегралов движения. Одним из таких уравнений является уравнение
Лакса

𝜕𝑡𝐿 = [𝐿,𝑀 ] (1.1)

где 𝐿 и 𝑀 - пара Лакса. Матрица Лакса 𝐿(𝑡) в процессе эволюции подвергается
преобразованию подобия

𝐿(𝑡) = 𝑔(𝑡)𝐿(0)𝑔−1(𝑡), 𝑀 = −𝜕𝑡𝑔𝑔−1 (1.2)

т.е. собственные значения 𝐿(𝑡) не зависит от времени и являются интегралами
движения.

Также уравнение (1.1) можно представить со спектральным параметром 𝑧 в
виде

𝜕𝑡𝐿(𝑧) = [𝐿(𝑧),𝑀(𝑧)] (1.3)

Такой вид уравнения впервые появился в работе И. Кричевера и С. Новикова
[1]. Из такого представление следует, что инварианты 𝑇𝑟(𝐿(𝑧)𝑘) являются инте-
гралами движения и производящими функциями законов сохранения.
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Уравнение Лакса со спектральным параметром играет существенно важную
роль для исследование интегрируемых (в данной работе это относится в первую
очередь к классической механике). Существует преобразование, которая перево-
дит одну систему в другую. На языке матриц Лакса это выглядит как калибровоч-
ное преобразование вида 𝐿1(𝑧) = 𝑔(𝑧)𝐿2(𝑧)𝑔

−1(𝑧), которая применяется в каждом
разделе данной работы.

Как уже было сказано, уравнение Лакса приобретает особое преимущество
в классической механике, но существует уравнение, которое описывает (1+1)-
интегрируемые теория поля

𝜕𝑡𝐿− 𝑘𝜕𝑥𝑀 = [𝐿,𝑀 ] (1.4)

Это уравнение нулевой кривизны называется уравнение Захарова-Шабата -
уравнение в частных производных, законы сохранение которого получаются ме-
тодом обратной задачи рассения, разработанный Л. Фаддеевым, В. Захаровым и
А. Шабатом [2]. В случаи уравнения (1.4), импульсы и кординаты частиц заменя-
ются на поля

{𝑝, 𝑞} = 1 −→ {𝑝(𝑥), 𝑞(𝑦)} = 𝛿(𝑥− 𝑦)

Переменную 𝑥 можно представить как координату на вещественной прямой
или окружности. Считается, что все поля - это периодические функции на окруж-
ности, а гамильтонин задается интегралом𝐻 =

∮︀
ℎ(𝑥) ([12], [13], [15]). Здесь 𝑇𝑟(𝐿𝑘)

уже не являются сохраняющимися величинами, а вычисление плотности ℎ(𝑥) яв-
ляется нетривиальной задачей. Система преобразований при полевом случаи име-
ет следующий вид 𝐿1 = 𝑔𝐿2𝑔

−1 − 𝑘𝑔𝜕𝑥𝑔
−1.

Сверху мы ознакомились с интегрируемыми системами, которые имеют пред-
ставления Лакса или Захарова-Шабата. В этих случаях калибровочные преобра-
зования сопутствующих линейных уравнений приводят по существу к одним и тем
же системам, хотя их уравнения движения существенно различаются. Например,
то же самое уравнение Захарова-Шабата калибровочно эквивалентна модели маг-
нетика Ландау-Лифшица [10]. Уравнение Ландау-Лифшица [6] - это уравнение,
которое описывает поведение вектора намагниченности в ферромагнетике (Фер-
ромагнетики - это вещества, обладающие самопроизвольной намагниченностью,
которая сильно изменяется под влиянием внешних воздействий). В работе [17] бы-
ла доказана эквивалентность магнетика Гейзенберга (магнетик Ландау-Лифшица)
нелинейному уравнению Шредингера

𝑖𝜓𝑡 + 𝜓𝑥𝑥 + 2|𝜓|2𝜓 = 0, −∞ < 𝑥, 𝑡 <∞ (*)

Таким образом, интегрируемая система (как и в классической механике, так
и в теории поля) должна классифицироваться до калибровочной эквивалентно-
сти, хотя это не единственный принцип эквивалентности в их возможных класси-
фикациях. Важной и тонкой точкой этого подхода является точное определение
допустимых калибровочных преобразований. Одним из таких примеров в класси-
ческой механике (работа [15] и [16]) является взаимосвязь Калоджеро-Мозера [3]
и эллиптического Волчка Эйлера-Арнольда 𝑆𝐿(2,C), пара Лакса которого была
предложена в работе [4]. При такой взаимосвязи были получены замены перемен-
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ных 𝑆, которые выражаются через переменные 𝑝, 𝑞 и констану связи 𝜈. В данной
работе были получены примерно такие же замены в случаи (1+1)-теории поля.

Опишем подробнее содержание дипломной работы.
В главе 2 выполнены ряд следующих рациональных задач. Во первых де-

монстрируется уже решенные задачи для классической механики, а именно при
помощи производящей функции получены следующие гамильтонианы

𝐻 𝑡𝑜𝑟 =
1

2
𝑇𝑟(𝑆𝐽(𝑆)) (1.5)

𝐻КМ =
𝑝2

2
− 𝜈2

8𝑞2
(1.6)

которые характеризуются следующими уравнениями движения

𝑆̇ = {𝐻,𝑆} = [𝐽(𝑆), 𝑆], (1.7)

𝑝̇ = −𝜕𝐻
𝜕𝑞

= − 𝜈2

4𝑞3
, 𝑞 =

𝜕𝐻

𝜕𝑝
= 𝑝 (1.8)

где 𝑆 - замены переменных, выраженные через 𝑝, 𝑞 и 𝜈 при помощи калибро-
вочного преобразования 𝐿top(𝑧) = 𝑔(𝑧)𝐿CM(𝑧)𝑔−1(𝑧) (статья [11]). Следовательно
инвариант 1

2
𝑇𝑟(𝐿(𝑧)2) переводит одну систему в другую и гамильтонианы обоих

систем совпадают (с учётом полученных замен переменных 𝑆).
Дальше демонстрируется обобщение классической механике до (1+1)-теория

поля. А именно указан простой способ полученние гамильтонианов для поле, ко-
торые описывают следующие уравнение движение

𝜕𝑡𝑆 = [𝐽(𝑆), 𝑆]− 𝛼 [𝑆, 𝑆𝑥𝑥] (1.9)

𝑞 = 𝑝

(︂
1− 𝑘2𝑞2𝑥

𝑐2

)︂
, 𝑐 =

√
ℎ′ =

√︀
𝜈2 + 𝑘2𝑞2𝑥 (1.10)

𝑝̇ = −𝑘
2

𝑐2
𝜕𝑥
(︀
𝑝2𝑞𝑥

)︀
+

3𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2

4𝑞3
+

3𝑘2

4
𝜕𝑥

(︂
𝑞𝑥
𝑞2

)︂
+
𝑘4

4
𝜕𝑥

(︂
𝑞𝑥𝑥𝑥𝜈 − 𝜈𝑥𝑞𝑥𝑥

𝜈3

)︂
(1.11)

где (1.9) - уравнение Ландау-Лифшица [6], которое, как уже известно, описы-
вает поведение вектора намагниченности в ферромагнетике. А также, это непре-
рывный предел классической интегрируемой спиновой цепочки, составленной из
угловых моментов в волчке Эйлера. Сама процедура 𝐿𝐿L = 𝑔𝐿̃𝐶𝑀𝑔−1 − 𝑘𝑔𝜕𝑥𝑔

−1

устанавливает калибровочную эквиваленьность уравнений (1.9), (1.10) и (1.11).
Такой результат можно изобразить в виде диаграммы
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2 - х-частичная система КМ SL(2) - рациональный волчок ЭА

2 - х-частичная теория поля КМ уравнение Ландау-Лифшица

Следует иметь ввиду, что выше описанные действия - это демонстрация уже
давно известных задачи [13, 16]. Однако, каждая из этих задач играет существен-
но важную роль для проверки калибровочной эвивалентности между ЛЛ и 1+1
полевой системой КМ.

В итоге при наличии матриц Лакс (для ЛЛ и полевого КМ) и калибровочного
преобразование 𝐿𝐿L = 𝑔𝐿̃𝐶𝑀𝑔−1 − 𝑘𝑔𝜕𝑥𝑔

−1, получаются замены переменных 𝑆(𝑥),
которые выражаются через 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥), 𝜈(𝑥). При этом матрицу перехода 𝑔 долж-
на быть такой, чтобы она зануляла собственный вектор вычета матрицы Лакса
Калоджеро в ядре (𝑧 = 0). Затем было установлено, что полученные замены пе-
ременных переводят канонические скобки Пуассона на алгебру петель. И наконец
проверено совпадение гамильтонианов моделей ЛЛ и КМ.

В главе 3 рассматривались такие же задачи для классической механике [12]
и поля, как и в предыдущей главе, но для тригонометрического случая. Другими
словами мы обобщили все задачи из предыдушего раздела до тригонометрическо-
го случая, включая вычисления явных замен переменных 𝑆(𝑥), которые переводят
те же скобки Пуассона в алгебру петель и сохраняют эквивалентность гамильто-
нианов.

В главе 4, как и в предыдущем разделе (тригонометрический случай), рас-
сматривалось обобщение всех предыдущих задач до эллиптического случая. Глав-
ная особенность этого раздела - это тождества из приложения, которые использу-
ются в данном разделе.

В заключении подводятся результаты и перечисляются дальнейшие планы
данной работы.

В приложении представлены основные формулы, которые применялись к 4
главе.

В списке литературы представлены статьи, которые были использованы для
данной работы;

2. Рациональный случай

2.1. Выписать полное исходное описание системы Волчка
Эйлера в рациональном случае

Утверждение:

При наличии матрицы Лакса вида
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𝐿 =
1

𝑧

(︂
1
2
(𝑆11 − 𝑆22)− 𝑧2𝑆12 𝑆12

𝑆21 − 𝑧2 (𝑆11 − 𝑆22)− 𝑧4𝑆12
1
2
(𝑆22 − 𝑆11) + 𝑧2𝑆12

)︂
(2.1.1)

и скобки Пуассона-Ли

{𝑆𝑖𝑗,𝑆𝑘𝑙} = 𝑆𝑖𝑙𝛿𝑘𝑗 − 𝑆𝑘𝑗𝛿𝑖𝑙, (2.1.2)

получить гамильтонианы и уравнение движения

𝑆̇ = {𝐻,𝑆} = [𝐽(𝑆), 𝑆], (2.1.3)

матрицу 𝐽(𝑆), пару Лакса и уравнение движения, построенных из уравнения
Лакса

𝐿̇(𝑧) = {𝐻,𝐿(𝑧)} = [𝐿(𝑧),𝑀(𝑧)] (2.1.4)

Доказательство:

Если подставить матрицу (2.1.1) в определение производящей функции гамиль-
тониана

1

2
𝑇𝑟(𝐿2) =

𝑆2
11 + 𝑆2

22 − 2𝑆11 (4𝑆12𝑧
2 + 𝑆22) + 4𝑆12 (2𝑆22𝑧

2 + 𝑆21)

4𝑧2
(2.1.5.1)

или

1

2
𝑇𝑟(𝐿2) = −2𝑆12 (𝑆11 − 𝑆22) +

𝑆2
11 − 2𝑆11𝑆22 + 𝑆2

22 + 4𝑆12𝑆21

4𝑧2
= 2𝐻0 +

𝐻2

𝑧2
(2.1.5.2)

отсюда выводятся гамильтонианы, которые являются коэффициентами при
степенях 𝑧

𝐻0 =− 𝑆12 (𝑆11 − 𝑆22)

𝐻2 =
1

4
(𝑆2

11 − 2𝑆11𝑆22 + 𝑆2
22 + 4𝑆12𝑆21)

(2.1.5.3)

Затем, используя соотношения (2.1.3) и (2.1.2) выводится следующее уравнение
движение (при степени 𝑧0)⎧⎪⎨⎪⎩

𝑆̇11 =− 𝑆̇22 = 𝑆12 (𝑆11 − 𝑆22)

𝑆̇21 =2𝑆12𝑆21 − (𝑆11 − 𝑆22)
2

𝑆̇12 =− 2𝑆2
12

(2.1.6)

А при степени 𝑧−2 каждое уравнение системы равна нулю. В итоге, приравни-
вая уравнение (2.1.6) и (2.1.3), выводится следующая матрица

𝐽(𝑆) = −
(︂

𝑆12 0
𝑆11 − 𝑆22 −𝑆12

)︂
(2.1.7)
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Теперь, используя соотношения (2.1.1) и (2.1.4) выводится следующая матрица
𝑀

𝑀(𝑧) =

(︂
𝑆12 0

𝑆11 − 𝑆22 + 2𝑧2𝑆12 −𝑆12

)︂
(2.1.8)

Если поставить матрицы (2.1.1) и (2.1.8) в уравнение Лакса (2.1.4), то это урав-
нение Лакса будет эквивалентно сисеме уравнений (2.1.6). С учётом орпеделения
(2.1.5.3) и (2.1.7) гамильтониан можно представить в следующем виде

𝐻0 =
1

2
𝑇𝑟(𝑆𝐽(𝑆)) (2.1.9)

Подробное описание волчка Эйлера-Арнольда (уравнение движение, пары Лак-
са и т. д.) можно найте в работе [10].

2.2. Выписать полное исходное описание системы
Калоджеро-Мозера в рациональном случае

Утверждение:

Используя матрицу Лакса вида

𝐿 =

(︂
𝑝 𝜈

2𝑞
− 𝜈

2𝑧

− 𝜈
2𝑧

− 𝜈
2𝑞

−𝑝

)︂
(2.2.1)

и скобки Пуассона

{𝑝, 𝑞} = 1, {𝑞, 𝑞} = 0, {𝑝, 𝑝} = 0 (2.2.2)

получить гамильтонианы и уравнение движения из уравнение Лакса

𝐿̇(𝑧) = {𝐻,𝐿(𝑧)} = [𝐿(𝑧),𝑀(𝑧)] (2.2.3)

Доказательство:

Используя соотношения (2.2.1), производящая функцию гамильтониана будет
иметь следующий вид

1

2
𝑇𝑟(𝐿2) = 𝑝2 − 𝜈2

4𝑞2
+

𝜈2

4𝑧2
= 2𝐻0 +

𝐻2

𝑧2
(2.2.4.1)

из предыдущего пункта известно, что коэффициент при каждой степени спек-
трального параметра - это отдельный гамильтониан, поэтому гамильтониан сте-
пени 𝑧0 имеет вид

𝐻0 =
𝑝2

2
− 𝜈2

8𝑞2
(2.2.4.2)

а при 𝑧−2 выводится следующий гамильтониан 𝐻2 =
𝜈2

4
. Этот Гамильтонман в

выражении (2.2.3) даёт нам уравнение движения равная нулю. Теперь подставляя
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полученный Гамильтониан (2.2.4.2) в (2.2.3) мы получаем уравнения движения

𝑝̇ = −𝜕𝐻
𝜕𝑞

= − 𝜈2

4𝑞3
, 𝑞 =

𝜕𝐻

𝜕𝑝
= 𝑝 (2.2.5)

а матрица 𝑀(𝑧) будет иметь вид

𝑀(𝑧) =

(︂
− 1

4𝑞2
− 𝜈

4𝑞2

− 𝜈
4𝑞2

− 1
4𝑞2

)︂
(2.2.6)

Если поставить матрицы (2.2.1) и (2.2.6) в уравнение Лакса (2.2.3), то это урав-
нение Лакса будет эквивалентна уравнению (2.2.5).

2.3. Взаимосвязь м/д системами Волчка Эйлера и
Калоджера-Мозера

Утверждение:

Известно, что уравнение Лакса обладает естественной калибровочной инвари-
антностью, т. е. это уравнение инвариантно относительно преобразований

𝐿→ 𝑔𝐿𝑔−1, 𝑀 → 𝑔𝑀𝑔−1 − 𝜕𝑡𝑔𝑔
−1 (2.3.1)

Это свойство матрицы Лакса (2.3.1) представимо в виде калибровочного пре-
образования вида

𝐿top(𝑧) = 𝑔(𝑧)𝐿CM(𝑧)𝑔−1(𝑧) (2.3.2)

теперь используя (2.3.2), (2.2.1) и (2.1.1) получить следующие динамические
замены 𝑆11, 𝑆12, 𝑆21 и 𝑆22.

Доказательство:

В работе [11] были получены замены переменных 𝑆 для 𝑆𝑙(𝑛), а в данной рабо-
те рассматривается случай 𝑆𝑙(2). Пусть матрица калибровочного преобразования
имеет следующей вид

𝑔 = Ξ(𝑧,𝑞)𝐷−1(𝑞) (2.3.3)

где

Ξ(𝑧,𝑞) =

(︂
1 1

(𝑧 + 𝑞)2 (𝑧 − 𝑞)2

)︂
(2.3.4.1)

и

𝐷 = 2𝑞

(︂
1 0
0 −1

)︂
(2.3.4.2)

Или в матричном виде матрица перехода (2.3.3) будет иметь следующий вид
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𝑔 =

(︃
1
2𝑞

− 1
2𝑞

(𝑞+𝑧)2

2𝑞
− (𝑧−𝑞)2

2𝑞

)︃
(2.3.5.1)

𝑔−1 =

(︃
− (𝑧−𝑞)2

2𝑧
1
2𝑧

− (𝑞+𝑧)2

2𝑧
1
2𝑧

)︃
(2.3.5.2)

Теперь с учетом (2.3.5) и (2.2.1) в (2.3.2) матрица Лакса (2.1.1) преобретает
следующий вид

𝐿𝑡𝑜𝑝 =

(︂
𝐿11 𝐿12

𝐿21 𝐿22

)︂
(2.3.6)

где элементы матрицы (2.3.6) имеют вид

𝐿11 = −𝑝𝑞
2𝑧

− 𝑝𝑧

2𝑞
− 𝜈𝑧

4𝑞2
+

𝜈

4𝑧
(2.3.6.1)

𝐿12 =
𝑝

2𝑞𝑧
+

𝜈

4𝑞2𝑧
(2.3.6.2)

𝐿21 = −𝑝𝑞
3

2𝑧
− 𝑝𝑧3

2𝑞
+ 𝑝𝑞𝑧 − 𝜈𝑧3

4𝑞2
+

3𝜈𝑞2

4𝑧
− 𝜈𝑧

2
(2.3.6.3)

𝐿22 =
𝑝𝑞

2𝑧
+
𝑝𝑧

2𝑞
+
𝜈𝑧

4𝑞2
− 𝜈

4𝑧
(2.3.6.4)

Отсюда, приравнивая матрицу (2.3.6) к (2.1.1), следует следующие замены

𝑆11(𝑝,𝑞,𝜈) = −𝑝𝑞
2

+
𝜈

4
(2.3.7.1)

𝑆12(𝑝,𝑞,𝜈) =
𝑝

2𝑞
+

𝜈

4𝑞2
(2.3.7.2)

𝑆21(𝑝,𝑞,𝜈) = −𝑞
2

(︂
𝑝𝑞2 − 3𝜈𝑞

2

)︂
(2.3.7.3)

𝑆22(𝑝,𝑞,𝜈) =
𝑝𝑞

2
− 𝜈

4
(2.3.7.4)

с соответствующими скобками пуассона (с учётом {𝑝, 𝑞} = 1)

{𝑆11, 𝑆12} = 𝑆12 (2.3.8.1)

{𝑆11, 𝑆21} = −𝑆21 (2.3.8.2)

{𝑆12, 𝑆21} = 2𝑆11 (2.3.8.3)

Если подставить полученные замены в гамильтониан (2.1.4.3)
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𝐻 = −𝑆12 (𝑆11 − 𝑆22) =
𝑝2

2
− 𝜈2

8𝑞2
(2.3.9)

то в итоге гамтльтонианы обоих систем (КМ и волчка ЭА) совпадают.

2.4. Гамильтонианы в 𝑆𝐿(2) (1+1-теория поля).

Также в данной работе представлен простейший способ получения плотностей
сохраняющихся величин в случае 𝑆𝐿(2) ([13], [16]). А для этого воспользуемся
калибровочным преобразованием

𝑓−1𝐿𝑓 − 𝑘𝑓−1𝜕𝑥𝑓 = 𝐿′ (2.4.1)

где 𝑓 определяется следующим образом

𝑓 =

(︃ √
𝐿12 0

− 𝐿11√
𝐿12

+ 𝑘 𝜕𝑝
√
𝐿12

𝐿12

1√
𝐿12

)︃
(2.4.2)

В итоге этого преобразование 𝐿-оператор перейдёт в следующий вид

𝐿′ =

(︂
0 1
𝑇 0

)︂
(2.4.3)

с выражением 𝑇

𝑇 = 𝐿21𝐿12 + 𝐿2
11 − 𝑘

𝐿11𝜕𝑥𝐿12

𝐿12

+ 𝑘𝜕𝑥𝐿11 −
1

2
𝑘2
𝜕2𝑥𝐿12

𝐿12

+
3

4
𝑘2

(𝜕𝑥𝐿12)
2

𝐿2
12

(2.4.4)

которое приводит к уравнению Шредингера(︀
−𝑘2𝜕2𝑥 + 𝑇

)︀
𝜓 = 0 (2.4.5)

где волновая функция имеет следующий вид 𝜓 = exp{− 1
𝑘

∮︀
𝑑𝑦𝜒(𝑦)}, отсюда

получается уравнение Риккати

−𝑘𝜕𝑥𝜒+ 𝜒2 − 𝑇 = 0 (2.4.6)

Решение получаются с помощью локальных разложений [6]

𝜒 =
∞∑︁

𝑙=−1

𝑧𝑙𝜒𝑙 (2.4.7)

Также это разложение обеспечивает плотности закона сохранения

𝐻𝑙 ∼
∮︁
𝑑𝑥𝜒𝑙−1 (2.4.8)

Значение 𝜒𝑙 можно найти из уравнения Риккати при условии, что 𝑇 имеет вид
локального выражения
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𝑇 (𝑧) =
∞∑︁

𝑙=−2

𝑧𝑙𝑇𝑙 (2.4.9)

в окрестности нуля. Для 𝑙 = −2, − 1,0 выводятся следующие выражения из
уравнения Риккати ⎧⎪⎨⎪⎩

𝜒−1 =
√
𝑇−2

𝜒0 =
1

2𝜒−1
(𝑇−1 + 𝑘𝜕𝑥𝜒−1)

𝜒1 =
1

2𝜒−1

(︁
𝑇0 −

𝑇 2
−1

4𝑇−2

)︁ (2.4.10)

2.5. Гамильтонианы для полевого Калоджера-Мозера.

С использованием конструкции, описанной в предыдущем пункте для матрицы
Лакса

𝐿̃𝐶𝑀
4 =

⎛⎝ 𝑝− 𝑘 𝑞𝑥
2𝑧

−𝜈
(︁

1
2𝑧

− 1
2𝑞

)︁
−𝜈
(︁

1
2𝑧

+ 1
2𝑞

)︁
−𝑝+ 𝑘 𝑞𝑥

2𝑧

⎞⎠ (2.5.1)

и выражения для 𝑇 выводятся следующие коэффициенты ([13], [16])⎧⎪⎨⎪⎩
4𝑇𝐶𝑀

−2 = 𝑘2𝑞2𝑥 + 𝜈2 = 𝑐2 = ℎ′

2𝑇𝐶𝑀
−1 = −2𝑘𝑝𝑞𝑥 +

𝑘2𝜈𝑥
𝜈
𝑞𝑥 − 𝑘2𝑞𝑥𝑥

𝑇𝐶𝑀
0 = 𝑝2 + 2𝑘2𝑞2𝑥−𝜈2

4𝑞2
− 𝑘𝑝𝜈𝑥

𝜈
+ 𝑘2

4

(︀
𝜈𝑥
𝜈

)︀2 (2.5.2)

Здесь важное значение имеет не тривиальный Гамильтониан квадратичный в
поле моментов 𝑝. Это двумерное обобщение квадратичного Гамильтониана Калоджера-
Мозера

𝐻𝐶𝑀
0 =

∮︁
𝑑𝑥

√
ℎ𝜒1 =

1

2

∮︁
𝑑𝑥

(︂
𝑇0 −

1

ℎ′
𝑇 2
−1

)︂
(2.5.3)

где подинтегральное выражение имеет вид

𝑇𝐶𝑀
0 − 1

ℎ′
(︀
𝑇𝐶𝑀
−1

)︀2
= 𝑝2

(︂
1− 𝑘2𝑞2𝑥

𝑐2

)︂
+

3𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2

4𝑞2
− 𝑘4𝑞2xx

4𝜈2
(2.5.4)

Уравнение движения, производимые 𝐻𝐶𝑀
0 имеют вид:

𝑞 = 𝑝

(︂
1− 𝑘2𝑞2𝑥

𝑐2

)︂
(2.5.5.1)

𝑝̇ = −𝑘
2

𝑐2
𝜕𝑥
(︀
𝑝2𝑞𝑥

)︀
+

3𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2

4𝑞3
+

3𝑘2

4
𝜕𝑥

(︂
𝑞𝑥
𝑞2

)︂
+
𝑘4

4
𝜕𝑥

(︂
𝑞𝑥𝑥𝑥𝜈 − 𝜈𝑥𝑞𝑥𝑥

𝜈3

)︂
(2.5.5.2)

с соответсвующей скобкой Пуассона

{𝑝(𝑥), 𝑞(𝑦)} = 𝛿(𝑥− 𝑦) (2.5.6)
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Если подставить 𝑘 = 0, то (учитывая 𝑐2 = 𝑘2𝑞2𝑥 + 𝜈2) уравнения движения
(2.5.5.1) и Гамильтониан перейдут в выражения (2.2.5) и (2.2.4.2).

2.6. Гамильтониан для системы Ландау-Лифшиц.

Дальше, используется вновь конструкция описанная в пункте 2.4 и локальное
разложение матрицы Лакса ([13], [14], [16])

𝐿 =
∞∑︁

𝑙=−1

𝑧𝑙𝐿𝑙 (2.6.1)

отсюда выводятся следующие выражение для 𝑇

𝑇−2 = 𝐿−1
12 𝐿

−1
21 + 𝐿−1

11 𝐿
−1
11 (2.6.2.1)

𝑇−1 = 𝐿−1
12 𝐿

0
21 + 𝐿0

12𝐿
−1
21 + 2𝐿0

11𝐿
−1
11 − 𝑘

𝐿−1
11 𝜕𝑥𝐿

−1
12

𝐿−1
12

+ 𝑘𝜕𝑥𝐿
−1
11 (2.6.2.2)

𝑇0 = 𝐿1
12𝐿

−1
21 + 𝐿−1

12 𝐿
1
21 + 2𝐿1

11𝐿
−1
11 + 𝐿0

12𝐿
0
21 + 𝐿0

11𝐿
0
11−

− 𝑘

𝐿−1
12

(︂
𝐿0
11𝜕𝑥𝐿

−1
12 + 𝐿−1

11 𝜕𝑥𝐿
0
12 −

𝐿0
12𝐿

−1
11 𝜕𝑥𝐿

−1
12

𝐿−1
12

)︂
+ 𝑘𝜕𝑥𝐿

0
11−

−𝑘
2

2

𝜕2𝑥𝐿
−1
12

𝐿−1
12

+
3𝑘2

4

(︂
𝜕𝑥𝐿

−1
12

𝐿−1
12

)︂
(2.6.2.3)

При подстановке следующих элементов матриц Лакса

𝐿 =

(︃
𝑆11(𝑥)

𝑧
− 𝑧𝑆12(𝑥)

𝑆12(𝑥)
𝑧

−𝑆12(𝑥)𝑧
3 − 2𝑆11(𝑥)𝑧 +

𝑆21(𝑥)
𝑧

−𝑆11(𝑥)
𝑧

+ 𝑧𝑆12(𝑥)

)︃
(2.6.3)

выводятся следующие соотношения

𝑇−2 = 𝑆11(𝑥)
2 + 𝑆12(𝑥)𝑆21(𝑥) (2.6.4.1)

𝑇−1 = 𝑘(𝑆11(𝑥))𝑥 −
𝑘𝑆11(𝑥)(𝑆12(𝑥))𝑥

𝑆12(𝑥)
(2.6.4.2)

𝑇0 = −4𝑆11(𝑥)𝑆12(𝑥) +
3𝑘2(𝑆12(𝑥))

2
𝑥

4(𝑆12(𝑥))2
− 𝑘2(𝑆12(𝑥))𝑥𝑥

2𝑆12(𝑥)
(2.6.4.3)

где индекс 𝑥 и 𝑥𝑥 - это производные по 𝑥. Теперь с учётом следующего опре-
деления

ℎ𝑙(𝑥) = 𝜆𝜒𝑙−1, 𝜆2 = 𝑇−2 (2.6.5)

где 𝜆 - собственное значение матрицы
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𝑆 =

(︂
𝑆11(𝑥) 𝑆12(𝑥)
𝑆21(𝑥) −𝑆11(𝑥)

)︂
(2.6.6)

выводятся следующее выражение

ℎ2 = 𝜆𝜒1 =
1

2

(︂
𝑇0 −

1

4𝜆2
𝑇 2
−1

)︂
(2.6.7)

Наконец подсстановка (2.6.7) и (2.6.4) в Гамильтониан

𝐻𝑙 =

∮︁
d𝑥ℎ𝑙(𝑥) (2.6.8)

даёт следующий Гамильтониан Ландау-Лифшица

𝐻LL =
1

2

∮︁
{−4𝑆11(𝑥)𝑆12(𝑥)− 𝛼

(︀
2(𝑆11(𝑥))

2
𝑥 + 2(𝑆12(𝑥))𝑥(𝑆21(𝑥))𝑥

)︀
}dx (2.6.9.1)

𝐻LL =
1

2

∮︁
{𝑡𝑟 (𝑆𝐽 (𝑆))− 𝛼𝑡𝑟

(︀
𝑆2
𝑥

)︀
}dx (2.6.9.2)

с константой 𝛼 = 𝑘2/8𝜆2. Если подставить этот Гамильтониан в (2.1.3) с учетом
скобки Пуассона-Ли

{𝑆𝑖𝑗(𝑥), 𝑆𝑘𝑙(𝑦)} = (𝑆𝑖𝑙(𝑥)𝛿𝑘𝑗 − 𝑆𝑘𝑗(𝑥)𝛿𝑖𝑙) 𝛿(𝑥− 𝑦) (2.6.10)

то в итоге получается уравнение движения для ферромагнетика

𝜕𝑡𝑆 = [𝐽(𝑆), 𝑆]− 𝛼 [𝑆, 𝑆𝑥𝑥] (2.6.11)

А при подстановке переменных (2.8.18) (которые будут рассмотрены в конце
раздела) в (2.6.9) получается

𝐻 =
1

2

∮︁
𝑑𝑥

(︂
𝑝2
(︂
1− 𝑘2𝑞2𝑥

𝑐2

)︂
+

3𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2

4𝑞2
− 𝑘4𝑞2xx

4𝜈2

)︂
(2.6.12)

2.7. Уравнение Ландау-Лифшица.

В данном пункте была проверена эквивалентность уравнение Захарова-Шабата
и Ландау-Лифшица [10]. По ходу решения задачи, представим уравнение Захарова-
Шабата в следующем виде

𝜕𝑡𝑈(𝑧) + 𝑘𝜕𝑥𝑉 (𝑧) = [𝑈(𝑧), 𝑉 (𝑧)] (2.7.1)

где 𝑥 - координата на окружности. Переменные 𝑆(𝑥) (как известно) - это теперь
периодические поля с скобками Пуассона

{𝑆𝑖𝑗(𝑥), 𝑆𝑘𝑙(𝑦)} = (𝑆𝑖𝑙(𝑥)𝛿𝑘𝑗 − 𝑆𝑘𝑗(𝑥)𝛿𝑖𝑙) 𝛿(𝑥− 𝑦) (2.7.2)

На основе тех же последних данных из пункта 2.6, матрица Лакса (2.6.3) при-
мет вид одной из U-V пар
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𝑈LL = 𝐿(𝑧, 𝑆(𝑥)) =
1

𝑧

(︂
𝑆11 − 𝑧2𝑆12 𝑆12

𝑆21 − 2𝑧2𝑆11 − 𝑧4𝑆12 −𝑆11 + 𝑧2𝑆12

)︂
(2.7.3)

и

𝑉 LL= − 1

2

(︀
𝑉 LL
1 + 𝑉 LL

2

)︀
(2.7.4)

𝑉 LL
1 = −1

𝑧
𝐿(𝑧, 𝑆)− 2𝑀(𝑧, 𝑆) = − 1

𝑧2

(︂
𝑆11 𝑆12

𝑆21 −𝑆11

)︂
−
(︂

𝑆12 0
2𝑆11 + 3𝑧2𝑆12 −𝑆12

)︂
(2.7.5)

где матрица 𝑀

𝑀(𝑧, 𝑆) =

(︂
𝑆12 0

2𝑆11 + 2𝑧2𝑆12 −𝑆12

)︂
(2.7.6)

Матрица 𝑉 LL
2 представлена в виде

𝑉 LL
2 = 𝐿(𝑧, ℎ) =

1

𝑧

(︂
ℎ11 − 𝑧2ℎ12 ℎ12

ℎ21 − 2𝑧2ℎ11 − 𝑧4ℎ12 −ℎ11 + 𝑧2ℎ12

)︂
(2.7.7)

где матрица ℎ напоминаем

ℎ = − 𝑘

4𝜆2
[𝑆, 𝑆𝑥] , 𝑆𝑥 = 𝜕𝑥𝑆 (2.7.8)

При подстановке этих определений в (2.7.1), выводятся два уравнения:

𝑘𝜕𝑥𝑉
LL
1 =

[︀
𝐿, 𝑉 LL

2

]︀
, (2.7.9)

𝜕𝑡𝐿− 1

2
𝑘𝜕𝑥𝑉

LL
2 = −1

2

[︀
𝐿, 𝑉 LL

1

]︀
= [𝐿,ℳ] (2.7.10)

и

−𝑘𝜕𝑥𝑆 = [𝑆, ℎ] (2.7.11)

𝜕𝑡𝑆 − (𝑘/2)𝜕𝑥ℎ = [𝐽(𝑆), 𝑆] (2.7.12)

При условии 𝑆𝑆𝑥+𝑆𝑥𝑆 = 0 первое уравнение решается при определении (2.7.8).
А второе уравнение принимает вид:

𝜕𝑡𝑆 = [𝐽(𝑆), 𝑆]− 𝛼 [𝑆, 𝑆𝑥𝑥] (2.7.13)

с константой 𝛼 = 𝑘2/8𝜆2. По компонентам имеем⎧⎨⎩
𝜕𝑡𝑆11 = 𝛼𝑆21𝜕

2
𝑥𝑆12 − 𝛼𝑆12𝜕

2
𝑥𝑆21 + 2𝑆12𝑆11

𝜕𝑡𝑆21 = −2𝛼𝑆21𝜕
2
𝑥𝑆11 + 2𝛼𝑆11𝜕

2
𝑥𝑆21 + 2𝑆12𝑆21 − 4𝑆2

11

𝜕𝑡𝑆12 = −2𝛼𝑆11𝜕
2
𝑥𝑆12 + 2𝛼𝑆12𝜕

2
𝑥𝑆11 − 2𝑆2

12

(2.7.14)

Отсюда следует, что уравнение (2.7.14) и (2.7.13) эквивалентно (2.7.1)
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2.8. Взаимосвязь м/д системами Ландау-Лифшица и
полевого Калоджера-Мозера.

Для того, чтобы получить замены переменных 𝑆(𝑥) применяется матрица Лак-
са полевого Калоджера-Мозера

𝐿̃𝐶𝑀
4 =

⎛⎝ 𝑝− 𝑘 𝑞𝑥
2𝑧

−𝜈
(︁

1
2𝑧

− 1
2𝑞

)︁
−𝜈
(︁

1
2𝑧

+ 1
2𝑞

)︁
−𝑝+ 𝑘 𝑞𝑥

2𝑧

⎞⎠ (2.8.1)

с вычетом (так как любая матрица Лакса задаётся своим вычетом)

𝐵 = 𝑅𝑒𝑠𝐿̃𝐶𝑀
4 =

(︂
−1

2
𝑘𝑞𝑥 −𝜈

2

−𝜈
2

1
2
𝑘𝑞𝑥

)︂
(2.8.2.1)

Однако перед тем как применить матрицы (2.8.1) и (2.8.2.1), следует обьяснить
причину использывания вычета матрицы Лакса для простой механики в качестве
примера. Изначально матрица 𝐷 выбиралась из таких соображений

𝐷 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
(2.8.2.2)

чтобы матрица перехода 𝑔 обладала таким свойством, что от 𝑔(𝑧 = 0) имеет
собственный вектор (1, 1), а собственный вектор вычета вида

𝐵2 =

(︂
0 −𝜈

2

−𝜈
2

0

)︂
(2.8.3)

должен зануляется в ядре. Это необходимо для того, чтобы не образовывались
полюса второго порядка при сопряжении матриц перехода в калибровачном пре-
образовании. Поэтому для случая поля, т. е. для матрицы Лакса (2.8.1) нужно
выбрать такую матрицу

𝐷 =

(︂
𝑑1 0
0 𝑑2

)︂
(2.8.4)

чтобы полученная при этом 𝑔 зануляла собственный вектор (2.8.2.1).

Теперь вычисляется собственный вектор
(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
, который при 𝑘 = 0 переходит

в
(︂

1
1

)︂
.

Для начала выводятся собственные значение из детерминанта

det(𝐵 − 𝜆𝐼) = 0 (2.8.5)

Дальше из собственных значений

𝜆1 = − 𝑐
2

(2.8.6.1)

𝜆2 =
𝑐

2
(2.8.6.2)
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и уравнения (︂
−1

2
𝑘𝑞𝑥 − 𝜆 −𝜈

2

−𝜈
2

1
2
𝑘𝑞𝑥 − 𝜆

)︂(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
= 0 (2.8.7)

вычисляются собственные вектроры для случая (2.8.6.1)(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
=

(︂
−𝑘𝑞𝑥

2
− 𝑐

2

−𝜈
2

)︂
(2.8.8.1)

А для случая (2.8.6.2) (︂
𝜓1

𝜓2

)︂
=

(︂
𝑐
2
− 𝑘𝑞𝑥

2

−𝜈
2

)︂
(2.8.8.2)

где 𝑐 =
√
ℎ′ =

√︀
𝜈2 + 𝑘2𝑞2𝑥. Если ввести условие 𝑘 = 0, то только вектор (2.8.8.1)

переходит в
(︂

1
1

)︂
.

Теперь, имея в наличии собственный вектор (2.8.8.1) и опператор Хекке

Ξ(𝑧,𝑞) =

(︂
1 1

(𝑧 + 𝑞)2 (𝑧 − 𝑞)2

)︂
(2.8.9.1)

Ξ−1(𝑧,𝑞) = − 1

4𝑞𝑧

(︂
(𝑧 − 𝑞)2 −1

−(𝑧 + 𝑞)2 1

)︂
(2.8.9.2)

можно определить элементы диагональной матрицы

𝐷 =

(︂
𝑑1 0
0 𝑑2

)︂
(2.8.10)

А для этого необходимо, чтобы матрица калибровочного преобразования

𝑔 = Ξ(𝑧,𝑞)𝐷−1(𝑞) (2.8.11)

зануляла вектор (2.8.8.1), т. е.

𝑔

(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
= 0 (2.8.12)

В итоге матрица (2.8.10) имеет вид

𝐷−1 =

(︂
𝜈
2

0
0 −1

2
(𝑐+ 𝑘𝑞)

)︂
(2.8.13.1)

𝐷 =

(︂
2
𝜈

0
0 2

−𝑘𝑞𝑥−𝑐

)︂
(2.8.13.2)

А калибровочное преобразование (2.8.11) примет вид

𝑔 =

(︂
𝜈
2

−1
2
(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

1
2
(𝑞 + 𝑧)2𝜈 −1

2
(𝑧 − 𝑞)2 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

)︂
(2.8.14.1)
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𝑔−1 =

(︃
− (𝑧−𝑞)2

2𝑞𝑧𝜈
1

2𝑞𝑧𝜈

− (𝑞+𝑧)2

2𝑞𝑧(𝑐+𝑘𝑞𝑥)
1

2𝑞𝑧(𝑐+𝑘𝑞𝑥)

)︃
(2.8.14.2)

Затем подстановка (2.8.14.1), (2.8.14.2) и (2.8.1) в

𝐿𝐿L = 𝑔𝐿̃𝐶𝑀𝑔−1 − 𝑘𝑔𝜕𝑥𝑔
−1 (2.8.15.1)

Если вспомнить, что уравнение нулевой связнасти (уравнение Лакса и уравне-
ние Захарова-Шабата) обладают естественной калибровочной связнастью напри-
мер уравнение Лакса инвариантна относительно преобразований

𝐿→ 𝑔𝐿𝑔−1, 𝑀 → 𝑔𝑀𝑔−1 − 𝜕𝑡𝑔𝑔
−1 (*)

то уравнение Захарова-Шабата аналогично определяется калибровочным пре-
образованием с учетом компонеты связности 𝑘𝜕𝑥+𝐿, которое приведет к соответ-
ствующим удлинениям калибровочных преобразований. Т.е. в соответствии взаи-
мосвязи м/д системой Калоджера и волчкками Эйлера в механике из предыдущего
семинара переходит в соответствие на уровне (1+1)-теорией.

Здесь первое слагаемое обозначим как

𝐿̃(𝐶𝑀),(2) = 𝑔𝐿̃𝐶𝑀𝑔−1 =

(︂
𝐿𝐶𝑀
11 𝐿𝐶𝑀

12

𝐿𝐶𝑀
21 𝐿𝐶𝑀

22

)︂
(2.8.15.2)

где элементы матрицы

𝐿𝐶𝑀
11 =

1

det𝑔

(︁
𝐿̃𝐶𝑀
11 (𝑔11𝑔22 + 𝑔21𝑔12) + 𝐿̃𝐶𝑀

21 𝑔12𝑔22 − 𝐿̃𝐶𝑀
12 𝑔11𝑔21

)︁
(2.8.15.3)

𝐿𝐶𝑀
12 =

1

det 𝑔

(︁
−2𝐿̃𝐶𝑀

11 (𝑔12𝑔11) + 𝐿̃𝐶𝑀
12 𝑔211 − 𝐿̃𝐶𝑀

21 𝑔212

)︁
(2.8.15.4)

𝐿𝐶𝑀
21 =

1

det 𝑔

(︁
2𝐿̃𝐶𝑀

11 𝑔21𝑔22 + 𝐿̃𝐶𝑀
21 𝑔222 − 𝐿̃𝐶𝑀

12 𝑔221

)︁
(2.8.15.5)

С учётом следующих соотношений

det 𝑔 = 𝑧𝑞(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈,
𝑔12𝑔22 =

1
4
(𝑧 − 𝑞)2(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

2, 𝑔11𝑔21 =
1
4
(𝑞 + 𝑧)2𝜈2

(2.8.15.6)

𝑔211 =
𝜈2

4

𝑔212 =
1
4
(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

2 (2.8.15.7)

𝑔221 =
1
4
(𝑞 + 𝑧)4𝜈2

𝑔222 =
1
4
(𝑧 − 𝑞)4(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

2 (2.8.15.8)

А ещё выражения

𝑔11𝑔22 + 𝑔21𝑔12 = −1

2

(︀
𝑞2 + 𝑧2

)︀
(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈 (2.8.15.9)
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𝑔12𝑔11 = −1

4
(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈 (2.8.15.10)

𝑔21𝑔22 = −1

4
(𝑧 − 𝑞)2(𝑞 + 𝑧)2(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈 (2.8.15.11)

а вторая слагаемая будет имеет вид

𝐺(1) = −𝑘𝑔𝜕𝑥𝑔−1 (2.8.15.12)

Если приравнять соотношения (2.7.3) и (2.8.15.1), то следующие замены будут
зависить от спектрального параметра в результате лишних слагаемых присутству-
ющих в диагональных элементах в матрице (2.8.15.1).

Чтобы избавиться от лишних слагаемых, следует ввести нормировку калибро-
вочного преобразования (2.8.14.1) и (2.8.14.2) на обратный корень из детерминанта

𝐺 = 𝑔
√︀
(𝑑𝑒𝑡𝑔)−1, 𝐺−1 = 𝑔−1

√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔 (2.8.16)

Используя калибровочное преобразование (2.8.16) в (2.8.15.1) матрица (2.8.15.2)
остаётся неизменной, а матрица (2.8.15.12) приобретает дополнительную матрицу
вида

𝐺(2) = −𝑘𝐼
√︀

(𝑑𝑒𝑡𝑔)−1𝜕𝑥
√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔 (2.8.17)

где 𝐼 - единичная матрица. В итоге мы имеем следующую матрицу (складывая
матрицу )

𝐺 = 𝐺(1) +𝐺(2) =

(︂
𝐺11 𝐺12

𝐺21 𝐺22

)︂
(2.8.17.1)

где элементы матрицы

𝐺11 =
𝑘 (𝜈 (−2𝑐𝑧𝑞𝑥 + 𝑘 (𝑞2 + 𝑧2) 𝑞𝑥𝑥 − 2𝑘𝑧𝑞2𝑥)− (𝑞2 + 𝑧2) 𝜈𝑥 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥))

4𝑧𝑞𝜈 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)
(2.8.17.2)

𝐺12 =
𝑘 (𝜈𝑥 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥))− 𝑘𝜈𝑞𝑥𝑥)

4𝑧𝑞𝜈 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥))
(2.8.17.3)

𝐺21 =
𝑘(𝑧 − 𝑞)(𝑞 + 𝑧) (− (𝑧2 − 𝑞2) 𝜈𝑥 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)− 𝜈 (4𝑐𝑧𝑞𝑥 + 𝑘 (𝑞2 − 𝑧2) 𝑞𝑥𝑥 + 4𝑘𝑧𝑞2𝑥))

4𝑧𝑞𝜈 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)
(2.8.17.4)

𝐺22 = −𝐺11 (2.8.17.5)

Благодаря этой матрицы лишние слагаемые для диагональных элементов мат-
рицы (2.8.15.1) зануляются. В итоге следующие замены переменных имеют следу-
ющий вид
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𝑆12 =
𝑐

4𝑞2
+

𝑝

2𝑞
− 𝑐𝑘2𝑞xx

4𝑞 (𝑐2 − 𝑘2𝑞2𝑥)
(2.8.18.1)

𝑆11 =
𝑐

4
− 𝑝𝑞

2
+

𝑐𝑘2𝑞𝑞xx

4 (𝑐2 − 𝑘2𝑞2𝑥)
(2.8.18.2)

𝑆21 =
3𝑐𝑞2

4
− 𝑝𝑞3

2
+

𝑐𝑘2𝑞3𝑞xx

4 (𝑐2 − 𝑘2𝑞2𝑥)
(2.8.18.3)

Теперь при подстановке функции Казимира 𝑐 =
√
ℎ′ =

√︀
𝜈2 + 𝑘2𝑞2𝑥 (фиксирую-

щая сопряженную орбиту в отмеченной точке), и 𝑘 = 0, полученные нами замены
(2.8.18) придут к заменам (2.3.7) из пункта 2.3. А ещё подстановка замен (2.8.18)
в гамильтониан (2.6.9) даёт следующий гамильтониан (2.5.5) (с учетом (2.5.6)). А
скобки Пуассона-Ли будут иметь соответствующие виды

{𝑆11(𝑥), 𝑆12(𝑦)} = 𝑆12(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑦) (2.7.19.1)

{𝑆11(𝑥), 𝑆21(𝑦)} = −𝑆21(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑦) (2.7.19.2)

{𝑆12(𝑥), 𝑆21(𝑦)} = 2𝑆11(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑦) (2.7.19.3)

аналогичные скобкам для простой механики (2.3.8)

3. Тригонометрический случай

На самом деле все задачи, описанные в данном разделе были решены таким же
образом, как и в предыдущем разделе. Единственные различия, которые возника-
ет в тригонометрическом случаи - это технические вопросы, с которыми каждый
читатеть будет сталкиваться при ознакомлении с решениемя тригонометрических
задач.

3.1. Поиски элементов коалгебры Ли 𝑠𝑙2 для механической
системы Калоджера-Мозера

Утверждение:

При наличии матрица Лакса Калоджера-Мозера

𝐿𝐶𝑀 =

(︂
𝑝 𝜈

2
coth(𝑞)− 𝜈

2
coth(𝑧)

−𝜈
2
coth(𝑧)− 𝜈

2
coth(𝑞) −𝑝

)︂
(3.1.1)

калибровочного преобразования

𝐿top = 𝑔𝐿CM𝑔−1 (3.1.2)
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и матрицы Лакса вида

𝐿𝑡𝑜𝑟 =

(︃
𝑆11 coth(𝑧)

𝑆12

sinh(𝑧)
𝑆21

sinh(𝑧) − 4𝑆12 sinh(𝑧) 𝑆22 coth(𝑧)

)︃
(3.1.3)

получить следующие элементы группы Ли 𝑆11, 𝑆12 и 𝑆21.

Доказательство:

Имея опператор Гекке

Ξ =

(︂
1 1

𝑒(𝑞+𝑧) + 𝑒−(𝑞+𝑧) 𝑒(𝑧−𝑞) + 𝑒−(𝑧−𝑞)

)︂
(3.1.4.1)

или для тригонометрического случая

Ξ =

(︂
1 1

2 cosh(𝑞 + 𝑧) 2 cosh(𝑧 − 𝑞)

)︂
(3.1.4.2)

и диагональную матрицу

𝐷 = 2 sinh(𝑞)

(︂
1 0
0 −1

)︂
(3.1.5)

матрица перехода будет иметь следующий вид

𝑔 = Ξ(𝑧,𝑞)𝐷−1(𝑞) (3.1.6.1)

или (в матричном виде)

𝑔 =
1

2sinh(𝑞)

(︂
1 −1

2 cosh(𝑞 + 𝑧) −2 cosh(𝑞 − 𝑧)

)︂
(3.1.6.2)

𝑔−1 =
sinh(𝑞)

cosh(𝑞 − 𝑧)− cosh(𝑞 + 𝑧)

(︂
2 cosh(𝑞 − 𝑧) −1
2 cosh(𝑞 + 𝑧) −1

)︂
(3.1.6.3)

При подстановке (3.1.6.2), (3.1.6.3) и (3.1.1) в (3.1.2) получается матрица Лакса
вида

𝐿𝑡𝑜𝑝 =

(︂
𝐿11 𝐿12

𝐿21 𝐿22

)︂
(3.1.7)

где элементы матрицы (3.1.7) имеют вид

𝐿11 = −
(︂
𝑝 coth(𝑞) +

𝜈

2 sinh2(𝑞)

)︂
coth(𝑧) (3.1.7.1)

𝐿12 =
1

4

(2𝑝+ 𝜈 coth(𝑞))

sinh(𝑞) sinh(𝑧)
(3.1.7.2)

𝐿21 = −(2𝑝 sinh(𝑞 + 2𝑧) + 2𝑝 sinh(𝑞 − 2𝑧) + 2𝑝 sinh(3𝑞)− 2𝑝 sinh(𝑞))

4 sinh2(𝑞) sinh(𝑧)
−
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−(3𝜈 cosh(𝑞)− 𝜈 cosh(3𝑞) + 𝜈 cosh(𝑞 + 2𝑧) + 𝜈 cosh(𝑞 − 2𝑧))

4 sinh2(𝑞) sinh(𝑧)
(3.1.7.3)

𝐿22 =

(︂
𝑝 coth(𝑞) +

𝜈

2 sinh2(𝑞)

)︂
coth(𝑧) (3.1.7.4)

Из этого следует, что при равенстве матриц (3.1.7) и (3.1.3) получаются следу-
ющие замены

𝑆12 =
1

4

(2𝑝+ 𝜈 coth(𝑞))

sinh(𝑞)
(3.1.8.1)

𝑆11 = −
(︂
𝑝 coth(𝑞) +

𝜈

2 sinh2(𝑞)

)︂
(3.1.8.2)

𝑆22 = 𝑝 coth(𝑞) +
𝜈

2 sinh2(𝑞)
(3.1.8.3)

𝑆21 = − coth(𝑞)

(︂
2𝑝 sinh(2𝑞) + 3𝜈 − 𝜈 cosh(2𝑞)

2 sinh(𝑞)

)︂
(3.1.8.4)

Используя канонические отображение 𝑝 → 𝑝 − 𝜈
2
coth(𝑞) динамичекие замены

приобретают вид

𝑆12 =
1

2

𝑝

sinh(𝑞)
(3.1.9.1)

𝑆11 =
𝜈

2
− 𝑝 coth(𝑞) (3.1.9.2)

𝑆22 = 𝑝 coth(𝑞)− 𝜈

2
(3.1.9.3)

𝑆21 = 2 cosh(𝑞)(𝜈 − 𝑝 coth(𝑞)) (3.1.9.4)

С соответствующими скобками Пуассона

{𝑆11, 𝑆12} = 𝑆12 (3.1.10.1)

{𝑆11, 𝑆21} = −𝑆21 (3.1.10.2)

{𝑆12, 𝑆21} = 2𝑆11 (3.1.10.3)

Похожие замены переменных для 𝑆𝐿(𝑛) можно найти в статье Т. В. Краснова
[12].

3.2. Выписать полное исходное описание системы
Калоджеро-Мозера в тригонометрическом случае.

Утверждение:
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Используя матрицу Лакса вида [12]

𝐿 =

(︂
𝑝 𝜈

2
coth(𝑞)− 𝜈

2
coth(𝑧)

−𝜈
2
coth(𝑞)− 𝜈

2
coth(𝑧) −𝑝

)︂
(3.2.1)

получить Гамильтонианы из соотношения производящей функции

1

2
𝑇𝑟(𝐿2), (3.2.2)

Затем получить уравнение движения из уравнения Лакса

𝐿̇(𝑧) = {𝐻,𝐿(𝑧)} = [𝐿(𝑧),ℳ(𝑧)] (3.2.3)

Доказательство:

Формула производящей функции (3.2.2) при подстановке матрицы Лакса (3.2.1)
будет иметь следующий вид

1

2
𝑇𝑟(𝐿2) = 𝑝2 − 𝜈2

4
coth2(𝑞) +

𝜈2

4
coth2(𝑧) (3.2.4.1)

1

2
𝑇𝑟(𝐿2) = 2𝐻0 +𝐻2 coth

2(𝑧) (3.2.4.2)

Отсюда получаются следующие Гамильтоианы

𝐻0 =
𝑝2

2
− 𝜈2

8
coth2(𝑞) (3.2.4.3)

и

𝐻2 =
𝜈2

4
(3.2.4.4)

Теперь при подстановке полученного гамильтониана 𝐻0 в (3.2.3) выводятся
уравнение движения

𝑝̇ = −𝜈
2 coth(𝑞)

4 sinh2(𝑞)
(3.2.5)

а матрица 𝑀(𝑧) будет иметь вид

𝑀(𝑧) =

(︃
− 1

4 sinh2(𝑞)
− 𝜈

4 sinh2(𝑞)

− 𝜈
4 sinh2(𝑞)

− 1
4 sinh2(𝑞)

)︃
(3.2.6)

3.3. Выписать полное исходное описание системы Волчка
Эйлера в тригонометрическом случае.

Утверждение:

Используя матрицу Лакса вида [12]
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𝐿 =

(︃
𝑆11 coth(𝑧)

𝑆12

sinh(𝑧)
𝑆21

sinh(𝑧)
− 4 sinh(𝑧)𝑆12 𝑆22 coth(𝑧)

)︃
(3.3.1)

получить Гамильтонианы из соотношения производящей функции

1

2
𝑇𝑟(𝐿2), (3.3.2)

и подставить замены (3.1.8) в полученные Гамильтонианы и сравнить с гамиль-
тонианом для Калоджеро-Мозера (3.2.4).

Доказательство:

Соотношения (3.3.2) при подстановке матрицы Лакса будет иметь следующий

1

2
𝑇𝑟(𝐿2) = −4𝑆2

12 − 𝑆12𝑆21 +
1

2

(︀
𝑆2
11 + 𝑆2

22 + 𝑆12𝑆21

)︀
coth2(𝑧) (3.3.3.1)

1

2
𝑇𝑟(𝐿2) = 2𝐻0 +𝐻2 coth

2(𝑧) (3.3.3.2)

Отсюда получаются следующие Гамильтонианы

𝐻0 = −2𝑆2
12 −

1

2
𝑆12𝑆21 =

𝑝2

2
− 𝜈2

8
coth2(𝑞) (3.3.4.1)

𝐻2 =
𝜈2

4
(3.3.4.2)

В итоге, полученные Гамильтонианы (3.3.4) совпадают с (3.2.4). Соглассован-
ность не нарушена.

Теперь перейдем к уравнению движения, которая описывает Гамильтониан 𝐻0⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑆̇11 =− 𝑆̇22 = 4𝑆2

12

𝑆̇21 =− 4𝑆12 (𝑆11 − 𝑆22)−
1

2
𝑆21 (𝑆11 − 𝑆22)

𝑆̇12 =
1

2
𝑆12 (𝑆11 − 𝑆22)

(3.3.5)

А при степени 𝑧−2 каждая уравнение системы равна нулю. В итоге, приравни-
вая уравнение (3.3.5) и

𝑆̇ = {𝐻,𝑆} = [𝐽(𝑆), 𝑆], (3.3.6)

получается следующая матрица

𝐽1(𝑆) =

(︂
1
2
𝑆11 0

−4𝑆12
1
2
𝑆22

)︂
(3.3.7)

Однако если подставить матрицу (3.3.7) в
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𝐻 =
1

2
𝑇𝑟(𝑆𝐽(𝑆)) (3.3.8)

то получается другой Гамильтониан

𝐻 = −2𝑆2
12 +

1

4
𝑆2
11 +

1

4
𝑆2
22 (3.3.9)

который не согласуется с Гамильтонианом (3.3.4.1). Поэтому вводится новая
матрица 𝐽(𝑆)

𝐽(𝑆) = 𝐽1(𝑆)−
1

2
𝑆 =

(︂
0 −1

2
𝑆12

−4𝑆12 − 1
2
𝑆21 0

)︂
(3.3.10)

Теперь подставляя эту матрицу в Гамильтониан (3.3.8) получается (3.3.4.1) и
согласованность Гамильтониана и уравнения движения сохраняются.

Теперь, используя соотношения (3.3.1) и (3.2.3) получается матрица 𝑀

𝑀(𝑧) = −
(︂

1
2
𝑆11 0

−4𝑆12 cosh(𝑧)
1
2
𝑆22

)︂
(3.3.11)

Если поставить матрицы (3.3.1) и (3.3.8) в уравнение Лакса (3.2.3), то это урав-
нение Лакса будет эквивалентно системе уравнений (3.3.5).

3.4. Взаимосвязь м/д системами Ландау-Лифшица и
полевого Калоджера-Мозера.

Здесь же как и в предыдущем разделе применяется матрица Лакса полевого
Калоджера-Мозера, но в тригонометрическом случаи

𝐿 =

(︂
𝑝− 𝑘𝑞𝑥

2
coth(𝑧) 𝜈

2
coth(𝑞)− 𝜈

2
coth(𝑧)

−𝜈
2
coth(𝑞)− 𝜈

2
coth(𝑧) −𝑝+ 𝑘𝑞𝑥

2
coth(𝑧)

)︂
(3.4.1)

с вычетом (так как любая матрица Лакса задаётся своим вычетом)

𝐵 = 𝑅𝑒𝑠𝐿̃𝐶𝑀
4 =

(︂
−1

2
𝑘𝑞𝑥 −𝜈

2

−𝜈
2

1
2
𝑘𝑞𝑥

)︂
(3.4.2)

Из предыдущего раздела известна причина использования вычета матрицы
Лакса для простой механики в качестве примера. Поэтому для случая поля, т. е.
для мартрицы Лакса (3.4.1) нужно выбирать такую же матрицу

𝐷 =

(︂
𝑑1 0
0 𝑑2

)︂
(3.4.3)

чтобы полученная при этом 𝑔 зануляла собственный вектор (3.4.2). Теперь вы-

числим собственный вектор
(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
, который при 𝑘 = 0 переходит в

(︂
1
1

)︂
.

Сперва вычисляются собственные значение из детерминанта

det(𝐵 − 𝜆𝐼) = 0 (3.4.4)
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Дальше из собственных значений

𝜆1 = − 𝑐
2

(3.4.5.1)

𝜆2 =
𝑐

2
(3.4.5.2)

и уравнение (︂
−1

2
𝑘𝑞𝑥 − 𝜆 −𝜈

2

−𝜈
2

1
2
𝑘𝑞𝑥 − 𝜆

)︂(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
= 0 (3.4.6)

получаются собственные вектроры для случая (3.4.5.1)(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
=

(︂
−𝑘𝑞𝑥

2
− 𝑐

2

−𝜈
2

)︂
(3.4.7.1)

А для случая (3.4.5.2) (︂
𝜓1

𝜓2

)︂
=

(︂
𝑐
2
− 𝑘𝑞𝑥

2

−𝜈
2

)︂
(3.4.7.2)

где 𝑐 =
√
ℎ′ =

√︀
𝜈2 + 𝑘2𝑞2𝑥. Если ввести условие 𝑘 = 0, то только вектор (3.4.7.1)

переходит в
(︂

1
1

)︂
.

Теперь имея в наличии собственный вектор (3.4.7.1) и опператор Хекке

Ξ =

(︂
1 1

2 cosh(𝑞 + 𝑧) 2 cosh(𝑧 − 𝑞)

)︂
(3.4.8)

можно определить элементы диагональной матрицы

𝐷 =

(︂
𝑑1 0
0 𝑑2

)︂
(3.4.9)

А для этого необходимо, чтобы матрица калибровочного преобразования

𝑔 = Ξ(𝑧,𝑞)𝐷−1(𝑞) (3.4.10)

зануляла вектор (3.4.7.1), т. е.

𝑔

(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
= 0 (3.4.11)

В итоге матрица (3.4.9) имеет вид

𝐷−1 =

(︂
𝜈
2

0
0 −1

2
(𝑐+ 𝑘𝑞)

)︂
(3.4.12.1)

𝐷 =

(︂
2
𝜈

0
0 2

−𝑘𝑞𝑥−𝑐

)︂
(3.4.12.2)

В итоге калибровочное преобразование (3.4.10) примет вид
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𝑔 =

(︂
𝜈
2

−1
2
(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

cosh(𝑧 + 𝑞)𝜈 − cosh(𝑧 − 𝑞) (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

)︂
(3.4.13.1)

𝑔−1 =

(︃
1−coth(𝑧) coth(𝑞)

𝜈
1

2𝜈 sinh(𝑧) sinh(𝑞)

− coth(𝑧) coth(𝑞)+1
𝑐+𝑘𝑞𝑥

1
2 sinh(𝑧) sinh(𝑞)(𝑐+𝑘𝑞𝑥)

)︃
(3.4.13.2)

Дальше идёт подстановка (3.4.13.1), (3.4.13.2) и (3.3.1) в

𝐿𝐿L = −𝑘𝑔𝜕𝑥𝑔−1 + 𝑔𝐿̃𝐶𝑀𝑔−1 (3.4.14.1)

Здесь второе слагаемое обозначим как

𝐿̃(𝐶𝑀),(2) = 𝑔𝐿̃𝐶𝑀𝑔−1 =

(︂
𝐿𝐶𝑀
11 𝐿𝐶𝑀

12

𝐿𝐶𝑀
21 𝐿𝐶𝑀

22

)︂
(3.4.14.2)

где элементы матрицы

𝐿𝐶𝑀
11 =

1

det𝑔

(︁
𝐿̃𝐶𝑀
11 (𝑔11𝑔22 + 𝑔21𝑔12) + 𝐿̃𝐶𝑀

21 𝑔12𝑔22 − 𝐿̃𝐶𝑀
12 𝑔11𝑔21

)︁
(3.4.14.3)

𝐿𝐶𝑀
12 =

1

det 𝑔

(︁
−2𝐿̃𝐶𝑀

11 (𝑔12𝑔11) + 𝐿̃𝐶𝑀
12 𝑔211 − 𝐿̃𝐶𝑀

21 𝑔212

)︁
(3.4.14.4)

𝐿𝐶𝑀
21 =

1

det 𝑔

(︁
2𝐿̃𝐶𝑀

11 𝑔21𝑔22 + 𝐿̃𝐶𝑀
21 𝑔222 − 𝐿̃𝐶𝑀

12 𝑔221

)︁
(3.4.14.5)

С учётом следующих соотношений

det 𝑔 = sinh(𝑧) sinh(𝑞)(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈,
𝑔12𝑔22 =

1
2
cosh(𝑧 − 𝑞)(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

2, 𝑔11𝑔21 =
1
2
cosh(𝑞 + 𝑧)𝜈2

(3.4.14.6)

𝑔211 =
𝜈2

4

𝑔212 =
1
4
(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

2 (3.4.14.7)

𝑔221 = cosh2(𝑞 + 𝑧)𝜈2

𝑔222 = cosh2(𝑧 − 𝑞)(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)
2 (3.4.14.8)

А ещё выражения

𝑔11𝑔22 + 𝑔21𝑔12 = − cosh(𝑧) cosh(𝑞)(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈 (3.4.14.9)

𝑔12𝑔11 = −1

4
(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈 (3.4.14.10)

𝑔21𝑔22 = −1

2
(cosh(2𝑞) + cosh(2𝑧))(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈 (3.4.14.11)

а первая слагаемая будет имеет вид
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𝐺(1) = −𝑘𝑔𝜕𝑥𝑔−1 (3.4.14.12)

Если приравнять соотношения (3.6.1) и (3.4.14.1), то следующие замены будут
зависить от спектрального параметра в результате лишних слагаемых присут-
ствующих в диагональных элементах в матрице (3.4.14.1) (как и в предыдущем
разделе). Чтобы избавиться от лишних слагаемых применяется такая же норми-
ровка (как для рационального случая) калибровочного преобразования (3.4.13.1)
и (3.4.13.2) на обратный корень из детерминанта

𝐺 = 𝑔
√︀
(𝑑𝑒𝑡𝑔)−1, 𝐺−1 = 𝑔−1

√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔 (3.4.15)

Используя калибровочное преобразование (3.4.15) в (3.4.14.1) матрица (3.4.14.2)
остаётся неизменной, а для матрица (3.4.14.3) приобретает дополнительную мат-
рицу вида

𝐺(2) = −𝐼𝑘
√︀

(𝑑𝑒𝑡𝑔)−1𝜕𝑥
√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔 (3.4.16)

где 𝐼 - единичная матрица. В итоге мы имеем следующую матрицу (складывая
матрицу )

𝐺 = 𝐺(1) +𝐺(2) =

(︂
𝐺11 𝐺12

𝐺21 𝐺22

)︂
(3.4.16.1)

где элементы матрицы

𝐺11 = −𝑘 coth(𝑞) (coth(𝑧)𝜈𝑥 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥) + 𝜈 (𝑐𝑞𝑥 − 𝑘 coth(𝑧)𝑞𝑥𝑥 + 𝑘𝑞2𝑥))

2𝜈 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)
(3.4.16.2)

𝐺12 =
𝑘 (𝜈𝑥 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)− 𝑘𝜈𝑞𝑥𝑥)

4𝜈 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥) sinh(𝑞) sinh(𝑧))
(3.4.16.3)

𝐺21 = −𝑘 (𝜈 (2𝑐 sinh(2𝑧)𝑞𝑥 − 𝑘𝑞𝑥𝑥(cosh(2𝑞) + cosh(2𝑧)) + 4𝑘 sinh(𝑧) cosh(𝑧)𝑞2𝑥))

2𝜈 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥) sinh(𝑞) sinh(𝑧)
−

−𝑘 (𝜈𝑥(cosh(2𝑞) + cosh(2𝑧)) (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥))

2𝜈 (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥) sinh(𝑞) sinh(𝑧)
(3.4.16.4)

𝐺22 = −𝐺11 (3.4.16.5)

Благодаря этой матрицы (3.4.16.1) лишние слагаемые для диагональных эле-
ментов матрицы (3.4.14.1) зануляются. В итоге получаются следующие замены

𝑆12 =
𝑐

4 sinh(𝑞)
coth(𝑞) +

𝑝

2 sinh(𝑞)
− 𝑐𝑘2𝑞𝑥𝑥

4𝜈2 sinh(𝑞)
(3.4.17.1)

𝑆11 = −𝑝 coth(𝑞)− 𝑐

2 sinh2(𝑞)
− 𝑐𝑘2𝑞𝑥𝑥 coth(𝑞)

2 (𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2)
(3.4.17.2)
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𝑆21 =
𝑐 (cosh(2𝑞) coth(𝑞)− 3 coth(𝑞))− 2𝑝 sinh(2𝑞) coth(𝑞)

2 sinh(𝑞)
− 𝑐𝑘2𝑞𝑥𝑥 sinh(2𝑞) coth(𝑞)

2 sinh(𝑞) (𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2)
(3.4.17.3)

Теперь при подстановке функции Казимира 𝑐 =
√
ℎ′ =

√︀
𝜈2 + 𝑘2𝑞2𝑥 (фиксирую-

щая сопряженную орбиту в отмеченной точке), и 𝑘 = 0, полученные нами замены
(3.4.17) придут к заменам (3.1.8) из пункта 3.1. А скобки Пуассона-Ли будут иметь
соответствующие виды

{𝑆11(𝑥), 𝑆12(𝑦)} = 𝑆12(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑦) (3.4.18.1)

{𝑆11(𝑥), 𝑆21(𝑦)} = −𝑆21(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑦) (3.4.18.2)

{𝑆12(𝑥), 𝑆21(𝑦)} = 2𝑆11(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑦) (3.4.18.3)

аналогичные скобкам для простой механики (3.1.10.4)

3.5. Гамильтонианы для полевого Калоджера-Мозера.

С использрванием конструкции, описанной в пункте 2.4 для матрицы Лакса

𝐿 =

(︂
𝑝− 𝑘𝑞𝑥

2
coth(𝑧) 𝜈

2
coth(𝑞)− 𝜈

2
coth(𝑧)

−𝜈
2
coth(𝑞)− 𝜈

2
coth(𝑧) −𝑝+ 𝑘𝑞𝑥

2
coth(𝑧)

)︂
(3.5.1)

и выражения для 𝑇 выводятся следующие коэффициенты⎧⎪⎨⎪⎩
4𝑇𝐶𝑀

−2 = 𝑘2𝑞2𝑥 + 𝜈2 = 𝑐2 = ℎ′

2𝑇𝐶𝑀
−1 = −2𝑘𝑝𝑞𝑥 +

𝑘2𝜈𝑥
𝜈
𝑞𝑥 − 𝑘2𝑞𝑥𝑥

𝑇𝐶𝑀
0 = 𝑝2 + 𝑘2𝑞2𝑥

2 sinh2(𝑞)
− 𝜈2

4
coth2(𝑞)− 𝑘𝑝𝜈𝑥

𝜈
+ 𝑘2

4

(︀
𝜈𝑥
𝜈

)︀2 (3.5.2)

Здесь следующее выражение представляется в следующем виде

𝑘2𝑞2𝑥
2 sinh2(𝑞)

− 𝜈2

4
coth2(𝑞) =

(3𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2)

4
coth2(𝑞)− 𝑘2𝑞2𝑥

2
(3.5.2.1)

с учетом

1

sinh2(𝑞)
= coth2(𝑞)− 1 (3.5.2.2)

𝑐2 = 𝑘2𝑞2𝑥 + 𝜈2 (3.5.2.3)

В итоге получается следующий квадратичный Гамильтониан Калоджера-Мозера

𝐻𝐶𝑀
0 =

∮︁
𝑑𝑥

√
ℎ𝜒1 =

1

2

∮︁
𝑑𝑥

(︂
𝑇0 −

1

ℎ′
𝑇 2
−1

)︂
(3.5.3)

где подинтегральное выражение имеет вид
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𝑇𝐶𝑀
0 − 1

ℎ′
(︀
𝑇𝐶𝑀
−1

)︀2
= 𝑝2

(︂
1− 𝑘2𝑞2𝑥

𝑐2

)︂
+

(3𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2)

4
coth2(𝑞)− 𝑘2𝑞2𝑥

2
− 𝑘4𝑞2xx

4𝜈2
(3.5.4)

Уравнение движения, производимые 𝐻𝐶𝑀
0 имеют вид:

𝑞 = 𝑝

(︂
1− 𝑘2𝑞2𝑥

𝑐2

)︂
(3.5.5.1)

𝑝̇ = −𝑘
2

𝑐2
𝜕𝑥
(︀
𝑝2𝑞𝑥

)︀
+

(3𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2) coth(𝑞)

4 sinh2(𝑞)
+

3𝑘2

4
𝜕𝑥
(︀
𝑞𝑥 coth

2(𝑞)
)︀
−

−𝑘
2𝜕𝑥(𝑞𝑥)

2
+
𝑘4

4
𝜕𝑥

(︂
𝑞𝑥𝑥𝑥𝜈 − 𝜈𝑥𝑞𝑥𝑥

𝜈3

)︂
(3.5.5.2)

с соответсвующей скобкой Пуассона

{𝑝(𝑥), 𝑞(𝑦)} = 𝛿(𝑥− 𝑦) (3.5.6)

Если подставить 𝑘 = 0, то (учитывая 𝑐2 = 𝑘2𝑞2𝑥 + 𝜈2), то Гамильтониан (3.5.3)-
(3.5.4) перейдет в выражение (3.2.4).

3.6. Гамильтониан для системы Ландау-Лифшиц.

Теперь, снова применяется конструкция описанная в пункте 2.4 с матрицей
Лакса

𝐿𝑡𝑜𝑟 =

(︃
𝑆11(𝑥) coth(𝑧)

𝑆12(𝑥)
sinh(𝑧)

𝑆21(𝑥)
sinh(𝑧) − 4𝑆12(𝑥) sinh(𝑧) −𝑆11(𝑥) coth(𝑧)

)︃
(3.6.1)

получаются следующие соотношения

𝑇−2 = 𝑆11(𝑥)
2 + 𝑆12(𝑥)𝑆21(𝑥) (3.6.2.1)

𝑇−1 = 𝑘(𝑆11(𝑥))𝑥 −
𝑘𝑆11(𝑥)(𝑆12(𝑥))𝑥

𝑆12(𝑥)
(3.6.2.2)

𝑇0 = −4𝑆12(𝑥)
2 − 𝑆12(𝑥)𝑆21(𝑥) +

3𝑘2(𝑆12(𝑥))
2
𝑥

4(𝑆12(𝑥))2
− 𝑘2(𝑆12(𝑥))𝑥𝑥

2𝑆12(𝑥)
(3.6.2.3)

где индекс 𝑥 и 𝑥𝑥 - это производные по 𝑥. Теперь используя следующие опре-
деления

ℎ𝑙(𝑥) = 𝜆𝜒𝑙−1, 𝜆2 = 𝑇−2 (3.6.3)

где 𝜆 - собственное значение матрицы

𝑆 =

(︂
𝑆11(𝑥) 𝑆12(𝑥)
𝑆21(𝑥) −𝑆11(𝑥)

)︂
(3.6.4)
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выводятся следующее выражение

ℎ2 = 𝜆𝜒1 =
1

2

(︂
𝑇0 −

1

4𝜆2
𝑇 2
−1

)︂
(3.6.5)

Наконец при подстановке (3.6.5) и (3.6.2) в гамильтониан

𝐻𝑙 =

∮︁
d𝑥ℎ𝑙(𝑥) (3.6.6)

получается следующий Гамильтониан Ландау-Лифшица

𝐻LL =
1

2

∮︁
{−4𝑆12(𝑥)

2 − 𝑆12(𝑥)𝑆21(𝑥)− 𝛼
(︀
2(𝑆11(𝑥))

2
𝑥 + 2(𝑆12(𝑥))𝑥(𝑆21(𝑥))𝑥

)︀
}dx

(3.6.7.1)
с константой 𝛼 = 𝑘2/8𝜆2.
Этот Гамильтониан может быть представлен в виде

𝐻LL =
1

2

∮︁
{𝑡𝑟 (𝑆𝐽 (𝑆))− 𝛼𝑡𝑟

(︀
𝑆2
𝑥

)︀
}dx (3.6.7.2)

Если подставить этот Гамильтониан в (3.3.6) с учетом скобки Пуассона-Ли

{𝑆𝑖𝑗(𝑥), 𝑆𝑘𝑙(𝑦)} = (𝑆𝑖𝑙(𝑥)𝛿𝑘𝑗 − 𝑆𝑘𝑗(𝑥)𝛿𝑖𝑙) 𝛿(𝑥− 𝑦) (3.6.8)

то в итоге получается уравнение движения для ферромагнетика

𝜕𝑡𝑆 = [𝐽(𝑆), 𝑆]− 𝛼 [𝑆, 𝑆𝑥𝑥] (3.6.9)

А при подстановке переменных (3.4.17) в (3.6.7) выводится гамильтониан по-
левого КМ

𝐻 =
1

2

∮︁
𝑑𝑥

(︂
𝑝2
(︂
1− 𝑘2𝑞2𝑥

𝑐2

)︂
+

(3𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2)

4
coth2(𝑞)− 𝑘2𝑞2𝑥

2
− 𝑘4𝑞2xx

4𝜈2

)︂
(3.6.10)

3.7. Уравнение Ландау-Лифшица.

Как и в предыдущем разделе, так и здесь используется уравнение Захарова-
Шабата

𝜕𝑡𝑈(𝑧) + 𝑘𝜕𝑥𝑉 (𝑧) = [𝑈(𝑧), 𝑉 (𝑧)] (3.7.1)

где 𝑥 - координата на окружности. Скобки Пуассона у нас остаются прежними
в связи с заменами переменных (3.4.17)

{𝑆𝑖𝑗(𝑥), 𝑆𝑘𝑙(𝑦)} = (𝑆𝑖𝑙(𝑥)𝛿𝑘𝑗 − 𝑆𝑘𝑗(𝑥)𝛿𝑖𝑙) 𝛿(𝑥− 𝑦) (3.7.2)

На основе последних данных матрица Лакса (3.3.1) примет вид одной из U-V
пар
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𝑈LL = 𝐿(𝑧, 𝑆(𝑥)) =

(︃
𝑆11 coth(𝑧)

𝑆12

sinh(𝑧)
𝑆21

sinh(𝑧) − 4𝑆12 sinh(𝑧) −𝑆11 coth(𝑧)

)︃
(3.7.3)

и

𝑉 LL= − 1

2

(︀
𝑉 LL
1 + 𝑉 LL

2

)︀
(3.7.4)

где

𝑉 LL
1 = − coth(𝑧)𝐿(𝑧, 𝑆)− 2𝑀(𝑧, 𝑆) (3.7.5)

а матрица 𝑀

𝑀(𝑧, 𝑆) = −
(︂

1
2
𝑆11 0

−4𝑆12 cosh(𝑧) −1
2
𝑆11

)︂
(3.7.6)

Матрица 𝑉 LL
2 представлена в виде

𝑉 LL
2 = 𝐿(𝑧, ℎ) =

(︃
ℎ11 coth(𝑧)

ℎ12

sinh(𝑧)
ℎ21

sinh(𝑧) − 4ℎ12 sinh(𝑧) −ℎ11 coth(𝑧)

)︃
(3.7.7)

где матрица ℎ

ℎ = − 𝑘

4𝜆2
[𝑆, 𝑆𝑥] , 𝑆𝑥 = 𝜕𝑥𝑆 (3.7.8)

Включив эти определения в (3.7.1) получится два уравнения:

𝑘𝜕𝑥𝑉
LL
1 =

[︀
𝐿, 𝑉 LL

2

]︀
, (3.7.9)

𝜕𝑡𝐿− 1

2
𝑘𝜕𝑥𝑉

LL
2 = −1

2

[︀
𝐿, 𝑉 LL

1

]︀
= [𝐿,ℳ] (3.7.10)

и

−𝑘𝜕𝑥𝑆 = [𝑆, ℎ] (3.7.11)

𝜕𝑡𝑆 − (𝑘/2)𝜕𝑥ℎ = [𝐽(𝑆), 𝑆] (3.7.12)

Благодаря соотношению 𝑆𝑆𝑥 + 𝑆𝑥𝑆 = 0 первое уравнение может быть решено,
как указано в (3.7.8). Второе уравнение принимает вид:

𝜕𝑡𝑆 = [𝐽(𝑆), 𝑆]− 𝛼 [𝑆, 𝑆𝑥𝑥] (3.7.13)

с константой 𝛼 = 𝑘2/8𝜆2. По компонентам получается⎧⎨⎩
𝜕𝑡𝑆11 = 𝛼𝑆21𝜕

2
𝑥𝑆12 − 𝛼𝑆12𝜕

2
𝑥𝑆21 + 4𝑆2

12

𝜕𝑡𝑆21 = −2𝛼𝑆21𝜕
2
𝑥𝑆11 + 2𝛼𝑆11𝜕

2
𝑥𝑆21 − 8𝑆12𝑆11 − 𝑆21𝑆11

𝜕𝑡𝑆12 = −2𝛼𝑆11𝜕
2
𝑥𝑆12 + 2𝛼𝑆12𝜕

2
𝑥𝑆11 + 𝑆12𝑆11

(3.7.14)

Отсюда следует, что уравнение (3.7.14) и (3.7.13) эквивалентно (3.7.1)
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4. Эллиптический случай

Несмотря на то, что задачи здесь решаются также как и в предыдущих рзде-
лах основным техническим вопросом по решению задач в эллиптическом случае
являются тождества из раздела «Приложения»

4.1. Классическая механика

4.1.1. Поиски замены переменных от одного уравнения к другому

Утверждение:

При наличии матрицы Лакса Калоджера-Мозера

𝐿KM =

(︂
𝑝 −𝜈

2
𝜑(−𝑞, 𝑧)

−𝜈
2
𝜑(𝑞, 𝑧) −𝑝

)︂
, (4.1.1)

матрицы Лакса Волчка Эйлера

𝐿rot =

(︂
𝑆10𝜙10 𝑆01𝜙01 − 𝑖𝑆11𝜙11

𝑆01𝜙01 + 𝑖𝑆11𝜙11 −𝑆10𝜙10

)︂
(4.1.2)

где

𝜙10 =
𝜗′(0)𝜃10(𝑧)

𝜗(𝑧)𝜃10(0)
, 𝜙11 =

𝜗′(0)𝜃00(𝑧)

𝜗(𝑧)𝜃00(0)
, 𝜙01 =

𝜗′(0)𝜃01(𝑧)

𝜗(𝑧)𝜃01(0)
(4.1.3)

и калибровочного преобразования

𝐿top = 𝑔𝐿КМ𝑔−1 (4.1.4)

получить следующие элементы группы Ли 𝑆10, 𝑆11 и 𝑆01. Затем получить Га-
мильтонианы Калоджера и Эйлера. Затем убедиться, что при подстановке замен
Гамильтонианы сохраняют эквивалентность. И наконец выписать уравнение дви-
жение и пары Лакса.

Доказательство:

В этом пункте применяется матрица

𝑔 =

(︂
𝜃00(𝑧 + 𝑞, 2𝜏) −𝜃00(𝑧 − 𝑞, 2𝜏)
−𝜃10(𝑧 + 𝑞, 2𝜏) 𝜃10(𝑧 − 𝑞, 2𝜏)

)︂
(4.1.5)

калибровочное преобразование (4.1.4) и следующие тождества (A.23)-(A.32),
чтобы выписать равенство (4.1.4) для матричных элементов

𝐿𝑟𝑜𝑡
11 =

1

det𝑔

(︀
𝐿𝐾𝑀
11 (𝑔11𝑔22 + 𝑔21𝑔12) + 𝐿𝐾𝑀

21 𝑔12𝑔22 − 𝐿𝐾𝑀
12 𝑔11𝑔21

)︀
(4.1.5.1)
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𝐿𝑟𝑜𝑡
12 =

1

det 𝑔

(︀
−2𝐿𝐾𝑀

11 (𝑔12𝑔11) + 𝐿𝐾𝑀
12 𝑔211 − 𝐿𝐾𝑀

21 𝑔212
)︀

(4.1.5.2)

𝐿𝑟𝑜𝑡
21 =

1

det 𝑔

(︀
2𝐿𝐾𝑀

11 𝑔21𝑔22 + 𝐿𝐾𝑀
21 𝑔222 − 𝐿𝐾𝑀

12 𝑔221
)︀

(4.1.5.3)

С учётом следующих соотношений

det 𝑔 = 𝜗(𝑧)𝜗(𝑞),
𝑔12𝑔22 = −1

2
𝜃10(−𝑧 + 𝑞)𝜃10(0), 𝑔11𝑔21 = −1

2
𝜃10(𝑧 + 𝑞)𝜃10(0)

(4.1.5.4)

𝑔211 =
1
2
(𝜃00(𝑧 + 𝑞)𝜃00(0) + 𝜃01(𝑧 + 𝑞)𝜃01(0))

𝑔212 =
1
2
(𝜃00(−𝑧 + 𝑞)𝜃00(0) + 𝜃01(−𝑧 + 𝑞)𝜃01(0))

(4.1.5.5)

𝑔221 =
1
2
(𝜃00(𝑧 + 𝑞)𝜃00(0)− 𝜃01(𝑧 + 𝑞)𝜃01(0))

𝑔222 =
1
2
(𝜃00(−𝑧 + 𝑞)𝜃00(0)− 𝜃01(−𝑧 + 𝑞)𝜃01(0))

(4.1.5.6)

А ещё выражения

𝑔11𝑔22 + 𝑔21𝑔12 = 𝜃10(𝑧)𝜃10(𝑞) (4.1.5.7)

𝑔12𝑔11 = −1

2
(𝜃00(𝑧)𝜃00(𝑞) + 𝜃01(𝑧)𝜃01(𝑞)) (4.1.5.8)

𝑔21𝑔22 = −1

2
(𝜃00(𝑧)𝜃00(𝑞)− 𝜃01(𝑧)𝜃01(𝑞)) (4.1.5.9)

дальше используется те же формулы сложения для тэта-функций. В итоге
окончательный ответ будет иметь следующий вид ([15] и [16])⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑆10 = 𝑝
𝜃10(0)

𝜗′(0)

𝜃10(𝑞)

𝜗(𝑞)
+
𝜈

2

𝜃210(0)

𝜃00(0)𝜃01(0)

𝜃00(𝑞)𝜃01(𝑞)

𝜗2(𝑞)

𝑆11 = −𝑝 𝜃00(0)√
−1𝜗′(0)

𝜃00(𝑞)

𝜗(𝑞)
− 𝜈

2

𝜃200(0)√
−1𝜃10(0)𝜃01(0)

𝜃10(𝑞)𝜃01(𝑞)

𝜗2(𝑞)

𝑆01 = 𝑝
𝜃01(0)

𝜗′(0)

𝜃01(𝑞)

𝜗(𝑞)
+
𝜈

2

𝜃201(0)

𝜃00(0)𝜃10(0)

𝜃00(𝑞)𝜃10(𝑞)

𝜗2(𝑞)

(4.1.6)

Чтобы определить каким скобкам Пуассона удовлетворяют замены (4.1.6), сле-
дует представить эти замены через эллиптические функции Якоби или воспользо-
ваться соотношением (A.36)-(A.37) (следует также учитывать каноническую скоб-
ку Пуассона {𝑝,𝑞} = 1). В итоге получается следующая скобка Пуассона-Ли

{𝑆𝛼, 𝑆𝛽} = −
√
−1𝜀𝛼𝛽𝛾𝑆𝛾 (4.1.7)

где (1, 2, 3)=(01, 11, 10).
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4.1.2. Гамильтонианы.

В данном пункте применяется формула производящей функции, чтобы вычис-
лить гамильтониан Калоджеро

1

2
𝑇𝑟(𝐿2) = 𝑝2 +

𝜈2

4
𝜑(−𝑞,𝑧)𝜑(𝑞,𝑧) (4.1.8)

или с учётом тождество (A.17)

1

2
𝑇𝑟(𝐿2) = 𝑝2 − 𝜈2

4
℘(𝑞) +

𝜈2

4
℘(𝑧) (4.1.9)

Отсюда следуют следующие выражения

𝐻0 =
𝑝2

2
− 𝜈

8

2

℘(𝑞) (4.1.10)

𝐻2 =
𝜈2

4
(4.1.11)

Теперь вычисляется гамильтониан Волчка Эйлера-Арнольда

1

2
𝑇𝑟(𝐿2) = 𝑆2

01𝜙01(𝑧)
2 + 𝑆2

11𝜙11(𝑧)
2 + 𝑆2

10𝜙10(𝑧)
2 (4.1.12)

Используя следующее соотношение (𝜙𝛼(𝑧))
2 = ℘(𝑧)−℘ (𝜔𝛼) и индексы (01,11,10) =

(1,2,3), в итоге получается

1

2
𝑇𝑟(𝐿2) = (𝑆2

01 + 𝑆2
11 + 𝑆2

10)℘(𝑧) + (−𝑆2
01℘ (𝜔1)− 𝑆2

11℘ (𝜔2)− 𝑆2
10℘ (𝜔3)) (4.1.13)

Теперь здесь перед тем как проверить, что при подстановке замен (4.1.6) в
гамильтониан

𝐻0 =
1

2
(−𝑆2

01℘ (𝜔1)− 𝑆2
11℘ (𝜔2)− 𝑆2

10℘ (𝜔3)) (4.1.14)

проверяют, что при подстановке замен (4.1.6) в константу

𝐻2 = 𝑆2
01 + 𝑆2

11 + 𝑆2
10 (4.1.15)

получается константа (4.1.11).
При использования следующих соотношений (A.27)-(A.34) выводятся

𝐻2 =
𝜈2𝜃00(0)

2𝜃01(0)
2𝜃10(0)

2 (𝜃01(𝑞)
4 + 𝜃10(𝑞)

4 − 𝜃00(𝑞)
4)

𝜃00(0)2𝜃01(0)2𝜃10(0)2𝜃11(𝑞)4
(4.1.16)

теперь, если представить себе такое выражение (A.35)

𝜃01(𝑞)
4 + 𝜃10(𝑞)

4 − 𝜃00(𝑞)
4 = 𝜃11(𝑞)

4 (4.1.17)

то это выражение легко можно доказать при помощи соотношений (A.27)-
(A.34). В итоге доказана эквивалентность (4.1.15) и (4.1.11).
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Теперь можно возвращаться к проверке гамильтониана (4.1.14), используя при
этом следующее соотношение (𝜙𝛼(𝑧))

2 = ℘(𝑧) − ℘ (𝜔𝛼), но уже с аргументом 𝑞, т.
е.

℘ (𝜔𝛼) = ℘(𝑞)− (𝜙𝛼(𝑞))
2 (4.1.18)

Подставляя (4.1.18) и (4.1.6) в (4.1.14) и, используя те же тождества (A.33),
(A.34) и (A.35), получается гамильтониан КМ

𝐻0 =
𝑝2

2
− 𝜈2

8
℘(𝑞) (4.1.19)

В итоге доказана эквивалентность гамильтонианов.

4.1.3. Уравнения движения и пары Лакса.

Здесь применяется определении

𝑆̇ = {𝐻,𝑆}, (4.1.20)

гамильтониан (4.1.14) и скобки Пуассона (4.1.7), чтобы получить новую систе-
му уравнений ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑆̇10 =
√
−1𝑆01℘(𝑆11)−

√
−1𝑆11℘(𝑆01)

𝑆̇11 =
√
−1𝑆10℘(𝑆01)−

√
−1𝑆01℘(𝑆10)

𝑆̇01 =−
√
−1𝑆10℘(𝑆11) +

√
−1𝑆11℘(𝑆10)

(4.1.21)

где ℘(𝑆𝛼) = 𝑆𝛼℘(𝜔𝛼). А при степени ℘(𝑧) каждая уравнение системы равна
нулю. Система уравнений (4.1.21) представлена в виде

𝑆̇ = [𝐽(𝑆), 𝑆], (4.1.22)

где

𝐽(𝑆) = −1

2

(︂
℘(𝑆10) ℘(𝑆01)−

√
−1℘(𝑆11)

℘(𝑆01) +
√
−1℘(𝑆11) −℘(𝑆10)

)︂
(4.1.23)

С учётом матрицы (4.1.23) гамильтониан (4.1.14) можно представить в следу-
ющем виде

𝐻0 =
1

2
𝑇𝑟(𝑆𝐽(𝑆)) (4.1.24)

Теперь, из уравнения Лакса

𝐿̇(𝑧) = {𝐻,𝐿(𝑧)} = [𝐿(𝑧),ℳ(𝑧)] (4.1.25)

получается матрица 𝑀

𝑀(𝑧) =

(︂
−1

2
𝑓10(𝑧)𝑆10

1
2
(𝑖𝑓11(𝑧)𝑆11 − 𝑓01(𝑧)𝑆01

1
2
(−𝑓01(𝑧)𝑆01 − 𝑖𝑓11(𝑧)𝑆11)

1
2
𝑓10(𝑧)𝑆10

)︂
(4.1.26)

36



Если поставить матрицы (4.1.26) и (4.1.2) в уравнение Лакса (4.1.25), то это
уравнение Лакса будет эквивалентно сисеме уравнений (4.1.22). С учётом тожде-
ство (A38).

Теперь из следующих определений для системы Калоджеро-Мозера и гамиль-
тониана (4.1.19) выводятся уравнения движения

𝑝̇ = −𝜕𝐻
𝜕𝑞

=
𝜈2

8
℘′(𝑞), 𝑞 =

𝜕𝐻

𝜕𝑝
= 𝑝 (4.1.27)

а матрица 𝑀(𝑧) будет иметь вид

𝑀(𝑧) =

(︂
−1

4
𝐸2(𝑞)

1
4
𝜈𝜑′(−𝑞,𝑧)

1
4
𝜈𝜑′(𝑞,𝑧) −1

4
𝐸2(𝑞)

)︂
(4.1.28)

Если поставить матрицы (4.1.1) и (4.1.28) в уравнение Лакса (4.1.25), то это
уравнение Лакса будет эквивалентна уравнению (4.1.27).

4.2. Взаимосвязь м/д полевой системой
Калоджеро-Мозера и уравнения Ландау-Лифшица.

Утверждение:

При наличии матриц Лакса для полевого Калоджеро-Мозера

𝐿̃𝐶𝑀 =

(︂
𝑝− 𝑘𝑞𝑥

2
𝐸1(𝑧) −𝜈

2
𝜑(−𝑞,𝑧)

−𝜈
2
𝜑(𝑞, 𝑧) −𝑝+ 𝑘𝑞𝑥

2
𝐸1(𝑧)

)︂
(4.2.1)

и системы Ландау-Лифшиц

𝐿LL =

(︂
𝑆10𝜙10 𝑆01𝜙01 − 𝑖𝑆11𝜙11

𝑆01𝜙01 + 𝑖𝑆11𝜙11 −𝑆10𝜙10

)︂
(4.2.2)

и конструкции, описанной в пункте 1.1 получить гамильтонианы. Затем про-
верить эквивалентность уравнения Захарова-Шабата и Ландау-Лифшица.

Доказательство:

4.2.1. Гамильтониан для полевого Калоджера-Мозера.

Здесь (как и в предыдущих разделах) используется конструкция, описанная в
пункте 2.4 для матрицы Лакса (4.2.1)

𝐿̃𝐶𝑀 =

(︂
𝑝− 𝑘𝑞𝑥

2
𝐸1(𝑧) −𝜈

2
𝜑(−𝑞,𝑧)

−𝜈
2
𝜑(𝑞, 𝑧) −𝑝+ 𝑘𝑞𝑥

2
𝐸1(𝑧)

)︂
(4.2.13)

и выражения для 𝑇 ([13] и [16]) мы имеем
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⎧⎨⎩
4𝑇𝐶𝑀

−2 = 𝑘2𝑞2𝑥 + 𝜈2 = 𝑐2 = ℎ′

2𝑇𝐶𝑀
−1 = −2𝑘𝑝𝑞𝑥 +

𝑘2𝜈𝑥
𝜈
𝑞𝑥 − 𝑘2𝑞𝑥𝑥

𝑇𝐶𝑀
0 = 𝑝2 + (2𝑘2𝑞2𝑥−𝜈2)

4
℘(𝑞)− 𝑘𝑝𝜈𝑥

𝜈
+ 𝑘2

4

(︀
𝜈𝑥
𝜈

)︀2 (4.2.14)

Дальше вычисляется двумерное обобщение квадратичного гамильтониана Калоджера-
Мозера

𝐻𝐶𝑀
0 =

∮︁
𝑑𝑥

√
ℎ𝜒1 =

1

2

∮︁
𝑑𝑥

(︂
𝑇0 −

1

ℎ′
𝑇 2
−1

)︂
(4.2.15)

где подинтегральное выражение имеет вид

𝑇𝐶𝑀
0 − 1

ℎ′
(︀
𝑇𝐶𝑀
−1

)︀2
= 𝑝2

(︂
1− 𝑘2𝑞2𝑥

𝑐2

)︂
+

(3𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2)

4
℘(𝑞)− 𝑘4𝑞2xx

4𝜈2
(4.2.16)

Уравнение движения, производимые 𝐻𝐶𝑀
0 имеют вид:

𝑞 = 𝑝

(︂
1− 𝑘2𝑞2𝑥

𝑐2

)︂
(4.2.17.1)

𝑝̇ =
𝑘2

𝑐2
𝜕𝑥
(︀
𝑝2𝑞𝑥

)︀
− (3𝑘2𝑞2𝑥 − 𝑐2)

8
℘′(𝑞) +

3𝑘2

4
𝜕𝑥 (𝑞𝑥℘(𝑞)) +

𝑘4

4
𝜕𝑥

(︂
𝑞𝑥𝑥𝑥𝜈 − 𝜈𝑥𝑞𝑥𝑥

𝜈3

)︂
(4.2.17.2)

с соответсвующей скобкой Пуассона

{𝑝(𝑥), 𝑞(𝑦)} = 𝛿(𝑥− 𝑦) (4.2.18)

Если подставить 𝑘 = 0, то (учитывая 𝑐2 = 𝑘2𝑞2𝑥 + 𝜈2) уравнения движения
(4.2.17.1) и гамильтониан перейдут в выражения (4.1.19) и (4.1.27).

4.2.2. Гамильтониан для системы Ландау-Лифшиц.

Теперь, вновь применяется та же конструкция описанная в пункте 2.4 и мат-
рица Лакса (4.2.2). Отсюда получаются следующие соотношения

𝑇−2 = 𝑆01(𝑥)
2 + 𝑆11(𝑥)

2 + 𝑆10(𝑥)
2 (4.2.19.1)

𝑇−1 = − 𝑘𝑆10(𝑥)𝑆
′
01(𝑥)

𝑆01(𝑥)−
√
−1𝑆11(𝑥)

+

√
−1𝑘𝑆10(𝑥)𝑆

′
11(𝑥)

𝑆01(𝑥)−
√
−1𝑆11(𝑥)

+ 𝑘𝑆 ′
10(𝑥) (4.2.19.2)

𝑇0 =
3𝑘2𝑆 ′

01(𝑥)
2

4(𝑆01(𝑥)−
√
−1𝑆11(𝑥))2

− 𝑆01(𝑥)
2℘(𝜔1)− 𝑆11(𝑥)

2℘(𝜔2)− 𝑆10(𝑥)
2℘(𝜔3)−
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− 3
√
−1𝑘2𝑆 ′

01(𝑥)𝑆
′
11(𝑥)

2(𝑆01(𝑥)−
√
−1𝑆11(𝑥))2

+

√
−1𝑘2𝑆 ′′(2,𝑥)

2(𝑆01(𝑥)−
√
−1𝑆11(𝑥))

− 𝑘2𝑆 ′′(1,𝑥)

2(𝑆01(𝑥)−
√
−1𝑆11(𝑥))

−

− 3𝑘2𝑆 ′
11(𝑥)

2

4(𝑆01(𝑥)−
√
−1𝑆11(𝑥))2

(4.2.19.3)

где индекс ′ и ′′ - это производные по 𝑥. Теперь с учётом следующих определе-
ний

ℎ𝑙(𝑥) = 𝜆𝜒𝑙−1, 𝜆2 = 𝑇−2 (4.2.20)

где 𝜆 - собственное значение матрицы

𝑆 =

(︂
𝑆10(𝑥) 𝑆01(𝑥)−

√
−1𝑆11(𝑥)

𝑆01(𝑥) +
√
−1𝑆11(𝑥) −𝑆10(𝑥)

)︂
(4.2.21)

выводятся следующее выражение

ℎ2 = 𝜆𝜒1 =
1

2

(︂
𝑇0 −

1

4𝜆2
𝑇 2
−1

)︂
(4.2.22)

Наконец подстановка (4.2.22) и (4.2.19) в гамильтониан

𝐻𝑙 =

∮︁
d𝑥ℎ𝑙(𝑥) (4.2.23)

даёт следующий гамильтониан Ландау-Лифшица

𝐻LL =
1

2

∮︁ (︀
−𝑆01(𝑥)

2℘(𝜔1)− 𝑆11(𝑥)
2℘(𝜔2)− 𝑆10(𝑥)

2℘(𝜔3)
)︀
d𝑥+

+
1

2

∮︁ (︂
−𝑘

2𝑆 ′
01(𝑥)

2

4𝜆2
− 𝑘2𝑆 ′

11(𝑥)
2

4𝜆2
− 𝑘2𝑆 ′

10(𝑥)
2

4𝜆2

)︂
d𝑥 (4.2.24.1)

𝐻LL =
1

2

∮︁
{𝑡𝑟 (𝑆𝐽 (𝑆))− 𝛼𝑡𝑟

(︀
𝑆2
𝑥

)︀
}dx (4.2.24.2)

с константой 𝛼 = 𝑘2/8𝜆2.

4.2.3. Уравнение Ландау-Лифшица.

Как и в предыдущих разделах, так и здесь испоьзуется уравнение Захарова-
Шабата

𝜕𝑡𝑈(𝑧) + 𝑘𝜕𝑥𝑉 (𝑧) = [𝑈(𝑧), 𝑉 (𝑧)] (4.2.25)

где 𝑥 - координата на окружности. Динамические переменные - это теперь
периодические поля с скобками Пуассона

{𝑆𝛼(𝑥), 𝑆𝛽(𝑦)} = −
√
−1𝜀𝛼𝛽𝛾𝑆𝛾(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑦) (4.2.26)
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На основе последних данных матрица Лакса (4.2.2) примет вид одной из U-V
пар

𝑈LL = 𝐿(𝑧, 𝑆(𝑥)) =

(︂
𝑆10𝜙10 𝑆01𝜙01 − 𝑖𝑆11𝜙11

𝑆01𝜙01 + 𝑖𝑆11𝜙11 −𝑆10𝜙10

)︂
(4.2.27)

и

𝑉 LL= − 1

2

(︀
𝑉 LL
1 + 𝑉 LL

2

)︀
(4.2.28)

𝑉 LL
1 = −𝐸1(𝑧)𝐿(𝑧, 𝑆)− 2𝑀(𝑧, 𝑆) (4.2.29)

где матрица 𝑀

𝑀(𝑧,𝑆) =

(︂
−1

2
𝑓10(𝑧)𝑆10

1
2
(𝑖𝑓11(𝑧)𝑆11 − 𝑓01(𝑧)𝑆01

1
2
(−𝑓01(𝑧)𝑆01 − 𝑖𝑓11(𝑧)𝑆11)

1
2
𝑓10(𝑧)𝑆10

)︂
(4.2.30)

Матрица 𝑉 LL
2 имеет следующий вид

𝑉 LL
2 = 𝐿(𝑧, ℎ) =

(︂
ℎ10𝜙10 ℎ01𝜙01 −

√
−1ℎ11𝜙11

ℎ01𝜙01 +
√
−1ℎ11𝜙11 −ℎ10𝜙10

)︂
(4.2.31)

где матрица ℎ

ℎ = − 𝑘

4𝜆2
[𝑆, 𝑆𝑥] , 𝑆𝑥 = 𝜕𝑥𝑆 (4.2.32)

Подстановка определения в (4.2.25) выводит два уравнения:

𝑘𝜕𝑥𝑉
LL
1 =

[︀
𝐿, 𝑉 LL

2

]︀
, (4.2.33)

𝜕𝑡𝐿− 1

2
𝑘𝜕𝑥𝑉

LL
2 = −1

2

[︀
𝐿, 𝑉 LL

1

]︀
= [𝐿,ℳ] (4.2.34)

и

−𝑘𝜕𝑥𝑆 = [𝑆, ℎ] (4.2.35)

𝜕𝑡𝑆 − (𝑘/2)𝜕𝑥ℎ = [𝐽(𝑆), 𝑆] (4.2.36)

Благодаря соотношению 𝑆𝑆𝑥 + 𝑆𝑥𝑆 = 0 первое уравнение может быть решено,
как указано в (4.2.32). Второе уравнение принимает вид:

𝜕𝑡𝑆 = [𝐽(𝑆), 𝑆]− 𝛼 [𝑆, 𝑆𝑥𝑥] (4.2.37)

с константой 𝛼 = 𝑘2/8𝜆2. По компонентам имеем
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑆̇10 =
√
−1𝑆01℘(𝑆11)−

√
−1𝑆11℘(𝑆01) +

𝑖𝑘2𝑆11(𝑥)𝑆
′′
01(𝑥)

4𝜆2
− 𝑖𝑘2𝑆01(𝑥)𝑆

′′
11(𝑥)

4𝜆2

𝑆̇11 =
√
−1𝑆10℘(𝑆01)−

√
−1𝑆01℘(𝑆10) +

𝑖𝑘2𝑆01(𝑥)𝑆
′′
10(𝑥)

4𝜆2
− 𝑖𝑘2𝑆10(𝑥)𝑆

′′
01(𝑥)

4𝜆2

𝑆̇01 =−
√
−1𝑆10℘(𝑆11) +

√
−1𝑆11℘(𝑆10) +

𝑖𝑘2𝑆10(𝑥)𝑆
′′
11(𝑥)

4𝜆2
− 𝑖𝑘2𝑆11(𝑥)𝑆

′′
10(𝑥)

4𝜆2
(4.2.38)

Отсюда следует, что уравнение (4.2.37) эквивалентно (4.2.25).

4.3. Поиски замен переменных между системами
Ландау-Лифшица и полевого Калоджера-Мозера.

В этом пункте получены замены переменных 𝑆. Для этой цели используют
следующую матрицу Лакса полевого Калоджера-Мозера

𝐿̃𝐶𝑀 =

(︂
𝑝− 𝑘𝑞𝑥

2
𝐸1(𝑧) −𝜈

2
𝜑(−𝑞,𝑧)

−𝜈
2
𝜑(𝑞, 𝑧) −𝑝+ 𝑘𝑞𝑥

2
𝐸1(𝑧)

)︂
(4.3.1)

с вычетом (так как любая матрица Лакса задаётся своим вычетом)

𝐵 = 𝑅𝑒𝑠𝐿̃𝐶𝑀
4 =

(︂
−1

2
𝑘𝑞𝑥 −𝜈

2

−𝜈
2

1
2
𝑘𝑞𝑥

)︂
(4.3.2)

Как и в предыдущих задачах для матрицы Лакса (4.3.1) нужно выбрать такую
матрицу

𝐷 =

(︂
𝑑1 0
0 𝑑2

)︂
(4.3.3)

чтобы полученная при этом 𝑔 зануляла собственный вектор (4.3.2).

Теперь вычисляется собственный вектор
(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
, который при 𝑘 = 0 переходит

в
(︂

1
1

)︂
.

Сперва вычисляются собственные значение из детерминанта

det(𝐵 − 𝜆𝐼) = 0 (4.3.4)

Дальше из собственных значений

𝜆1 = − 𝑐
2

(4.3.5.1)

𝜆2 =
𝑐

2
(4.3.5.2)

и уравнения (︂
−1

2
𝑘𝑞𝑥 − 𝜆 −𝜈

2

−𝜈
2

1
2
𝑘𝑞𝑥 − 𝜆

)︂(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
= 0 (4.3.6)
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выводятся собственные вектроры для случая (4.3.5.1)(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
=

(︂
−𝑘𝑞𝑥

2
− 𝑐

2

−𝜈
2

)︂
(4.3.7.1)

А для случая (4.3.5.2) (︂
𝜓1

𝜓2

)︂
=

(︂
𝑐
2
− 𝑘𝑞𝑥

2

−𝜈
2

)︂
(4.3.7.2)

где 𝑐 =
√
ℎ′ =

√︀
𝜈2 + 𝑘2𝑞2𝑥. Если ввести условие 𝑘 = 0, то только вектор (4.3.7.1)

переходит в
(︂

1
1

)︂
.

Теперь, имея в наличии собственный вектор (4.3.7.1), и опператор Хекке

Ξ =

(︂
𝜃00(𝑧 + 𝑞, 2𝜏) 𝜃00(𝑧 − 𝑞, 2𝜏)
−𝜃10(𝑧 + 𝑞, 2𝜏) −𝜃10(𝑧 − 𝑞, 2𝜏)

)︂
(4.3.8)

можно определить элементы диагональной матрицы

𝐷 =

(︂
𝑑1 0
0 𝑑2

)︂
(4.3.9)

А для этого необходимо, чтобы матрица калибровочного преобразования

𝑔 = Ξ(𝑧,𝑞)𝐷−1(𝑞) (4.3.10)

зануляла вектор (4.3.9.1), т. е.

𝑔

(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
= 0 (4.3.11)

В итоге матрица (4.3.9) примет вид

𝐷−1 =

(︂
𝜈
2

0
0 −1

2
(𝑐+ 𝑘𝑞)

)︂
(4.3.12.1)

𝐷 =

(︂
2
𝜈

0
0 2

−𝑘𝑞𝑥−𝑐

)︂
(4.3.12.2)

В итоге калибровочное преобразование (4.3.10) примет вид

𝑔 =

(︂
𝜃00(𝑧 + 𝑞,2𝜏)𝜈 −𝜃00(𝑞 − 𝑧,2𝜏) (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)
−𝜃10(𝑧 + 𝑞,2𝜏)𝜈 𝜃10(𝑞 − 𝑧,2𝜏) (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

)︂
(4.3.13.1)

𝑔−1 =

(︃
− 𝜃10(𝑞−𝑧,2𝜏)

𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)𝜈
− 𝜃00(𝑞−𝑧,2𝜏)

𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)𝜈

− 𝜃10(𝑧+𝑞,2𝜏)
𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)(𝑐+𝑘𝑞𝑥)

− 𝜃00(𝑧+𝑞,2𝜏)
𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)(𝑐+𝑘𝑞𝑥)

)︃
(4.3.13.2)

Дальше подстановка (3.3.13) и (4.3.1) в

𝐿𝐿L = −𝑘𝑔𝜕𝑥𝑔−1 + 𝑔𝐿̃𝐶𝑀𝑔−1 (4.3.14.1)

Здесь второе слагаемое обозначена как
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𝐿̃(𝐶𝑀),(2) = 𝑔𝐿̃𝐶𝑀𝑔−1 =

(︂
𝐿𝐶𝑀
11 𝐿𝐶𝑀

12

𝐿𝐶𝑀
21 𝐿𝐶𝑀

22

)︂
(4.3.14.2)

где (используется тождество (A.23)-(A.26))

𝐿𝐶𝑀
11 =

1

det𝑔

(︁
𝐿̃𝐶𝑀
11 (𝑔11𝑔22 + 𝑔21𝑔12) + 𝐿̃𝐶𝑀

21 𝑔12𝑔22 − 𝐿̃𝐶𝑀
12 𝑔11𝑔21

)︁
(4.3.14.3)

𝐿𝐶𝑀
12 =

1

det 𝑔

(︁
−2𝐿̃𝐶𝑀

11 (𝑔12𝑔11) + 𝐿̃𝐶𝑀
12 𝑔211 − 𝐿̃𝐶𝑀

21 𝑔212

)︁
(4.3.14.4)

𝐿𝐶𝑀
21 =

1

det 𝑔

(︁
2𝐿̃𝐶𝑀

11 𝑔21𝑔22 + 𝐿̃𝐶𝑀
21 𝑔222 − 𝐿̃𝐶𝑀

12 𝑔221

)︁
(4.3.14.5)

С учётом следующих соотношений

det 𝑔 = 𝜗(𝑧)𝜗(𝑞)(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈,
𝑔12𝑔22 = −1

2
𝜃10(−𝑧 + 𝑞)𝜃10(0)(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

2, 𝑔11𝑔21 = −1
2
𝜃10(𝑧 + 𝑞)𝜃10(0)𝜈

2 (4.3.14.6)

𝑔211 =
1
2
(𝜃00(𝑧 + 𝑞)𝜃00(0) + 𝜃01(𝑧 + 𝑞)𝜃01(0)) 𝜈

2

𝑔212 =
1
2
(𝜃00(−𝑧 + 𝑞)𝜃00(0) + 𝜃01(−𝑧 + 𝑞)𝜃01(0)) (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

2 (4.3.14.7)

𝑔221 =
1
2
(𝜃00(𝑧 + 𝑞)𝜃00(0)− 𝜃01(𝑧 + 𝑞)𝜃01(0)) 𝜈

2

𝑔222 =
1
2
(𝜃00(−𝑧 + 𝑞)𝜃00(0)− 𝜃01(−𝑧 + 𝑞)𝜃01(0)) (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)

2 (4.3.14.8)

А ещё выражения

𝑔11𝑔22 + 𝑔21𝑔12 = 𝜃10(𝑧)𝜃10(𝑞)(𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈 (4.3.14.9)

𝑔12𝑔11 = −1

2
(𝜃00(𝑧)𝜃00(𝑞) + 𝜃01(𝑧)𝜃01(𝑞)) (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈 (4.3.14.10)

𝑔21𝑔22 = −1

2
(𝜃00(𝑧)𝜃00(𝑞)− 𝜃01(𝑧)𝜃01(𝑞)) (𝑐+ 𝑘𝑞𝑥)𝜈 (4.3.14.11)

При упрощении выражений понадобятся тождество (A23-A32), (A36) и (A37).
А первая слагаемая будет при нормировках 𝑔 → 𝑔

√︀
(𝑑𝑒𝑡𝑔)−1, 𝑔−1 → 𝑔−1

√
𝑑𝑒𝑡𝑔

раскладываться на две слагаемые, одна из которых имеет вид

𝐺(1) = −𝑘𝑔𝜕𝑥𝑔−1 (4.3.14.12)

а другая слагаемая будет иметь следующий вид

𝐺(2) = −𝐼𝑘
√︀
(𝑑𝑒𝑡𝑔)−1𝜕𝑥

√︀
𝑑𝑒𝑡𝑔 (4.3.14.13)

где 𝐼 - единичная матрица. При сложение обоих слагаемых получается

𝐺 = 𝐺(1) +𝐺(2) =

(︂
𝐺11 𝐺12

𝐺21 𝐺22

)︂
(4.3.14.14)
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где элементы матрицы

𝐺11 =
𝑘𝑞𝑥𝜃

′
10(𝑧,𝜏)𝜃10(𝑞,𝜏)

2𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)
− 𝑐𝑘2𝑞𝑥𝑥𝜃10(𝑧,𝜏)𝜃10(𝑞,𝜏)

2𝜈2𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)
(4.3.14.15)

𝐺12 = −𝑐𝑘
2𝑞𝑥𝑥𝜃00(𝑧,𝜏)𝜃00(𝑞,𝜏)

2𝜈2𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)
− 𝑐𝑘2𝑞𝑥𝑥𝜃01(𝑧,𝜏)𝜃01(𝑞,𝜏)

2𝜈2𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)
+

+
𝑘𝑞𝑥𝜃

′
00(𝑧,𝜏)𝜃00(𝑞,𝜏)

2𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)
+
𝑘𝑞𝑥𝜃

′
01(𝑧,𝜏)𝜃01(𝑞,𝜏)

2𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)
(4.3.14.16)

𝐺21 =
𝑐𝑘2𝑞𝑥𝑥𝜃00(𝑧,𝜏)𝜃00(𝑞,𝜏)

2𝜈2𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)
− 𝑐𝑘2𝑞𝑥𝑥𝜃01(𝑧,𝜏)𝜃01(𝑞,𝜏)

2𝜈2𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)
+

+
𝑘𝑞𝑥𝜃

′
01(𝑧,𝜏)𝜃01(𝑞,𝜏)

2𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)
− 𝑘𝑞𝑥𝜃

′
00(𝑧,𝜏)𝜃00(𝑞,𝜏)

2𝜗(𝑧,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)
(4.3.14.17)

𝐺22 = −𝐺11 (4.3.14.18)

Здесь для упрощение используются те же тождество (A), а также производные
(A23)-(A26).

В итоге получаются следующие замены переменных

𝑆10 = −𝑐𝑘
2𝜃10(0,𝜏)𝑞𝑥𝑥𝜃10(𝑞,𝜏)

2𝜈2𝜗′(0)𝜗(𝑞,𝜏)
+
𝑐𝜃10(0,𝜏)

2𝜃00(𝑞,𝜏)𝜃01(𝑞,𝜏)

2𝜃00(0,𝜏)𝜃01(0,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)2
+
𝑝𝜃10(0,𝜏)𝜃10(𝑞,𝜏)

𝜗′(0)𝜗(𝑞,𝜏)
(4.3.15.1)

𝑆01 = −𝑐𝑘
2𝜃01(0,𝜏)𝑞𝑥𝑥𝜃01(𝑞,𝜏)

2𝜈2𝜗′(0)𝜗(𝑞,𝜏)
+
𝑐𝜃01(0,𝜏)

2𝜃00(𝑞,𝜏)𝜃10(𝑞,𝜏)

2𝜃00(0,𝜏)𝜃10(0,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)2
+
𝑝𝜃01(0,𝜏)𝜃01(𝑞,𝜏)

𝜗′(0)𝜗(𝑞,𝜏)
(4.3.15.2)

𝑆11 = −𝑖𝑐𝑘
2𝜃00(0,𝜏)𝑞𝑥𝑥𝜃00(𝑞,𝜏)

2𝜈2𝜗′(0)𝜗(𝑞,𝜏)
+
𝑖𝑐𝜃00(0,𝜏)

2𝜃01(𝑞,𝜏)𝜃10(𝑞,𝜏)

2𝜃01(0,𝜏)𝜃10(0,𝜏)𝜗(𝑞,𝜏)2
+
𝑖𝑝𝜃00(0,𝜏)𝜃00(𝑞,𝜏)

𝜗′(0)𝜗(𝑞,𝜏)
(4.3.15.3)

Если воспользоваться (A.14), (А.15) и (4.1.3), то из замен (4.3.15) можно выне-
сти общий множитель и тогда замены будут иметь следующий вид

𝑆𝛼(𝑝,𝑞) = (𝑝− (𝑐/2)𝜕𝑞 − (𝑐𝑘2/2)(𝑞𝑥𝑥/𝜈
2))𝜙𝛼(𝑞) (*)

Теперь при подстановке 𝑐 =
√
ℎ′ =

√︀
𝜈2 + 𝑘2𝑞2𝑥 (фиксирующая сопряженную

орбиту в отмеченной точке), и 𝑘 = 0, полученные замены (4.3.15) придут к заменам
(4.1.6) из пункта 4.1. А скобки Пуассона-Ли будут иметь соответствующие виды

{𝑆11(𝑥), 𝑆01(𝑦)} =
√
−1𝑆10(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑦) (4.3.16.1)

{𝑆10(𝑥), 𝑆01(𝑦)} = −
√
−1𝑆11(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑦) (4.3.16.2)
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{𝑆10(𝑥), 𝑆11(𝑦)} =
√
−1𝑆01(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑦) (4.3.16.3)

аналогичные скобкам для простой механики (4.1.7). (Скобки Пуассона (4.3.16)
можно проверить также как и скобки (4.1.7)). Также как и в предыдущих разделах
при помощи замен (4.3.15) можно проверить совпадение гамильтонианов.

5. Заключение

Приведем основные результаты:

∙ Установлена калибровочная эквивалентность между уравнениями Ландау-
Лифшица и 1+1 полевой моделью Калоджеро-Мозера в рациональном, три-
гонометрическом и эллиптическом случаях.

∙ Явно получены замены переменных, выражающие компоненты вектора на-
магниченности модели Ландау-Лифшица через канонические полевые пере-
менные Калоджеро-Мозера.

∙ Проверено, что полученные формулы замены переменных представляют со-
бой пуассоново отображение, переводящее канонические скобки Пуассона
{𝑝(𝑥),𝑞(𝑦)} = 𝛿(𝑥−𝑦) в линейные скобки на алгебре петель {𝑆𝑎(𝑥),𝑆𝑏(𝑦)} = ...
Также проверено совпадение гамильтонианов обеих моделей.

Полученные результаты также распространяются на такие же задачи ранга
выше 𝑁 > 2, к примеру 𝑁 = 3. В дальнейшем планируется также проверить
аналогичность полученных замен 𝑆(𝑥) для каждого случая (рационального, три-
гонометрического и эллиптического), т.е. к примеру проверить, что замены пере-
менных 𝑆(𝑥) для эллиптического случая переходят в замены для тригонометри-
ческого и рационального случая.

6. Приложение

Все основные формулы для эллиптических функций из данного приложения
были позаимствованны [18]. Пусть 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 , где 𝜏 является модульным парамет-
ром эллиптической кривой 𝐸𝜏 .

Основным элементом является тета-функция:

𝜗(𝑧|𝜏) = 𝑞
1
8

∑︁
𝑛∈Z

(−1)𝑛𝑒𝜋𝑖(𝑛(𝑛+1)𝜏+2𝑛𝑧) =

= 𝑞
1
8 𝑒−

𝑖𝜋
4

(︀
𝑒𝑖𝜋𝑧 − 𝑒−𝑖𝜋𝑧

)︀ ∞∏︁
𝑛=1

(1− 𝑞𝑛)
(︀
1− 𝑞𝑛𝑒2𝑖𝜋𝑧

)︀ (︀
1− 𝑞𝑛𝑒−2𝑖𝜋𝑧

)︀
(𝐴.1)

Функции Эйзенштейна

𝐸1(𝑧|𝜏) = 𝜕𝑧 log 𝜗(𝑧|𝜏), 𝐸1(𝑧|𝜏) ∼
1

𝑧
− 2𝜂1𝑧 (𝐴.2)
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где

𝜂1(𝜏) = 𝜁

(︂
1

2

)︂
=

=
3

𝜋2

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

1

(𝑚𝜏 + 𝑛)2
=

24

2𝜋𝑖

𝜂′(𝜏)

𝜂(𝜏)
(𝐴.3.1)

𝜂(𝜏) = 𝑞
1
24

∏︁
𝑛>0

(1− 𝑞𝑛) (𝐴.3.2)

это функция Дедекинда.

𝐸2(𝑧|𝜏) = −𝜕𝑧𝐸1(𝑧|𝜏) = 𝜕2𝑧 log 𝜗(𝑧|𝜏), 𝐸2(𝑧|𝜏) ∼
1

𝑧2
+ 2𝜂1 (𝐴.4)

Следующая важная функция

𝜑(𝑢, 𝑧) =
𝜗(𝑢+ 𝑧)𝜗′(0)

𝜗(𝑢)𝜗(𝑧)
(𝐴.5)

имеет полюс в 𝑧 = 0 и разлагается в следующий ряд

𝜑(𝑢, 𝑧) =
1

𝑧
+ 𝐸1(𝑢) +

𝑧

2

(︀
𝐸2

1(𝑢)− ℘(𝑢)
)︀
+ . . . (𝐴.6)

Четность функций

𝜗(−𝑧) = −𝜗(𝑧) (𝐴.7)

𝐸1(−𝑧) = −𝐸1(𝑧) (𝐴.8)

𝐸2(−𝑧) = 𝐸2(𝑧) (𝐴.9)

𝜑(𝑢, 𝑧) = 𝜑(𝑧, 𝑢) = −𝜑(−𝑢,− 𝑧) (𝐴.10)

Квазипериодические свойства

𝜗(𝑧 + 1) = −𝜗(𝑧), 𝜗(𝑧 + 𝜏) = −𝑞−
1
2 𝑒−2𝜋𝑖𝑧𝜗(𝑧) (𝐴.11)

𝐸1(𝑧 + 1) = 𝐸1(𝑧), 𝐸1(𝑧 + 𝜏) = 𝐸1(𝑧)− 2𝜋𝑖 (𝐴.12)

𝐸2(𝑧 + 1) = 𝐸2(𝑧), 𝐸2(𝑧 + 𝜏) = 𝐸2(𝑧) (𝐴.13)

𝜑(𝑢+ 1, 𝑧) = 𝜑(𝑢, 𝑧), 𝜑(𝑢+ 𝜏, 𝑧) = 𝑒−2𝜋𝑖𝑧𝜑(𝑢, 𝑧) (𝐴.14)

Формула сложения
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𝜑(𝑢, 𝑧)𝜕𝑣𝜑(𝑣, 𝑧)− 𝜑(𝑣, 𝑧)𝜕𝑢𝜑(𝑢, 𝑧) = (𝐸2(𝑣)− 𝐸2(𝑢))𝜑(𝑢+ 𝑣, 𝑧) (𝐴.15)

𝜑(𝑢, 𝑧)𝜕𝑣𝜑(𝑣, 𝑧)− 𝜑(𝑣, 𝑧)𝜕𝑢𝜑(𝑢, 𝑧) = (℘(𝑣)− ℘(𝑢))𝜑(𝑢+ 𝑣, 𝑧) (𝐴.16)

𝜑(−𝑞,𝑧)𝜑(𝑞,𝑧) = ℘(𝑧)− ℘(𝑞) = 𝐸2(𝑧)− 𝐸2(𝑞) (𝐴.17)

Тета-функции с характеристиками

𝜃

[︂
𝑎
𝑏

]︂
(𝑧, 𝜏) =

∑︁
𝑗∈Z

e
(︁
(𝑗 + 𝑎)2

𝜏

2
+ (𝑗 + 𝑎)(𝑧 + 𝑏)

)︁
(𝐴.18)

В частности, функция 𝜗 (A.1) это тета-функция с характеристикой

𝜗(𝑥, 𝜏) = 𝜃

[︂
1/2
1/2

]︂
(𝑥, 𝜏) (𝐴.19)

𝜃

[︂
𝑎
𝑏

]︂
(𝑧 + 1, 𝜏) = e(𝑎)𝜃

[︂
𝑎
𝑏

]︂
(𝑧, 𝜏) (𝐴.20)

𝜃

[︂
𝑎
𝑏

]︂
(𝑧 + 𝑎′𝜏, 𝜏) = e

(︁
−𝑎′2 𝜏

2
− 𝑎′(𝑧 + 𝑏)

)︁
𝜃

[︂
𝑎+ 𝑎′

𝑏

]︂
(𝑧, 𝜏) (𝐴.21)

𝜃

[︂
𝑎+ 𝑗
𝑏

]︂
(𝑧, 𝜏) = 𝜃

[︂
𝑎
𝑏

]︂
(𝑧, 𝜏), 𝑗 ∈ Z (𝐴.22)

Здесь 𝜃
[︂
𝑎/2
𝑏/2

]︂
= 𝜃𝑎𝑏

Формулы с удвоенным модулярным параметром

2𝜗(𝑥, 2𝜏)𝜃01(𝑦, 2𝜏) = 𝜗

(︂
𝑥+ 𝑦

2
, 𝜏

)︂
𝜃10

(︂
𝑥− 𝑦

2
, 𝜏

)︂
+

+𝜃10

(︂
𝑥+ 𝑦

2
, 𝜏

)︂
𝜗

(︂
𝑥− 𝑦

2
, 𝜏

)︂
(𝐴.23)

2𝜃00(𝑥, 2𝜏)𝜃10(𝑦, 2𝜏) = 𝜗

(︂
𝑥+ 𝑦

2
, 𝜏

)︂
𝜗

(︂
𝑥− 𝑦

2
, 𝜏

)︂
+

+𝜃10

(︂
𝑥+ 𝑦

2
, 𝜏

)︂
𝜃10

(︂
𝑥− 𝑦

2
, 𝜏

)︂
(𝐴.24)

2𝜃00(𝑥, 2𝜏)𝜃00(𝑦, 2𝜏) = 𝜃00

(︂
𝑥+ 𝑦

2
, 𝜏

)︂
𝜃00

(︂
𝑥− 𝑦

2
, 𝜏

)︂
+

+𝜃01

(︂
𝑥+ 𝑦

2
, 𝜏

)︂
𝜃01

(︂
𝑥− 𝑦

2
, 𝜏

)︂
(𝐴.25)
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2𝜃10(𝑥, 2𝜏)𝜃10(𝑦, 2𝜏) = 𝜃00

(︂
𝑥+ 𝑦

2
, 𝜏

)︂
𝜃00

(︂
𝑥− 𝑦

2
, 𝜏

)︂
−

−𝜃01
(︂
𝑥+ 𝑦

2
, 𝜏

)︂
𝜃01

(︂
𝑥− 𝑦

2
, 𝜏

)︂
(𝐴.26)

формулы сложения для тета-функций

𝜗(𝑥+ 𝑢)𝜃00(𝑥− 𝑢)𝜃01(0)𝜃10(0) = 𝜃00(𝑥)𝜗(𝑥)𝜃01(𝑢)𝜃10(𝑢)+

+𝜃10(𝑥)𝜃01(𝑥)𝜃00(𝑢)𝜗(𝑢) (𝐴.27)

𝜗(𝑥− 𝑢)𝜃00(𝑥+ 𝑢)𝜃01(0)𝜃10(0) = 𝜃00(𝑥)𝜗(𝑥)𝜃01(𝑢)𝜃10(𝑢)−

−𝜃10(𝑥)𝜃01(𝑥)𝜃00(𝑢)𝜗(𝑢) (𝐴.28)

𝑣(𝑥+ 𝑢)𝜃01(𝑥− 𝑢)𝜃00(0)𝜃10(0) = 𝜃00(𝑥)𝜃10(𝑥)𝜃01(𝑢)𝜗(𝑢)+

+𝜃01(𝑥)𝜗(𝑥)𝜃00(𝑢)𝜃10(𝑢) (𝐴.29)

𝑣(𝑥− 𝑢)𝜃01(𝑥+ 𝑢)𝜃00(0)𝜃10(0) = −𝜃00(𝑥)𝜃10(𝑥)𝜃01(𝑢)𝜗(𝑢)+

+𝜃01(𝑥)𝜗(𝑥)𝜃00(𝑢)𝜃10(𝑢) (𝐴.30)

𝑣(𝑥+ 𝑢)𝜃10(𝑥− 𝑢)𝜃00(0)𝜃01(0) = 𝜃00(𝑥)𝜃01(𝑥)𝜃10(𝑢)𝜗(𝑢)+

+𝜃10(𝑥)𝜗(𝑥)𝜃00(𝑢)𝜃01(𝑢) (𝐴.31)

𝜗(𝑥− 𝑢)𝜃10(𝑥+ 𝑢)𝜃00(0)𝜃01(0) = −𝜃00(𝑥)𝜃01(𝑥)𝜃10(𝑢)𝜗(𝑢)+

+𝜃10(𝑥)𝜗(𝑥)𝜃00(𝑢)𝜃01(𝑢) (𝐴.32)

Соотношения между квадратами тета-функций

𝜗(𝑧)2𝜃01(0)
2 = 𝜃00(𝑧)

2𝜃10(0)
2 − 𝜃10(𝑧)

2𝜃00(0)
2

𝜃10(𝑧)
2𝜃01(0)

2 = 𝜃01(𝑧)
2𝜃10(0)

2 − 𝜗(𝑧)2𝜃00(0)
2

𝜃00(𝑧)
2𝜃01(0)

2 = 𝜃01(𝑧)
2𝜃00(0)

2 − 𝜗(𝑧)2𝜃10(0)
2

𝜃01(𝑧)
2𝜃01(0)

2 = 𝜃00(𝑧)
2𝜃00(0)

2 − 𝜃10(𝑧)
2𝜃10(0)

2

(𝐴.33)

Тождество Римана

𝜃00(0)
4 = 𝜃10(0)

4 + 𝜃01(0)
4 (𝐴.34)
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Ещё одна формула сложения тета-фуекций

𝜃01(𝑥)
4 + 𝜃10(𝑥)

4 − 𝜃00(𝑥)
4 = 𝜃11(𝑥)

4 (𝐴.35)

квазипериодические функции

𝐹𝛾(𝑧) = 𝜙𝛼(𝑧)𝜙𝛽(𝑧) = 𝜙𝛾(𝑧)𝐸1(𝑧)− 𝑓𝛾(𝑧) = −𝜕𝑧𝜙𝛾(𝑧) (𝐴.36)

𝜕𝑧𝜙𝛾(𝑧) = 𝜙𝛾(𝑧)

(︂
𝜃′𝛾(𝑧)

𝜃𝛾(𝑧)
− 𝜗′(𝑧)

𝜗(𝑧)

)︂
(𝐴.37)

и тождество

𝜙𝛽(𝑧)𝑓𝛾(𝑧)− 𝜙𝛾(𝑧)𝑓𝛽(𝑧) = 𝜙𝛽+𝛾(𝑧) (℘ (𝜔𝛽)− ℘ (𝜔𝛾)) (𝐴.38)
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