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1 Введение
Пространство де Ситтера является решением уравнений ОТО с кос-

мологической постоянной. Предполагается, что реальная Вселенная опи-
сывалась моделью де Ситтера на очень ранних стадиях расширения (ин-
фляционная модель Вселенной). В связи с этим изучения квантовой тео-
рии поля в де Ситтере является интересным не только с точки зрения
изучения КТП в искривленных пространствах, но и понимания происхо-
дящего в ранней вселенной.

Одним из свойств пространства-времени де Ситтера является то, что
несмотря на его максимальную симметрию, он не обладает глобально
определенным времени-подобным вектором Киллинга. В связи с эти воз-
никает множество трудностей в квантовой теории поля в де Ситтере. Од-
нако, эта симметрия допускает существование нескольких систем коор-
динат, с помощью которых можно параметризовать различные области
пространства де Ситтера.

В данной работе мы рассматриваем статический регион. Сам по се-
бе он является глобально гиперболическим пространством-временем, но
поверхность Коши для этого региона является неполной для всего много-
образия де Ситтера, а является лишь «половиной» истинной поверхности
Коши, см. рис. (1). Однако, квантование в статических координатах име-
ет отличительные особенности по сравнению с любой другой системой
координат на многообразии де Ситтера, поскольку гамильтонов опера-
тор не зависит от времени.

В работе мы строим оператор поля, используя стандартное канони-
ческое квантование. Для этих целей мы также нашли свойства полноты
присоединённых функций Лежандра, которое не было найдено в лите-
ратуре. Далее мы строим термальны смешанные состояния. Используя
интегральное представление, мы показываем, что только при темпера-
туре T = 1/2πR корреляционные функции в де Ситтере уважают его
симметрию.

Отметим, что также вакуумное (чистое) состояние при T = 0 не ува-
жает группу изометрий де Ситтера — корреляторы не являются функци-
ями геодезических расстояний. Помимо этого, все термальные состояния,
кроме инвариантного, имеют дополнительные особенности на горизонте.
Также в данной работе изложено несколько интересных свойств корре-
ляционных функций.

Основной целью наших исследований в дальнейшем является изуче-
ние эволюция начального состояния. Дело в том, что в отличие от случая
плоского пространства у нас нет интуиции, основанной на тщательных
вычислениях, какова судьба общего начального состояния. Например,
мы не можем определенно сказать, действительно ли оно термализуется
или нет.

2



Для этого, в работе вычислены однопетлевые поправки к термальным
пропагаторам в разных пределах. Суммирование и исследование свойств,
к которым они приводят, является дальнейшими планами нашей работы.
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2 Геометрия пространства де Ситтера

Мы ограничиваем наше внимание двумерным случаем только для
упрощения уравнений. Большинство наших результатов, изложенных ни-
же, могут быть непосредственно распространены на случай большей раз-
мерности.

Двумерное пространство де Ситтера проще всего представить в ви-
де однолистного гиперболоида, вложенного в трехмерное пространство
Минковского:

dS2 = {X ∈ R3, XαXα = X2
0 −X2

1 −X2
2 = −R2}. (2.1)

Статические координаты заданы следующим образом:

X

(
t

R
,
x

R

)
=


X0 = R sinh t

R sech x
R

X1 = R tanh x
R = u

X2 = R cosh t
R sech x

R

, t ∈ (−∞,∞), x ∈ (−∞,∞).

(2.2)
Для удобства мы положим R = 1.

Они накрывают четвертветь {|X1| < 1} ∩ {X2 > |X0|} пространства
де Ситера Fig. 1

Static patch
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horizon

Рис. 1: Диаграмма Пенроуза для пространства де Ситтера с поверхно-
стями Коши для различных регионов.

Метрика в статическом регионе имеет вид:

ds2 =
dt2 − dx2

coshx2
. (2.3)

Эта метрика удобна тем, что она не зависит от времени и является
конформно плоской. Статический регион ограничен двумя горизонтами
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Киллинга

x→ ±∞, t = ±x

где метрика вырождается.
Инвариантное скалярное произведение в пространстве де Ситтера

имеет вид:

ζ = ζ12 = Xα
1 X2α = −cosh(t1 − t2) + sinh x1 sinhx2

coshx1 coshx2
. (2.4)

Связь геодезического растояния L и ζ задается следующим образом: ζ =
− cosh(L) времени-подобное , ζ = cos(L) пространственно-подобное; ζ =
−1 свето-подное разделение.

3 Каноническое квантование
В этом разделе мы проквантуем массивное скалярное поля в стати-

ческом де Ситтере.
Действие имеет вид:

S =

∫
d2x
√
g
(
∂νϕ∂

νϕ−m2ϕ2
)
. (3.5)

Используя вариационный принцип, мы находим уравнение Клейна-Гордона
описывающие классическое поле:(

∂2
t − ∂2

x +
m2

cosh2 x

)
φ(t, x) = 0. (3.6)

Положительно-частотное решение можно написать следующим образом:

ϕ(t, x) = e−iωtψω(u), u = tanhx. (3.7)

где ψω(u) является собственной функцией известной квантово-механической
задачи рассеяния: [

− ∂2
x +

m2

cosh2 x

]
ψω(u) = ω2ψω(u),

u = tanhx, m2 =
1

4
+ ν2. (3.8)

Для ω ≥ 0 есть два линейно независимых решения Piω− 1
2+iν

(±u) — извест-
ные как функции Лежандра [26].
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Двойное вырождение энергетического уровня ω указывает на введе-
ние двух пар операторов рождения и уничтожения:[

aω1
, a†ω2

]
= δ(ω1 − ω2),

[
bω1
, b†ω2

]
= δ(ω1 − ω2),[

aω1
, bω2

]
=
[
aω1

, b†ω2

]
= 0. (3.9)

Разложения по модам оператора поля φ(t, x) может быть написан сле-
дующим образом:

φ(t, x) =

∫ ∞
0

dω

2π

[
e−iωt

(
ψω(u)aω + ψω(−u)bω

)
+

+ eiωt
(
ψ∗ω(u)a†ω + ψ∗ω(−u)b†ω

)]
(3.10)

где

ψω(u) =
√

sinh(πω) Γ
(1

2
+ iν − iω

)
Γ
(1

2
− iν − iω

)
Piω− 1

2+iν(u). (3.11)

Нормировка была выбрана так, чтобы удовлетворять коммутационному
соотношению[

φ(t, x1), φ(t, x2)
]

= 0,
[
φ(t, x1), φ̇(t, x2)

]
= iδ(x1 − x2). (3.12)

Для этого нам надо знать свойства полноты функций Лежанда (см. ап-
пендиксA). Асимптотичское поведение мод на плюс бесконечности имеет
вид:

ψω(tanhx) ∼ eiωx x→∞, (3.13)

соответственно, это мода соответствуют волнам двигающимся направо,
аналогично

ψω(− tanhx) ∼ e−iωx x→ −∞

налево.
Свободный Гамильтониан имеет вид:

: H :=

∫ +∞

−∞
dx
√
g : T 0

0 :=

∫ +∞

0

dω ω
(
a†ωaω + b†ωbω

)
. (3.14)

Обратим внимание, что энергии начитается с нуля (а не m, как для мас-
сивного поля в плоском пространстве). Это потому, что вклад массы в
действие имеет вид:

Sm =

∫
d2x(coshx)−2 m2ϕ2(t, x),

и вырождается у горизонта.

6



4 Термальная двухточечная корреляционная
функция

В этом разделе мы определим термальную двухточечную корреляцион-
ную функцию для произвольной температуры. Среднее по термальному
состоянию с обратной температурой β определяется следующим образом:

〈O〉β =
Tr ρO
Tr ρ

, ρ ≡ e−βH . (4.15)

Соответственно, среднее от произведения оператора рождения и уничто-
жения подчиняется распределению Бозе-Эйнштейна:〈

a†ωaω′
〉
β

=
〈
b†ωbω′

〉
β

= (eβω − 1)−1δ(ω − ω′). (4.16)

Используя (3.10) и (3.14) мы получаем следующие выражение:

Wβ(t1 − t2, x1, x2) = 〈φ(t1, x1)φ(t2, x2)〉β =

=

∫ ∞
0

dω

4π2

[
e−iω(t1−t2)

1− e−βω

(
ψω(u1)ψ

∗
ω(u2) + ψω(−u1)ψ

∗
ω(−u2)

)
+

+
eiω(t1−t2)

eβω − 1

(
ψ∗ω(u1)ψω(u2) + ψ∗ω(−u1)ψω(−u2)

)
=

=

∫ ∞
−∞

e−iω(t1−t2) 1− e−2πω

1− e−βω
P̃ν(ω, u1, u2) dω (4.17)

где

P̃ν(ω, u1, u2) =
eπω
(
Piω− 1

2+iν
(u1)P

−iω
− 1

2−iν
(u2) + Piω− 1

2+iν
(−u1)P

−iω
− 1

2−iν
(−u2)

)
8 coshπ(ν − ω) coshπ(ν + ω)

.

(4.18)
Отметим, что для произвольной температуры мы не знаем как выразить
интеграл в (4.17) через известные спецфункции, но в следующей секции
мы увидим что для температуры β = 2π эта двухточечная функция
зависит лишь от инварианта де Ситтера (геодезического расстояния) и
совпадает с так называемой двухточечной функцией Банча-Дэвиса, ко-
торая определена на всем пространстве де Ситтера:

W2π(t1 − t2, x1, x2) = WBD(ζ) =
|Γ(1

2 + iν)|2

4π
P− 1

2+iν(ζ), (4.19)

А для произвольной β функция Wβ(t1− t2, x1, x2) не является де Ситтер
инвариантной, так как инвариант де Ситтера не является периодичным
в мнимом времени с периодом t→ t+ iβ, а лишь с β = 2π.
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5 Разложение по голоморфным плоским вол-
нам

Что бы доказать, что для температуры β = 2π двухточечная функция
(4.17) совпадает с функцией Банча-Дэвиса мы рассмотрим разложения
функции Банча-Девиса по голоморфным плоским волнам и покажем,
что этот ответ совпадает с полученным нами выше. Для началоа рас-
смотрим двумерное комплексное пространство де Ситтера:

dSc2 = {Z ∈ C3, Z2
0 − Z2

1 − Z2
2 = −1}. (5.20)

где

Z(t, x) =


Z0 = sinh t sechx

Z1 = tanhx

Z2 = cosh t sechx

. (5.21)

отметим что t и x являются комплексными. В частности

1. для 0 < Im t < π и x ∈ R , Z(t, x) лежит в:

T+ = {Z = X + iY ∈ dSc2, Y 2 > 0, Y 0 > 0}. (5.22)

2. а для −π < Im t < 0 и x ∈ R, Z(t, x) лежит в

T− = {Z = X + iY ∈ dSc2, Y 2 > 0, Y 0 < 0}. (5.23)

Существует набор решений уравнения Клейна-Гордона который можно
интерпретировать как плоские волны в пространстве де Ситтера [6, 7,
27]. Их определение не имеет отношения к какой-либо конкретной систе-
ме координат и может быть задано в терминах пространства вложения:

(�−m2)(ξ · Z)−
1
2+iν = 0 (5.24)

где действительный вектор ξ лежит на световом конусе в пространстве
вложения

C+ = {ξ ∈ R3, (ξ0)2 − (ξ1)2 − (ξ2)2 = 0, ξ0 > 0}. (5.25)

Граничное значение является решением действительного уравнения Клейна-
Гордона:

(ξ ·X)
− 1

2+iν
± = lim

Z∈T±, Z→X
(ξ · Z)−

1
2+iν (5.26)

Инвариантная к группе де Ситтера функция Банча-Дэвиса имеет следу-
ющее интегральное представление в терминах плоских волн для точек
Z1 ∈ T − и Z2 ∈ T + [6, 7]:

WBD(Z1 · Z2) =
eπν

8π coshπν

∫
Σ

(ξ · Z1)
− 1

2−iν(ξ · Z2)
− 1

2+iνdσ(ξ).(5.27)
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Где Σ - это любой базис на C+ и dσ соответсвующая индуцированная
мера [6]. В такой форме инвариантность корреляционной функции отно-
сительно изометрий де Ситтера очевидна, как мы сейчас увидим.

Наша цель разложить вышеупомянутую плоскую волну по модам в
статическом регионе.

Первое, что нужно сделать - это выбрать базис на C+. Удобнее всего
для наших вычислений это выбрать на левой стороне конуса базис:

ξl(w) =

 ξ0 = coshw
ξ1 = −1
ξ2 = sinhw

(5.28)

и на правой:

ξr(w) =

 ξ0 = coshw
ξ1 = +1
ξ2 = − sinhw

(5.29)

Соответствено, мы получаем следующие выражения:

ξl · Z = tanhx+ sechx sinh(t− w),

ξr · Z = − tanhx+ sechx sinh(t+ w). (5.30)

В Z(t+iε, x) положим t действительным и так как Z(t+iε, x) ∈ T+ волна
(ξl · Z)λ является регулярной функцией t. Соответственно делая Фурье
преобразование мы получим:∫ ∞

−∞
e−iωt (ξl(w) · Z(t+ iε, x))−

1
2+iν dt =

=
2e−iωwΓ(1

2 − iν + iω)

Γ(1
2 − iν)

e
1
2πω
(
e−πωQ−iω− 1

2−iν
(u+ iε)

)
; (5.31)

где Q это присоединённые функции Лежандра определенные на ком-
плексной плоскости с разрезом от −∞ до 1 [26]. Делая обратное преоб-
разование получим:

(ξl(w) · Z(t+ iε, x))−
1
2+iν =

=
1

π

∫ ∞
−∞

eiω(t−w) Γ(1
2 − iν + iω)

Γ(1
2 − iν)

e
1
2πω
(
e−πωQ−iω− 1

2−iν
(u+ iε)

)
dω. (5.32)

Для Z ∈ T − аналогичные вычисления дают:

(ξl(w) · Z(t− iε, x))−
1
2−iν =

=
1

π

∫
e−iω(t−w) Γ(1

2 + iν − iω)

Γ(1
2 + iν)

e
1
2πω
(
eπωQiω

− 1
2+iν(u− iε)

)
dω. (5.33)
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Также

(ξr(w) · Z(t± iε, x))−
1
2±iν =

= ±e
−νπ

iπ

∫
e±iω(t+w) Γ(1

2 ∓ iν ± iω)

Γ(1
2 ∓ iν)

e
1
2πω
(
e∓πωQ∓iω− 1

2∓iν
(u∓ iε)

)
dω. (5.34)

Собирая все вместе мы получим интегральное представление функции
Банча-Дэвиса:

WBD(X1, X2) =

∫ ∞
−∞

e−iω(t1−t2)W̃BD(ω, u1, u2)dω (5.35)

W̃BD(ω, u1, u2) =
eπω

4π2 cosh π(ν − ω)

[
eπνQiω

− 1
2+iν(u1 − iε)Q−iω− 1

2−iν
(u2 + iε) +

+ e−πνQiω
− 1

2+iν(u1 + iε)Q−iω− 1
2−iν

(u2 − iε)
]

(5.36)

Теперь, используя соотношение [26]

Qiω
− 1

2+iν(u± i0) =
π

2 cosh(π(ν + ω))
e−πω∓

πω
2 ×

×
(
∓ie±π(ν+ω)Piω− 1

2+iν(u) + Piω− 1
2+iν(−u)

)
(5.37)

прямым вычисление мы получим:

W̃BD(ω, u1, u2) = P̃ν(ω, u1, u2). (5.38)

Следовательно, для β = 2π, (4.17) и (5.36) совпадают.

6 Свойства термальных функций Вайтмана
В этой секции мы изучим свойства термальных функций Вайтмана. Это,
в дальнейшем, поможет нам в изучении петлевых поправок.

6.1 Ассимптотическое поведение для времени-подобного
разделения

Рассмотрим асимптотическое поведения термальной функции Вайтмана
при произвольной температуре для больших времен t = t1 − t2 → ∞ и
для простоты вычислений положим x1 = x2 = 0 ( общий случай x1 6= x2

дает тот же самый результат). В таком пределе функция Вайтмана имеет
вид:

Wβ(t1 − t2, 0, 0) =
∫∞
−∞ dωe

−iω(t1−t2) sinh(πω)
1−e−βω

Piω
− 1

2+iν
(0)P−iω

− 1
2−iν

(0)

4 coshπ(ν−ω) coshπ(ν+ω) . (6.39)
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Отметим, что Piω− 1
2+iν

(0) не имеет полюсов по омега. Теперь, как мы мо-
жем заметить, данный интеграл можно взять по полюсам:

ω = ± ν − i

2
+ in, n ∈ Z, ω =

2πik

β
, k ∈ Z, k 6= 0. (6.40)

Полюс ω = 0 сокращается. А в пределе t→∞ лидирующий вклад дают
те полюса, которые лежат ближе всего к действительной оси, так как
остальные приводят к экспоненциально подавленным вкладам относи-
тельно лидирующего

Wβ(t, x1 = x2 = 0) ≈

{
e−

t
2 (C+e

iνt + C−e
−iνt) для β < 4π

Cβe
−t 2πβ для β > 4π

, (6.41)

где

C+ = C∗− =
1− e−2π(ν+ i

2 )

1− e−β(ν+ i
2 )

e−πνΓ
(
iν
)

Γ
(

1
2 − iν

)
2π
√
π

, (6.42)

и

Cβ =
sin
(

2π2

β

)
4π2β

∣∣∣Γ(1

4
− iν

2
− π

β

)
Γ
(1

4
− iν

2
+
π

β

)∣∣∣2. (6.43)

Как мы можем видеть, асимптотическое поведение меняется при темпе-
ратуре β = 4π. Следует заметить также, что в пределе β →∞ константа
Cβ стремится к нулю и асимптотическое поведение опять переходит в ре-
жим β < 4π.

6.2 Пространственно-подобное разделение
Чтобы посчитать асимптотическое поведения для пространственно-подобного
разделения, возьмем предел одной из координат x2 → +∞ а x1 и t бу-
дем держать конечными. Асимптотическое поведения функции Лежанд-
ра имеет вид:

Piω− 1
2+iν (tanhx) ≈

x→∞

eiωx

Γ(1− iω)
, (6.44)

Piω− 1
2+iν (− tanhx) ≈

x→∞

[
Γ
(
− iω

)
e−iωx

Γ
(

1
2 + iν − iω

)
Γ
(

1
2 − iν − iω

)+

+
cosh(νπ)Γ

(
iω
)
eiωx

π

]
. (6.45)

11



Сразу заметим, что особенность ω = 0 в двух последних членах сокраща-
ется, но, так как мы рассматриваем предел большого пространственного
разделения, то мы должны рассматривать эти вклады по отдельности.
Потому что в соответствии с лемой Жордана мы должны замыкать кон-
тур в разных направлениях. Теперь подставляя(6.44) и(6.45) в (4.17) и
делая сдвижку ω → ω + iε мы получим:

Wβ(t, x1, x2 → +∞) ≈
∞∫

−∞

dω

4

eiωt

eβ(ω+i0) − 1
×

× sinhπω

cosh π (ω − ν) coshπ (ω + ν)

[
Piω− 1

2+iν (tanhx1)
e−iωx2

Γ(1 + iω)
+

+ Piω− 1
2+iν (− tanhx1)

[
Γ
(
iω
)
eiωx2

Γ
(

1
2 + iν + iω

)
Γ
(

1
2 − iν + iω

)+

+
cosh(νπ)Γ

(
− iω

)
e−iωx2

π

]]
.

Далее, замыкая контура соответствующим образом, мы получим:

lim
x2→∞

Wβ(t1 − t2, x1, x2) =
2π

β

1

4 cosh νπ
P− 1

2+iν (− tanhx1) =

=
2π

β
WBD(− tanhx1). (6.46)

Как мы можем видить, в этом предеже функция файтмана линейно за-
висит от температуры. Далее мы увидим, что эта особенность поведения
пропагаторв приводит к дополнительной особенности на горизонте при
β 6= 2π.

6.3 Свето-подобное разделение
Для свето-подобного разделения, как и ожидается, мы получим особен-
ность как и в пространстве Минковского. Для де Ситтер инвариантного
случая, то есть β = 2π из уравнения (4.19), мы получаем:

WBD(ζ ≈ −1) ≈ − 1

4π
log(1 + ζ) ≈ − 1

4π
log
[
t2 − (x1 − x2)

2
]
. (6.47)

В случае же произвольной β этот же результат можно получить следу-
ющим образом, так как мы знаем, что интеграл набирается на больших
частотах. Следовательно мы можем взять предел ω → ∞ для функций
Лежандра

Piω− 1
2+iν (tanhx1) ≈ eiωx1/Γ(1− iω).
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Вычисления дают следующий ответ:

Wβ(t, x1, x2) ≈
∞∫

1

dω

π

eiωt

2ω

(
eiω(x2−x1) + e−iω(x2−x1)

)
≈

≈ − 1

4π
log
[
t2 − (x2 − x1)

2
]
.

Это поведения имеет место для произвольного β и зависимость от темпе-
ратуры теряется в высоком энергетическом пределе. Ниже мы увидим,
что для β 6= 2π на горизонте имеется дополнительная особенность, свя-
занная с явлением, рассмотренным в предыдущем разделе. Это несмотря
на то, что события на горизонте также имеют свето-подобное разделение.

6.4 Дополнительная особенность на горизонте
В этом разделе мы покажем, что для температуры β 6= 2π на горизонте
появляется дополнительная особенность. Для начала рассмотрим слу-
чай β = 2π/N . Можно заметить, что термальное распределение можно
переписать следующим образом:

eiωt

e2πω/n − 1
=

eiωt

e2πω − 1

e2πω − 1

e2πω/n − 1
=

=
eiωt

e2πω − 1

[
e2πω n−1n + e2πω n−2n + ...+ e2πω 1

n + 1
]

=
n∑
k=1

eiω
(
t+i2π kn

)
e2πω − 1

. (6.48)

Следовательно, мы можем представить термальную функцию Вайтмана
как конечную сумму [30]:

W 2π
N

(t1 − t2, x1, x2) =

∫ ∞
−∞

e−iω(t1−t2) 1− e−2πω

1− e− 2πω
N

P̃ω,ν(u1, u2) dω

=
|Γ(1

2 + iν)|2

4π
P− 1

2+iν

(
ζ

(
t1 − t2 − iε, x1, x2

))
+

+
|Γ(1

2 + iν)|2

4π

N−1∑
n=1

P− 1
2+iν

(
ζ

(
t1 − t2 − i

2πn

N
, x1, x2

))
. (6.49)

Первый член этой суммы - это, в точности, функция Банча-Дэвиса, ко-
торая является де Ситтер инвариантной и имеет особенность в ζ = −1.
Дополнительная сингулярность появляется в остальных членах, когда
две точки лежат на горизонте

X1 = X(λ+ c1, λ), X2 = X(λ+ c2, λ+ ∆λ) (6.50)
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в пределе λ→ ±∞

ζ

(
c1 − c2 − i

2πn

N
, λ, λ+ ∆λ

)
=

= −
cosh

(
c1 − c2 − i2πn

N

)
+ sinhλ sinh(λ+ ∆λ)

coshλ cosh(λ+ ∆λ)
→ −1. (6.51)

Для произвольной температуры используя асимптотики функций Ле-
жандра получаем следующие выражение:

Wβ(t, x1, x2) ≈
∫
dω

eiω(c2−c1)

eβ(ω+i0) − 1

(
A+(ω)e2iωλ + A−(ω)e−2iωλ

)
. (6.52)

где A± функции от ω. Явный их вид мы не выписываем, так как нам
нужно знать поведение одной из них только в нуле. Чтобы посчитать
этот интеграл замкнем контур для первого и второго члена в верхней
и нижней плоскости соответственно. Лидирующий вклад дает двойной
полюс в нуле ω = −i0:

Wβ(λ→∞) ≈ −1

2

∫
dω

1(
eβ(ω+i0) − 1

)
sinh π(ω + i0)

e−2iωλ ≈

≈ 2π

β

λ

π
≈ 2π

β
WBD(λ→∞), (6.53)

где

λ ∼ | log[t2 − (x1 − x2)
2]| → ∞.

Обратим внимание, что в то время как для светоподобного разде-
ления внутри статического региона, лидирующий вклад в пропагатор
вносят большие энергии ω, а на горизонте маленькие ω обеспечивают ос-
новной вклад. При этом горизонт является сведоподобным. Но так как
горизонт является границей региона, неудивительно, что в этом основной
вклад вносит инфракрасный, а не ультрафиолетовый диапазон частот.

Мы видим, что функция Вайтмана с β 6= 2π имеет ту же структуру
сингулярности как и функция Банча-Дэвиса, но с другим коэффициен-
том 2π

β .

6.5 Плоский предел (R→∞)

В этой секции мы рассмотрим предел когда радиус де Ситтера стремится
к бесконечности (R → ∞).В этом пределе метрика становится плоской.
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Начнем с рассмотрения предела функции Вайтмана для β = 2π раз-
ложенной по плоским волнам (5.27). Для этих целей удобнее выбрать
другой базис на C+:

ξ+(k) =

 ξ0 =
√
k2 +m2/m

ξ1 = k/m
ξ2 = −1

ξ−(k) =

 ξ0 =
√
k2 +m2/m

ξ1 = −k/m
ξ2 = +1

.

(6.54)
Тогда

lim
R→∞

(
ξ+(k) ·X

(
t−iε
R , xR

)
R

)− 1
2−imR

= e−it
√
k2+m2+ikx (6.55)

lim
R→∞

(
ξ−(k) ·X

(
t−iε
R , xR

)
R

)− 1
2−imR

= 0. (6.56)

Следовательно, функция Вайтмана при R→∞ имеет вид

WBD

(
X

(
t1 − iε
R

,
x1

R

)
, X

(
t2 + iε

R
,
x2

R

))
→

→ 1

4π

∫ ∞
−∞

e−i
√
k2+m2(t1−t2−iε)+ik(x1−x2) dk√

k2 +m2
(6.57)

и переходит в вакуумную функцию Вайтмана для массивного поля в
Минковском.

Теперь посмотрим предел для произвольной температуры Wβ. Нач-
нем с интегрального представления (4.17), которое может быть перепи-
сано следующим образом:

Wβ(t, x1, x2) =

∫ ∞
0

dω

[
e−iωtP̃R

ν (ω, x1, x2)
1− e−2πRω

1− e−βω
+

+eiωtP̃R
ν (ω, x1, x2)

1− e−2πRω

eβω − 1
, (6.58)

Предел WR, при R → ∞ может быть найдет при помощи следующего
трюка. Для случая β = 2πR функцию Вайтмана можно переписать как:

lim
R→∞

WBD(t, x1, x2) =

∫ ∞
0

dωe−iωtP̃∞ν (ω, x1, x2). (6.59)
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Таким образом, в пределе R → ∞, функция P∞ν может быть найдена
из (6.57). Таким образом, для произвольной температуры β мы можем
написать:

lim
R→∞

Wβ(t, x1, x2) =

∫ ∞
0

dω

[
e−iωtP∞ν (ω, x1, x2)

1

1− e−βω
+

+eiωtP∞ν (ω, x1, x2)
1

eβω − 1
=

=

∫ ∞
−∞

dk

4π
√
k2 +m2

[
e−i
√
k2+m2t+ik(x1−x2) 1

1− e−β
√
k2+m2

+

+ei
√
k2+m2t−ik(x1−x2) 1

eβ
√
k2+m2 − 1

. (6.60)

Как результат мы получили термальнуй функцию в плоском простран-
стве с температурой β.

7 Однопетлевая поправдка
В работах [17, 18, 19], были изучены различные регионы пространства де
Ситтера и их стабильность при учете квантовых флуктуаций. В них бы-
ло показанно что вклад петлевых поправок зависит существенным обра-
зом от начального состояния. И петлевые поправки растут сикулярным
образом. В некоторых случаях система приходит в состояния схожее с
термальным, а в некоторых заселенность уровней становится сингуляр-
ной.

В данной части работы мы хотим вычислить однопетлевую поправ-
ку к пропагатору для произвольной температуры. Чтобы в дальнейшем
понять как эволюционирует произвольное термальное состояние.

7.1 Однопетлевая поправка в пределе t→∞
Что бы изучать эволюцию произвольно начального состояния. Добавим
в действие взаимодействие вида

Sint = λ

∫
d2x
√
g φ3(x)

Для этих целей мы должны использовать диаграммную технику
Келдыша-Швингера[16]. В этой диаграммной технике мы должны рабо-
тать с матрицей пропагаторов, которою можно составить зная функцию
Вайтмана (4.17):
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Ĝ =

(
G−− G−+

G+− G++

)
=

=

∫
dω

(
e−iω|t| eiωt

e−iωt eiω|t|

)
sinh (πω)

4(eβω − 1) coshπ (ω − ν) coshπ (ω + ν)
×

×
[
P iω
− 1

2+iν (tanhx1)P
−iω
− 1

2+iν
(tanhx2) + P iω

− 1
2+iν (− tanhx1)P

−iω
− 1

2+iν
(− tanhx2)

]
.

(7.61)

Для простоты вычислений однопетлевой поправки к пропагатору, поло-
жим значения координат на внешних ногах : tanhx1 = tanh x4 = 0 и
t = t1 − t4 →∞. В этом случае поправка имеет вид:

∆1Ĝ(0, 0|t) =

∫
dω1dω2dω3dω4

sinh (πω1) sinh (πω2) sinh (πω3) sinh (πω4)

28 sinh
(
βω1

2

)
sinh

(
βω2

2

)
sinh

(
βω3

2

)
sinh

(
βω4

2

)×
×
P iω1

− 1
2+iν

(0)P−iω4

− 1
2+iν

(0)e−
β
2 (ω1+ω2+ω3+ω4)

cosh2(π(ω1 − ν)) cosh2(π(ω1 + ν))
×

×
∫

dx2dx3

(coshx2)2(coshx3)2

[
P−iω1

− 1
2+iν

(tanhx2) + P−iω1

− 1
2+iν

(− tanhx2)
]

coshπ (ω2 − ν) coshπ (ω2 + ν)
×

×

[
P iω3

− 1
2+iν

(tanhx3) + P iω3

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]

cosh π (ω3 − ν) coshπ (ω3 + ν)
×

×
[
P iω2

− 1
2+iν

(tanhx2)P
−iω2

− 1
2+iν

(tanhx3) + P iω2

− 1
2+iν

(− tanhx2)P
−iω2

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]
×

×
[
P iω3

− 1
2+iν

(tanhx2)P
−iω3

− 1
2+iν

(tanhx3) + P iω3

− 1
2+iν

(− tanhx2)P
−iω3

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]
×

×
∫ ∞
t0

dt2dt3

(
e−iω1|t1−t2| eiω1(t1−t2)

e−iω1(t1−t2) eiω1|t1−t2|

)
σ3×

×
(
e−i(ω2+ω3)|t2−t3| ei(ω2+ω3)(t2−t3)

e−i(ω2+ω3)(t2−t3) ei(ω2+ω3)|t2−t3|

)
σ3

(
e−iω4|t3−t4| eiω4(t3−t4)

e−iω4(t3−t4) eiω4|t3−t4|

)
, (7.62)

где σ3 это матрица Паули и t0 это начальное время, после которого взаи-
модействие включается адиабатически. Для вычисления последнего ин-
теграла в (7.62) воспользуемся следующим интегральным представлени-
ем:

(
e−iω|t| eiωt

e−iωt eiω|t|

)
=

∫
dae−iat

(
1

2π
2iω

a2−ω2+2iωε δ(ω + a)

δ(ω − a) − 1
2π

2iω
a2−ω2−2iωε

)
. (7.63)
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После взятия интеграла по t2,3 а также предела t0 → ∞ в (7.62) мы
можем убедится, что всегда есть члены вида δ(a − ω1)δ(a − ω4), кото-
рые соответствуют закону сохранения энергии на внешних ногах. Эти
слагаемые дают лидирующий вклад:

∆1Ĝ(0, 0|t) =

∫
dω1dω2dω3dω4

sinh (πω1) sinh (πω2) sinh (πω3) sinh (πω4)

28 sinh
(
βω1

2

)
sinh

(
βω2

2

)
sinh

(
βω3

2

)
sinh

(
βω4

2

)×
×
P iω1

− 1
2+iν

(0)P−iω4

− 1
2+iν

(0)e−
β
2 (ω1+ω2+ω3+ω4)

cosh2(π(ω1 − ν)) cosh2(π(ω1 + ν))
×

×
∫

dx2dx3

(coshx2)2(coshx3)2

[
P−iω1

− 1
2+iν

(tanhx2) + P−iω1

− 1
2+iν

(− tanhx2)
]

coshπ (ω2 − ν) coshπ (ω2 + ν)
×

×

[
P iω3

− 1
2+iν

(tanhx3) + P iω3

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]

cosh π (ω3 − ν) coshπ (ω3 + ν)
×

×
[
P iω2

− 1
2+iν

(tanhx2)P
−iω2

− 1
2+iν

(tanhx3) + P iω2

− 1
2+iν

(− tanhx2)P
−iω2

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]
×

×
[
P iω3

− 1
2+iν

(tanhx2)P
−iω3

− 1
2+iν

(tanhx3) + P iω3

− 1
2+iν

(− tanhx2)P
−iω3

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]
×

×
∫
dae−iat

(
1

2π
iΩδ(ω1+a)δ(ω4−a)

a2−Ω2−2iΩε δ(ω1 + a)δ(ω4 + a)δ(Ω− a)

δ(ω1 − a)δ(ω4 − a)δ(Ω + a) 1
2π
−iΩδ(ω1−a)δ(ω4+a)

a2−Ω2+2iΩε

)
,

(7.64)

где Ω = ω2 + ω3. Далее возьмем интеграл по ω1 и ω4 :

∆1Ĝ(0, 0|t) =

∫
da

sinh2 (πa)

sinh2
(
βa
2

) e−iat

cosh2(π(a− ν)) cosh2(π(a+ ν))

(
I−− I−+

I+− I++

)
,

(7.65)
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где

I−−(a) = −I++(−a) =

∫
dω2dω3P

−ia
− 1

2+iν
(0)P−ia− 1

2+iν
(0)×

× sinh (πω2) sinh (πω3)

28 sinh
(
βω2

2

)
sinh

(
βω3

2

)e−β2 (ω2+ω3)×

×
∫

dx2dx3

(coshx2)2(coshx3)2

[
P ia
− 1

2+iν
(tanhx2) + P ia

− 1
2+iν

(− tanhx2)
]

coshπ (ω2 − ν) coshπ (ω2 + ν)
×

×

[
P ia
− 1

2+iν
(tanhx3) + P ia

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]

cosh π (ω3 − ν) coshπ (ω3 + ν)
×

×
[
P iω2

− 1
2+iν

(tanhx2)P
−iω2

− 1
2+iν

(tanhx4) + P iω2

− 1
2+iν

(− tanhx2)P
−iω2

− 1
2+iν

(− tanhx4)
]
×

×
[
P iω3

− 1
2+iν

(tanhx3)P
−iω3

− 1
2+iν

(tanhx3) + P iω3

− 1
2+iν

(− tanhx2)P
−iω3

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]
×

× 1

2π

iΩ

a2 − Ω2 − 2iΩε
, (7.66)

и

I−+(a) = I+−(−a) =

∫
dω2dω3P

−ia
− 1

2+iν
(0)P ia

− 1
2+iν(0)×

× sinh (πω2) sinh (πω3)

28 sinh
(
βω2

2

)
sinh

(
βω3

2

)eβ2 a×
×
∫

dx2dx3

(coshx2)2(coshx3)2

[
P ia
− 1

2+iν
(tanhx2) + P ia

− 1
2+iν

(− tanhx2)
]

coshπ (ω2 − ν) coshπ (ω2 + ν)
×

×

[
P−ia− 1

2+iν
(tanhx3) + P−ia− 1

2+iν
(− tanhx3)

]
cosh π (ω3 − ν) coshπ (ω3 + ν)

×

×
[
P iω2

− 1
2+iν

(tanhx2)P
−iω2

− 1
2+iν

(tanhx3) + P iω2

− 1
2+iν

(− tanhx2)P
−iω2

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]
×

×
[
P iω3

− 1
2+iν

(tanhx2)P
−iω3

− 1
2+iν

(tanhx3) + P iω3

− 1
2+iν

(− tanhx2)P
−iω3

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]
×

×δ(ω2 + ω3 − a). (7.67)

Подынтегральная функция (7.65) содержит двойные полюса: первые ко-
гда

cosh [π(ω − ν)] cosh [π(ω + ν)] = 0 (7.68)

и вторые

sinh

(
βa

2

)
= 0 (7.69)
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Чтобы вычислить лидирующий вклад в однопетлевую поправку мы
можем замкнуть контур и взять интеграл по полюсам. В пределе t→∞
лидирующий вклад берется из полюса который находится ближе всего
к действительной оси ω = − i

2 ± ν или ω = i2π
β . Также учтем, что при

взятии интеграл следующим образом:∫
Cωc

da
e−iatf(a)

(a− ωN)2
=

∫
Cωc

da

(
e−iatf(ωc)

(a− ωc)
(−it) +

e−iatf ′(ωc)

(a− ωc)

)
, (7.70)

в правой части первый член много больше второго в пределе t → ∞.
Собирая все вместе, мы получим:

∆1Ĝ(0, 0|t) =

{
Ĉ1+e

−t( 1
2−iν)t+ Ĉ1−e

−t( 1
2+iν)t , if β < 4π

Ĉ1βe
−t 2πβ t , if β > 4π

. (7.71)

Где матрица Ĉ1(+−β) это значение подынтегрального выражения в со-
ответствующем полюсе (7.65). Как мы можем видеть, в этом пределе
однопетлевая поправка может быть гораздо больше древесного вклада,
так как она растет со временем.

7.2 Однопетлевая поправка в пределе t1+t4 � |t1−t4|
В этой секции мы рассмотрим однопетлевую поправку в пределе t1+t4 →
∞ и t1−t4 = const. В этом пределе мы можем переписать41G−−(x, y, t),
где t = t1 − t4, в следующем виде:

41G−−(x, y, t) =

∫
dω1dω2dω3dω4n(ω1)n(ω2)n(ω3)n(ω4)F (ωi)× (7.72)

×
∫ ∞
−∞

dt2dt3
[
e−iω1|t1−t2|−i(ω2+ω3)|t2−t3|−iω4|t3−t4| − eiω1(t1−t2)−i(ω2+ω3)(t2−t3)−iω4|t3−t4|−

−e−iω1|t1−t2|+i(ω2+ω3)(t2−t3)−iω4(t3−t4) + eiω1(t1−t2)+i(ω2+ω3)|t2−t3|−iω4(t3−t4)
]
,

где

F (ωi) =

∫
dx2dx3

cosh2(x2) cosh2(x3)

4∏
i=1

sinh (πωi)

4 coshπ (ωi − ν) coshπ (ωi + ν)
×

×
[
P iω1

− 1
2+iν

(tanhx1)P
−iω1

− 1
2+iν

(tanhx2) + P iω1

− 1
2+iν

(− tanhx1)P
−iω1

− 1
2+iν

(− tanhx2)
]
×

×
[
P iω2

− 1
2+iν

(tanhx2)P
−iω2

− 1
2+iν

(tanhx3) + P iω2

− 1
2+iν

(− tanhx2)P
−iω2

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]
×

×
[
P iω3

− 1
2+iν

(tanhx2)P
−iω3

− 1
2+iν

(tanhx3) + P iω3

− 1
2+iν

(− tanhx2)P
−iω3

− 1
2+iν

(− tanhx3)
]
×

×
[
P iω4

− 1
2+iν

(tanhx3)P
−iω4

− 1
2+iν

(tanhx4) + P iω4

− 1
2+iν

(− tanhx3)P
−iω4

− 1
2+iν

(− tanhx4)
]
.
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Сделаем замену переменных t2,3 = T ± τ
2 и в пределе t2,3 < t1,4 →∞ мы

получим следующее выражение:

41G−−(x, y, t) =

∫
dω1dω2dω3dω4n(ω1)n(ω2)n(ω3)n(ω4)F (ωi)×

×
∫ ∞
−∞

dTdτ
[
e−iω1t1−iω4t4+i(ω1+ω4)T+ i

2 (ω1−ω4)τ−i(ω2+ω3)|τ |−

−eiω1t1−iω4t4−i(ω1−ω4)T−i(ω2+ω3+(ω1+ω4)/2)τ −×
×e−iω1t1+iω4t4+i(ω1−ω4)T+i(ω2+ω3+(ω1+ω4)/2)τ+

+eiω1t1+iω4t4−i(ω1+ω4)T− i
2 (ω1−ω4)τ+i(ω2+ω3)|τ |]. (7.73)

Далее мы можем взять интеграл по τ :

41G−−(x, y, t) =

∫
dω1dω2dω3dω4n(ω1)n(ω2)n(ω3)n(ω4)F (ωi)×

×
[
e−iω1(t1−t4)δ(ω1 + ω4)

∫ ∞
−∞

dτeiω1τ−i(ω2+ω3)|τ |−

−eiω1(t1−t4)δ(ω1 − ω4)δ(ω2 + ω3 + ω1)−
−e−iω1(t1−t4)δ(ω1 − ω4)δ(ω2 + ω3 + ω1)+

+eiω1(t1−t4)δ(ω1 + ω4)

∫ ∞
−∞

dτe−iω1τ+i(ω2+ω3)|τ |]. (7.74)

На следующем шаге сделаем замену переменных ω1,4 → −ω1,4 в первом
слагаемом и объединяя его с последним мы получим:

41G−−(x, y, t) =

∫
dω1dω2dω3dω4n(ω1)n(ω2)n(ω3)n(ω4)F (ωi)× (7.75)

×
[
e−iω1(t1−t4)δ(ω1 + ω4)δ(ω2 + ω3 − ω1)− eiω1(t1−t4)δ(ω1 − ω4)δ(ω2 + ω3 + ω1)−

−e−iω1(t1−t4)δ(ω1 − ω4)δ(ω2 + ω3 + ω1) + eiω1(t1−t4)δ(ω1 + ω4)δ(ω2 + ω3 − ω1)
]

=

=

∫
dω1dω2dω3dω4F (ωi)

[
n(ω1)n(ω2)n(ω3)n(ω4) + (1 + n(ω1))n(ω2)n(ω3)n(ω4)−

+n(ω1)(1 + n(ω2))(1 + n(ω3))(1 + n(ω4))+ (7.76)
+(1 + n(ω1))(1 + n(ω2))(1 + n(ω3))(1 + n(ω4))

]
×

×e−iω1(t1−t4)δ(ω1 + ω4)δ(ω2 + ω3 − ω1) =

×
∫
dω1dω2dω3dω4F (ωi)n(ω1)n(ω2)n(ω3)n(ω4)×

×e−iω1(t1−t4)δ(ω1 + ω4)δ(ω2 + ω3 − ω1)[
1− eβω1 − eβ(ω2+ω3+ω4) + eβ(ω1+ω2+ω3+ω4)

]
= 0.

Заметим, что лидирующий вклад в 41G−−(x, y, t) загуляется в след-
ствии ЗСЭ и свойств термального распределения. Для 41G−+,41G+−
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и 41G++ можно проделать те же самые вычисления и убедится, что
лидирующие вклады загуляются.

22



8 Заключение
В данной работе мы явно построили термальное состояние и показали,
что состояние Банча-Дэвиса является термальным с температурой T =
1/2πR. Для произвольной температуры состояние является смешанным.
Tдинственное чистое состояние в этом семействе получается в пределе
нулевой температуры.

Термальные пропагаторы имеют необычные патологические особен-
ности на горизонте — границе статического региона. В дальнейшем мы
планируем изучить влияние этих особенностей на петлевые поправки.
Отметим также, что инвариантное состояние Банча-Дэвиса в статиче-
ском регионе де Ситтера выглядит как тепловое, но оно не обладает
по крайней мере одним из свойств тепловых состояний Минковского. А
именно в де Ситтере отсутствует Дебаевское экранирование в инвариант-
ном состоянии [37]. Так что тут есть место для дальнейшего изучения.

В плоском пространстве-времени произвольное начальное состояние
рано или поздно термализуется. И температура зависит от начальных
условий и может быть произвольной. А как насчет термализации в про-
странстве де Ситтера? Есть ли термализация до состояния с произволь-
ной температурой? Над этими вопросами мы планируем работать в даль-
нейшем.
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A Аппендикс

A.1 Свойства полноты присоединённых функций Ле-
жандра

В аппендиксе мы докажем свойства полноты присоединённых функций
Лежандра, которое необходимо нам для квантование скалярного поля в
статическом регионе де Ситтера (3.12).

Нашей целью является доказательство следующего выражения:

∫ ∞
−∞

dωω

4π

∣∣∣Γ(1

2
+ iν − iω

)∣∣∣2×
×

[
Piω− 1

2+iν(cos θ1)
(
Piω− 1

2+iν(cos θ2)
)∗

+Piω− 1
2+iν(− cos θ1)

(
Piω− 1

2+iν(− cos θ2)
)∗ ]

=

= sinh(πν) sin2 θ1δ(cos θ1 − cos θ2), (A.77)

Для этого вычисления более удобно использовать углы θ1,2 вместо x1,2.
Начнем с интегрального представления [26] функции Лежандра:

Piω− 1
2+iν(cos θ) =

=
iΓ(1

2 + iν)

2πΓ(1
2 + iν − iω)

∫ ∞
−∞

dteiωt
(
e
πω
2 [cos θ + i sin θ cosh t]−

1
2−iν −

− e
−πω
2 [cos θ − i sin θ cosh t]−

1
2−iν .

Мы можем сдвинуть контур интегрирования следующим образом:

e
πω
2

∫ ∞
−∞

[cos θ + i sin θ cosh t]−
1
2−iν e−iωtdt =

=

∫ ∞
−∞

[cos θ + sin θ sinh(t+ iε)]−
1
2−iν e−iωtdt. (A.78)

Таким образом получим:

Piω− 1
2+iν(cos θ) =

=
iΓ(1

2 + iν)

2πΓ(1
2 + iν − iω)

∫ ∞
−∞

dte−iωt
(

[cos θ + sin θ sinh(t+ iε)]−
1
2−iν −

− [cos θ + sin θ sinh(t− iε)]−
1
2−iν , (A.79)

где iε сдвижка нужна для того, чтобы понимать с какой стороны раз-
реза лежит контур. Подставляя (A.79) в первое слагаемое в левой части
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уравнения (A.77) и используя∫ ∞
−∞

dt1dt2dωωe
iω(t2−t1)g(t1)f(t2) = −πi

∫
dt
(
g′(t)f(t)− g(t)f ′(t)

)
,

мы полулим для него следующее интегральное представление:

I =
|Γ(1

2 + iν)|2

16π2

∫ ∞
−∞

(−idt)
[
∂t

(
[cos θ1 + sin θ1 sinh(t+ iε)]−

1
2−iν −

− [cos θ1 + sin θ1 sinh(t− iε)]−
1
2−iν ×

×
(

[cos θ2 + sin θ2 sinh(t− iε)]−
1
2+iν − [cos θ2 + sin θ2 sinh(t+ iε)]−

1
2+iν
)
−

−
(

[cos θ1 + sin θ1 sinh(t+ iε)]−
1
2−iν − [cos θ1 + sin θ1 sinh(t− iε)]−

1
2−iν
)
×

×∂t
(

[cos θ2 + sin θ2 sinh(t− iε)]−
1
2+iν − [cos θ2 + sin θ2 sinh(t+ iε)]−

1
2+iν
) ]
.

(A.80)

Используя интегральное представление

[a± ib]λ =
e±

iπλ
2

Γ(−λ)

∫ ∞
0

duu−λ−1e±iu(a±ib); b > 0. (A.81)

и используя более короткую запись s1,2 = sin θ1,2 и c1,2 = cos θ1,2, мы
получим :

I =
1

16π2
eπν
∫ ∞
−∞

d sinh t du dw
( u
w

)− 1
2+iν

eiu(c1+s1 sinh t)e−iw(c2+s2 sinh t)s1−

− 1

16π2
e−πν

∫ ∞
−∞

d sinh t du dw
( u
w

)− 1
2+iν

e−iu(c1+s1 sinh t)eiw(c2+s2 sinh t)s1+

− i

16π2

∫ ∞
−∞

d sinh t du dw
( u
w

)− 1
2+iν

e−iu(c1+s1 sinh t)e−iw(c2+s2 sinh t)s1−

+
i

16π2

∫ ∞
−∞

d sinh t du dw
( u
w

)− 1
2+iν

eiu(c1+s1 sinh t)eiw(c2+s2 sinh t)s1−

− (ν → −ν; 1↔ 2) . (A.82)
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Интегрирование по sinh t дает:

I1 =
1

8π
eπν
∫ ∞

0

du dw
( u
w

)− 1
2+iν

eiuc1−iwc2s1δ(us1 − ws2)+

− 1

8π
e−πν

∫ ∞
0

du dw
( u
w

)− 1
2+iν

e−iuc1+iwc2s1δ(us1 − ws2)+

− i

8π

∫ ∞
0

du dw
( u
w

)− 1
2+iν

e−iuc1−iwc2s1δ(us1 + ws2)+

+
i

8π

∫ ∞
0

du dw
( u
w

)− 1
2+iν

eiuc1+iwc2s1δ(us1 + ws2)− (ν → −ν; 1↔ 2) .

(A.83)

Так как s1,2 > 0 для 0 < θ < π то два последних слагаемых зануляются:

I =
1

4π
eπν
∫ ∞

0

du

(
s2

s1

)− 1
2+iν

eiu(c1− s1s2 c2)−

− 1

4π
e−πν

∫ ∞
0

du

(
s2

s1

)− 1
2+iν

e−iu(c1− s1s2 c2). (A.84)

Для вычисления второго слагаемого в (A.77) сделаем замену c1,2 → −c1,2

в eq. (A.1), теперь, объединяя первое со вторым, мы получим дельта
функцию.
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