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1 Введение
Теории поля в 1+1 измерении являются незаменимым интсрументом теоретических иссле-
дований. Зачастую допускают точное решение, при этом демонстрируют новые явления
и предсказательную силу в отношени высокоразмерных теорий. Многое удается сказать о
теории, изучив ее фазовую структуру. В данном дипломе мы интересовались изучением
фазовой структуры T T̄ -деформированного Янга-Миллсса и сигма-модели на мировой по-
верхности дефекта общего вида (см. ниже) и того, как она зависит от геометрии и граничных
условий (ГУ).
Примечательный свойством двумерного YM является фазовый переход 3 рода Дагласа-

Казакова, найденный в [1] на сфере. Статсумма теории имеет конечный радиус сходимости
по площади сферы Acr, который разделяет фазу с малой константой связи от сильносвязан-
ного струнного режима при большой площади. При этом, со стороны фазы малыхA, переход
вызван растущим вкладом инстантонов. Аналогичный переход был найден для статсуммы
на диске и цилиндре [2]. В таком случае критическая площадь сильно зависит от ГУ, зада-
ваемых вильсоновской петлей. С другой стороны, в последнее время наблюдаетя большой
интерес к новой интегрируемой деформации 2d теорий, полученной Замолодчиковым в [3].
Она индуцируется иррелевантным оператором T T̄ = −π2detTµν , при этом S-матрица и
спектр конечной теории однозначно восстанавливаются по данным начальной [4, 5]. Более
того, была дана стройная голографическая картина такой деформации. T T̄ -CFT2 с одним
знаком деформации соответсвует КТП на Дирихле стенке в глубине балка на фоне BTZ
черной дыры, и спектр энергий ограничен сверху [6]. С другим знаком теория становится
нелокальной, и наблюдается характерный рост плотности числа состояний Хагедорна [7]. В
силу того, что YM в двумерии является (квази)топологической теорией, на гамильтоновом
языке T T̄ возмущение принимает удивительно простой вид [8]. В результате, аналог пере-
хода ДК был найден в T T̄ -YM на S2 [9]. Деформация сохраняет род фазового перехода и
его инстантонную интерпретацию, однако критическая площадь нетривально перенормиру-
ется A → Ab∞(A). Мы обобщаем эти результаты для геометрии цилиндра и диска. Также
показываем наличие температуры Хагедорна в данной теории и приводим идеи поиска по-
добного фазового перехода в теорях с гравитацией.
Во второй части диплома изучаются однородные решения несуперсимметричных двумер-

ных нелинейных сигма-моделей (NLSM) с таргет-простраствами комплексным грассманиа-
ном Gr(N, 2) = SU(N)/S(U(N−2)×U(2)) ([22]) и флагом F (N, 2, 1) = SU(N)/S(U(N−2)×
U(1) × U(1)) ([23]) на конечном интервале L [24, 25]. Данные теории асимптотически сво-
боодны и обладают размерной трансмутацией [26, 27]. Будучи прямым обобщением CPN−1,
F (N, 2, 1) иGr(N, 2) NLSMs являются эффективными теориями, описывающими ориентаци-
онные модули на мировой поверхности неабелевых струн [31, 32]. Поэтому соответсвующие
теории на конечном интервале определяют составные k-струны, натянутые между домен-
ными стенками. Сигма-модели на флаге также появляются в низко-энергетиеском описании
антиферромагнитных спиновых цепочек [33, 34, 35]. Мы показываем, что модель на флаге
допускает однородное решение в случае смешаннах Дирихле-Нейман (DN) ГУ только для
достаточно больших L и испытывает фазовый переход из фазы с частично нарушенной до
U(1) калибровочной симметрией в симметричную фазу U(1)×U(1) для бо́льших L. С дру-
гой стороны, грассмманова сигма-модель имеет изолированную фазу с одним массивным и
одним безмассовым полями с ненулевыми вакуумными средними, нарушающими калибро-
вочную U(2). Эта фаза живет на интервале L, ограниченном сверху, и с ГУ типа Робина. Мы
также исследу зависимость полной энергии от длины интервала и обнаруживаем линейный
вклад струны во всех фазах.
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2 Двумерная теория Янга-Миллса с T T̄ -деформацией
В 2.1 мы напоминаем, как T T̄ деформирует статсумму YM на цилиндре. В 2.2 переходим к
коллективному описанию через плотность собственных значений голономии на границах. В
пункте 2.3 воспроизводится данным способом результат для сферы [9] и обсуждается асимп-
тотическая плотность числа состояний для разных знаков деформации. В 2.4 приводится
способ пертурбативного вычисления критичекой площади для диска. Дальнейшее развитие
результатов обсуждается в 2.5.

2.1 Статсумма T T̄ -YM на цилиндре

Рассмотрим двумерный YM с калибровочной группой SU(N) S = 1
2g2YM

´
d2xtrF 2. При этом

единственная ненулевая компонента F01. В калибровке A0 = 0 канонический импульс и
плотность гамильтониана имеют вид

Π1 =
∂L

∂(∂0A1)
= − 1

g2
YM

∂0A1, Π0 = 0, H = −g
2
YM

2
tr(Π1)2

Посадим теорию на цилиндр с L-периодческой пространственной координатой и с помощью
остаточной калибровочной инвариантности положим Aa1 = const. Тогда волновая функция
системы зависит только от вильсоновских петель U = P exp

´ L
0
A1dx с точностью до класса

сопряженности и потому раскладывается по характерам. Действуя гамильтонианом H =
g2YM

2

´ L
0

δ
δAa1

δ
δAa1

на χR(U) = trRU , получаем H =
g2YM

2
LC2(R) (см. [10] для обзора). Статсумма

на цилиндре дается следующей амплитудой перехода

ZN(U1, U2|A) = 〈U1|e−TH |U2〉 =
∑
R

χR(U1)χR(U †2)e−
g2YM

2
AC2(R),

где A–площадь цилиндра, U1 и U2–голономии на его границах, и в случае U1 = U2 = δ(0)
переходит в статсумму на сфере.
Обратимся теперь к деформированной теории. T T̄ поток задается следующим уравнением

в Евклиде [8]
∂τL(τ) = detTµν(τ), T T̄ (τ) = −π2detTµν(τ)

где Tµν(τ) есть тензор энергии-импульса деформированной теории. В случае 2d-YM верно
detTµν = −T 2

00 = −H2, откуда следует выражение для деформированной плотности гамиль-
тониана

Hτ =
H0

1− τH0

В итоге статсумма деформированного YM на цилиндре имеет вид

ZN(U1, U2|A) =
∑
R

χR(U1)χR(U †2) exp
A

2N
C2(R)

1− τ
N3C2(R)

где мы использовали g2
YMN = λ = 1 и перескалировали τ . Характеры в представлении R

имеют вид

χR(U) =
det
∥∥eiljθk∥∥∏

s<r

(eiθs − eiθr)
(1)
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где θk, k = 1, ..., N являются собственными значениями матрицы U . Выражение для квад-
ратичного Казимира

C2(R) =
N∑
i=1

(
li −

N − 1

2

)2

− N

12
(N2 − 1) (2)

Определяя новые переменные yk = 1
N

(lk − N−1
2

) и используя уравнения (1),(2), получаем

ZN(U1, U2|A, τ) =
1

N !

1

2N(N−1)

∑
yk∈{± 1

N
,± 2

N
,...}

det
∥∥∥eiNyaθ(1)b ∥∥∥ det

∥∥∥eiNycθ(2)d ∥∥∥∏
s<r

[
sin θ

(1)
s −θ

(1)
r

2
sin θ

(2)
s −θ

(2)
r

2

] ×
× exp

[
−A

2
N2

∞∑
j=0

τ j
( 1

N

N∑
k=1

y2
k −

1

12

)j+1
]

(3)

2.2 Коллективное описание

Статсумма 2d YM представима в виде бесконечной суммы по неприводимым представле-
ниям, однако в пределе N → ∞ доминирует одно, и все наблюдаемые выражаются через
переменные li на диаграмме Юнга. Само наличие фазового перехода следует из дискретно-
сти индексов li. Однако, вместо того, чтобы искать седловые точки эффективного действия,
удобно перейти к коллективному описанию через плотоности распределений с.з. σ1(θ) и
σ2(θ) на границах цилиндра, хорошо определенные в пределе N → ∞. Гросс и Матыцин в
[2] описали процесс эволюции одномерной жидкости с отрицательным давлением и плотно-
стью σ∗(t, θ) c ГУ σ∗(0, θ) = σ1(θ) и σ∗(A, θ) = σ2(θ). При этом седловое распределение ρY
на диаграмме Юнга связана с минимальной плотностью данной жидкости, σ0(θ), формулой
дуальности πρY (−πσ0(θ)) = θ. Построим такое описание для T T̄ -YM .
Можно убедиться, что деформированная статсумма (3) удовлетворяет следующему урав-

нению

2
∂ZN
∂A

=
N2

D(θ(1))

∞∑
j=0

(−1)jτ j
( 1

12
+

1

N3

N∑
k=1

∂2

∂θ2
k

)j+1[
D(θ(1))ZN

]
где D(θ(1)) =

∏
s<r

sin θs−θr
2

. Удобно перейти к

Z̃N = ZNe
− AN2

24(1+τ/12) (4)

Для которой в правой части получаем сумму по степеням 1
N3

2
∂Z̃N
∂A

=
N2

D(θ(1))

[(
1− 2

( τ
12

)
+ 3
( τ

12

)2

+ ...
)( 1

N3

N∑
k=1

∂2

∂θ2
k

)

− τ
(

1− 3
( τ

12

)
+ 6
( τ

12

)2

+ ...
)( 1

N3

N∑
k=1

∂2

∂θ2
k

)2

+ τ 2
(

1− 4
( τ

12

)
+ 10

( τ
12

)2

+ ...
)( 1

N3

N∑
k=1

∂2

∂θ2
k

)3

+ ...

][
D(θ(1))Z̃N

]
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или

2
∂Z̃N
∂A

=
N2

D(θ(1))

∞∑
j=0

(−1)jτ j

(1 + τ
12

)j+2

(
1

N3

N∑
k=1

∂2

∂θ2
k

)j+1[
D(θ(1))Z̃N

]
Введем свободную энергию Z̃N = eN

2F̃N , которая имеет хорошо определенный предел F̃ =
limN→∞ F̃N . В результате громоздкой процедуры замены переменных θi на σ(θ) (see Appendix
1) получаем выражение для F̃

F̃ [σ1(θ), σ2(θ)|A, τ ] = S[σ1(θ), σ2(θ)|A, τ ]

− 1

2

ˆ
σ1(θ)σ1(φ) log

∣∣∣ sin θ − φ
2

∣∣∣dθdφ− 1

2

ˆ
σ2(θ)σ2(φ) log

∣∣∣ sin θ − φ
2

∣∣∣dθdφ
где функционал S удовлетворяет уравнению

∂S

∂A
=

H

(1 + τ
12

)(1 + τ
12

+ 2τH)
(5)

H[σ1(θ),Π(θ)] =
1

2

ˆ 2π

0

σ1(θ)

[(∂Π

∂θ

)2

− π2

3
σ2

1(θ)

]
dθ, Π(θ) = δS/δσ1(θ).

Обозначим правую часть уравнения (5) за H̃. Тогда имеем уравнение Гамильтона-Якоби с
гамильтонианом H̃ и действием S вдоль потока за время A. Уравнения Гамильтона в нашем
случае {

∂σ(θ)
∂t

= δH̃(σ,Π)
δΠ(θ)

= α δH(σ,Π)
δΠ(θ)

,
∂Π(θ)
∂t

= − δH̃(σ,Π)
δσ(θ)

= −α δH(σ,Π)
δσ(θ)

α =
∂H̃

∂H
=

1

(1 + τ( 1
12

+ 2H))2

Из которых мы сразу получаем систему уравнений Эйлера
∂σ
∂t

+ α∂(σv)
∂θ

= 0
∂v
∂t

+ αv ∂v
∂θ

= α∂(π2σ2/2)
∂θ

v = ∂Π(θ)
∂θ

с ГУ:

{
σ(θ)|t=0 = σ1(θ)

σ(θ)|t=A = σ2(θ)
(6)

Вводя новую функцию f(t, θ) = v(t, θ) + iπσ(t, θ), можно свести уравнения коллективной
теории к комплексному уравнению Хопфа1

∂f

∂t
+ αf

∂f

∂θ
= 0 (7)

H является интегралом движения. Поэтому α не зависит от времени, а только перенорми-
рует его в (7). Вид решение данного уравнения может быть получен методом характеристик

f(t, θ) = f0(θ − αtf(θ, t)), f0(θ) = f(0, θ)

.
1Уравнение Хопфа (Бюргерса) встречается здесь в двух разных контекстах – задает T T̄ поток энергии,

а также поток одномерной жидкости вдоль цилиндра.
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2.3 Фазовый переход на сфере и энтропия

Данную задачу удается решить для сферы, когда накладываются следующие ГУ σ1(θ) =
σ2(θ) = δ(θ). Как и в случае недеформированного YM, в режиме слабой связи A < Acr
будем предполагать вигнеровское распределение

σ∗(t, θ) =
2

πr2(t)

√
r2(t)− θ2; |θ| < r (8)

После подстановки (8) в (6) получается

v(t, θ) = γ(t)θ, ṙ = αγ(t), γ̇(t) = −α
(
γ(t)2 +

4

r2(t)

)
откда следует выражение для гамильтониана H = γ2r2

8
− 1

2r2
и системы

ṙ = γr

1+τ( 1
12

+ γ2r2

4
− 1
r2

)
,

γ̇ = − γ2+ 4
r4

1+τ( 1
12

+ γ2r2

4
− 1
r2

)

r(0) = r(A) = 0

которая имеет одно согласующееся с недеформированным пределом решение

r(t) = 2

√
t(A− t)

A
b∞, где b∞ =

1 + 2τ
A

(1 + τ
12

) +
√

1 + 4τ
A

(1 + τ
12

)

2(1 + τ
12

)2
.

Фазовый переход происходит, когда носитель σ∗(t, θ) занимает весь интервал (−π, π). r(t)
достигает максимума при t = A/2: r(A/2) =

√
Ab∞. Отсюда следует условие на критическую

площадь Acrb∞(Acr) = π2 и его решение Acr = π2
[
1 − τ

(
1
π2 − 1

12

)]2

. Таким образом, мы
воспроизводим результат для S2, полученный в [9] путем вариации эффективного действия.
Заметим, что это решение справедливо только в фазе со слабой связью. В сильной фазе
седловой распределение описывается эллиптической кривой, и пока что, не удается решить
коллективные уравнения даже для сферы.
Рассмотрим зависимость энергии основного состояния от параметра дефомации. На урав-

нениях движения H = − 1
2Ab∞

, поэтому для H̃ = H
(1+ τ

12
)(1+ τ

12
+2τH)

имеем

H̃ =
1

4τ(1 + τ/12)

(
1−

√
1 +

4τ(1 + τ/12)

A

)
(9)

Напомним, что до этого момента площадь цилиндра A имела роль времени. Восстановим
длину компактной координаты L (A = LT ). Тогда энергия основного состояния, −∂LF ,
имеет вид2

E0(L) =
T

4τ(1 + τ/12)

(
1−

√
1 +

4τ(1 + τ/12)

LT

)
+

T

24(1 + τ/12)

и представлена на рис. 1 для трех различных значений τ . Нулевому τ соответсвует обычная
2Второе слагаемое следует из уравнения (4).
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энергия Казимира. В случае τ < 0 имеется корневая сингулярность, ударная волна – хорошо
известное решение уравнения Хопфа. Появляется минимальное значение L∗. Аналитическое
продолжение в область L < L∗ будет выдавать комплексные значения энергии, что может
означать потерю системой основного состояния. Для τ > 0, напротив, доступна вся УФ-
область. Асимптотическое поведение энтропии с энргией принципиально зависит от знака
параметра деформации

S(E) ∼


E, τ < 0

E1/2, τ = 0

E1/3, τ > 0

Рис. 1: Зависимость энергии основного состояния от от длины окружности L (T = 1).
Красный τ = 10, зеленый τ = 0, синий τ = −2. Максимальное значение L соответсвует
фазовому переходу.

Характерное для большинства 2d теорий поведение Карди для энтропии связано с нали-
чием неподвижной УФ точки. Включение иррелевантного T T̄ (с τ < 0) ожидаемо приводит
к плотности состояний, растущей с энергией быстрее квадратного корня, и статсумма рас-
ходится при достаточно малом радиусе цилиндра. С другим знаком, наоборот, энтропия
растет медленнее. Заметим, что в случае T T̄ -CFT2 (с τ > 0) S(E) = const. Такое поведе-
ние может указывать на тесную связь данной деформации с гравитацией. Действительно,
в [11] T T̄ была явно сформулирована в виде интеграла по путям. В таком случае исход-
ная КТП одевается гравитационной теорией, которая в плоском пространстве совпадает c
гравитацией Джакива–Тейтельбойма (JT).
В заверешние отметим, что используя выражение для седловой плотности на диаграмме

Юнга ρY , полученной для сферы в [9], ρY (h) = Ab∞
2π

√
4

Ab∞
− h2, можно убедиться в справед-

ливости формулы дуальности πρY (−πσ0(θ)) = θ, где σ0(θ) = σ∗(
A
2
, θ). В следующем разделе

мы рассмотрим другой метод вычисления седловой плотности ρY для YM на диске, полу-
ченный Казаковым в [12], с минимальной модификацией на случай T T̄ -YM.

2.4 Седловое распределение для геометрии диска

Рассмотрим статсумму T T̄ -YM на диске.

ZN(U |A) =
∑
R

dRχR(U)e−
A
2N

C2(R)
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Идея состоит в том, чтобы выразить large-N асимптотику характеров через асимптотику
интеграла Ициксона-Зюбера.

χR(U) = I(h, iθ)∆(h)
∆(iθ)

∆(eiθ)
, I[h, θ] = eN

2F0[ρ(h),σ(θ)], ∆(h) =
∏
i<j

(xi − xj).

Тогда действие теории в непрерывном пределе имеет вид

S[ρ, σ] = −
ˆ
duρ(u)

ˆ
dvρ(v) log |u− v| − 3

2
+
A

2

∞∑
j=0

τ j
[ ˆ

duρ(u)u2 − 1

12

]j+1

− F0[ρ, σ]

Уравнение на седловое распределение

F = Ah

∞∑
j=0

(j + 1)τ j
[ ˆ

duρ(u)u2 − 1

12

]j
− 2V(h) (10)

где введены F = ∂
∂h

δF0[ρ,σ]
δρ

и V =
ffl duρ(u)

h−u . Используя свойства интеграла IZ в преледе боль-
ших N , сможно получить следующую формулу [12]

Θ(θ) = −
˛

C

dh

2π
log(θ − iF(h)− iH(h)) (11)

связывающую резольвенты H(h) =
´ duρ(u)

h−u и Θ(θ) =
´ duσ(u)

θ−u . Контур C обходит разрез H(h)
против часовой. Подставим седловое F из (10) в (11) и воспользуемся свойством H±(h) −
2V(h) = −H∓(h), тогда

Θ(θ) = −
˛

C

dh

2π
log(θ − iAXh+ iH(h))

где обозначено X =
∑∞

j=0(j + 1)τ j
[ ´

duρ(u)u2 − 1
12

]j
. Выполняя стандартную последова-

тельность манипуляций, имеем

Θ(θ) =
θ

AX
− i

∑
zeros

h(θ)

вместе с условием на h(θ)
θ − iAXh(θ) + iH(h(θ)) = 0 (12)

В случае несингулярного σ(θ) можно ограничиться одним решением (12), тогда верно

iXAΘ(θ(h)) = H(h)

откуда, последовательными приближениями по X , можно вытащить седловое распределе-
ние ρ. Условие на критическую площадь имеет вид

(XA)cr = π(Θ(θ(0)))−1

9



Особенно просто получить Acr в случае полукругового распределения

Adcr =
Ascr(1 +

√
1− r2/π2)

2

2.5 Обсуждение результатов

Мы увидели, что включение дефорамции с отрицательным τ приводит к росту плотности
числа состояний Хагедорна, который можно объяснить следующим образом. Из уравне-
ния (9) следует, что T T̄ деформация YM, описывающего динамику свободных частиц на
окружности, приводит к появлению струны с натяжением 1/|τ |, намотанной на цилиндр. В
сингулярной точке, в спектре струны имеется безмассовая мода, термальный скаляр ([13]),
которая становится тахионной в области L < L∗.
Полученные результаты также позволяют изучить фазовый переход, подобный ДК, в

общих моделях с JT и калибровочной теорией. Так, в [14] рассматривался предел вбли-
зи горизонта заряженной черной дыры, описываемый JT, свзанной с 2d YM. В частности,
была показана эквивалентность JT+YM (ограниченной вкладом в функциональный инте-
грал поверхностей с топологией диска) шварцианной теории с частицей, движущейся во
внутреннем пространстве. Не смотря на то, что геометрия не является плоской (AdS2), для
специального выбора ГУ на дилатон и калибровочное поле статсумма имеет схожий вид с
таковой для T T̄ -YM . Тогда, из нашего результата 2.4 следует наличие фазового перехода в
данной теории для определенных значений янг-миллсовской и дилатонной констант связи.
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3 Сигма-модель на пространстве флагов
Задачей настоящего раздела является изучение фазовой структуры F (N, 2, 1) и Gr(N, 2)
сигма-моделей в зависимости от длины интервала и ГУ на нем в пределе больших N . В
пункте 3.1 мы строим лагранжиан для простейшей флаговой сигма-модели F (N, 2, 1). В об-
щем случае, в конструкции имеется две разные константы связи. Поэтому появляются два
независимых размерных параметра, Λ1 и Λ2 (e.g. Λ1 ≥ Λ2). Таргет-пространство становится
Gr(N, 2), если константы совпадают. Затем мы получаем эффективное действия, отинтегри-
ровав все поля, кроме двух. Уравнения щели построены в секции 3.2. Секция 3.3 является
главной частью раздела. Здесь исследуется фазовая структура теории. Для F (N, 2, 1) об-
ласть значений L > Λ−1

2 соответсвует ненарушенной U(1)A ×U(1)B калибровочной симмет-
рии. Для Λ−1

2 > L > Λ−1
1 получаем фазу с U(1)A симметрией. Величина Λ−1

1 играет роль УФ
обрезания (натяжения струны), поскольку для L < Λ−1

1 решения уравнений щели отсутсву-
ют, и симметрия не может быть полностью нарушена. С другой стороны, когда константы
связи совпадают, и F (N, 2, 1) становится Gr(N, 2), для специального выбора ГУ решение
имеется только при Λ−1

1 > L > 0. Данная область соответсвует фазе с полностью нару-
шенной U(2) калибровочной симметрией. В секции 3.4 мы исследуем L-зависимость полной
энергии и выясняем, что линейный вклад, соответсвующий натяжению сруны, имеется во
всех фазах. Также мы анализируем люшеровский вклад, который появляется только в фазе
с нарушенной калибровочной симметрией и сигнализирует о наличии безмассовой степени
свободы на мировой поверхности струны [15, 37].

3.1 Эффективное действие

Следуя [26], рассмотрим лагранжиан пары взаимодействующих CPN−1 моделей

L =
1

g2
1

|D1µψ1|2 +
1

g2
2

|D2µψ2|2− i
1

√
g1g2

Cµψ
†
2∂

µψ1− i
1

√
g1g2

C∗µψ
†
1∂

µψ2 +
1

4

(g1

g2

+
g2

g1

)
C∗µC

µ (13)

где ψ1 and ψ2 комплексные N-векторы такие, что ψ†iψj = δij (i = 1, 2), и минимально связан-
ные с абедевыми полями Aµ и Bµ через D1µ = ∂µ − iAµ и D2µ = ∂µ − iBµ. Если константы
связи для каждого комплексного пространства различны, получим многообразие флага. В
тоже время грассманиану соотвествует случай g1 = g2. Отметим также, что наличие двух
различных констант связи приводит к динамической генерации двух размерных парамет-
ров.
Удобно переписать лагранжиан в виде N × 2 матрицы Ziα = (ψ1α, ψ2α) (α = 1, ..., N)

L = Tr((DµZ)†(DµZ)− λ(Z†Z −R)) (14)

где мы ввели матрицу R =

(
r1 0
0 r2

)
с r1 = N/g2

1 и r2 = N/g2
2 и матрицу лагранже-

вых множителей λ =

(
λ1 λ3

λ∗3 λ2

)
, накладывающих условия (ψiα)†ψjα = δijrj. Ковариантная

производная будет DµZ = ∂µZ − ZÃµ с Ãµ = −i
(

Aµ
1
2
Cµ

1
2
C∗µ Bµ

)
. На классическом уровне

калибровочные поля могут быть исключены посредством уравнений движения. Занулим их
для дальнейшего удобства.
Принимая во внимание то, что λ преобразуется по присоединенному представлению ка-

11



либровочной группы U(2), можно видеть, что для r1 = r2 лагранжиан (14) инвариантен
относительно U(2) преобразований. Наоборот, когда r1 6= r2 локальная симметрия точно
нарушена до U(1)A × U(1)B. Как хорошо известно, линейная модель Gglobal × Hlocal калиб-
ровочно эквивалентна нелинейной сигма-модели, соответсвующей G/H (см. [38]). Таким
образом мы получаем многообразия Gr(N, 2) и F (N, 2, 1).
Рассмотрим на мгновение стандартное колчанное представление GLSM (рис. 2). Имеется

два динамических бифундаментальных поля u и Z. Однако, используя действие группы
U(1)×U(2), мы можем привести вектор u к каноническому виду (1, 0)ᵀ, оставля только одно
динамическое поле Z, как было сделано выше. Ненулевое вакуумное значение u приводит к
тому, что матрица R имеет два различных собсвенных значения, тем самым нарушая U(2)
симметрию. Важно отметить, что u может иметь vev только для конечных L в силу теоремы
Коулмана.

U(1) U(2)

U(N)

Z

u

Рис. 2: Колчан простейшего флага F (N, 2, 1).

Вернемся к уравнению (14). Для того чтобы посчитать гауссов интеграл в статсумме
удобно представить лагранжиан в виде 2N × 2N матрицы

L = (ψ†1, ψ
†
2)(MT ⊗ I)

(
ψ1

ψ2

)
+ r1λ1 + r2λ2

где введены M =

(
−∂2 + λ1 λ3

λ∗3 −∂2 + λ2

)
и IN×N единичная матрица. Интегрируя все

поля кроме σ1 и σ2 (первые компоненты векторов ψ1 и ψ2 соответственно), которые затем
приобретут ненулевые вакуумные значения, мы получаем эффективное действие

Seff = 2NTr log

(
−∂2 + λ1 λ3

λ∗3 −∂2 + λ2

)
+

ˆ
d2x[(∂µσ1)2 + λ1(|σ1|2 − r1)

+ (∂µσ2)2 + λ2(|σ2|2 − r2) + λ3σ
∗
1σ2 + λ∗3σ1σ

∗
2] (15)

где для удобства сделана заменаN → 2N+1. Главное отличие между данным эффективным
действием и аналогичным для CPN−1 с двумя конденсатами (см. [39]) является наличие
внедиагональных лагранжевых множителей λ3, λ∗3, которые смешивают два сектора ψ1 и
ψ2. Как будет показано ниже, данное обстоятельство имеет определяющее значение для
фазовой структуры модели.
Для того, чтобы вычислить статсумму в пределе больших N, необходимо найти седловые

точки дейсвия. Мы будем рассматрива только независящие от времени решения, поскольку
симметрия трансляций по времени остается ненарушенной.
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3.2 Уравнения щели

Из уравнения (15) следует, что полная энергия системы является суммой энергии квантовых
флуктуаций и энергии конденсатов σ1 и σ2 ([40])

E = 2N
∑
n

ωn +

ˆ L

0

dx[(∂µσ1)2 + λ1(|σ1|2 − r1) + (∂µσ2)2 + λ2(|σ2|2 − r2) + λ3σ
∗
1σ2 + λ∗3σ1σ

∗
2]

где ω2
n есть собственные значения матрицы(

−∂2
x + λ1 λ3

λ∗3 −∂2
x + λ2

)(
f1,n

f2,n

)
= ω2

n

(
f1,n

f2,n

)
(16)

Вариация полной энергии по лагранжевым множителям дает следующие седовые урав-
нения

N
∑
n

1

ωn

(
|f1,n|2
θ1

f1,nf∗2,n
θ2

f∗1,nf2,n

θ1

|f2,n|2
θ2

)
+

(
|σ1|2 σ∗1σ2

σ1σ
∗
2 |σ2|2

)
−
(

r1 0
0 r2

)
= 0

где использована нормировка θ1 =
´ L

0
dx|f1,n(x)|2, θ2 =

´ L
0
dx|f2,n(x)|2, θ1 + θ2 = 2

Внедиагональные элементы комплексно сопряжены друг к другу, поэтому θ1 = θ2 = 1.
Вариация по полям σi приводит к уравнениям движения(

−∂2
x + λ1 λ3

λ∗3 −∂2
x + λ2

)(
σ1

σ2

)
=

(
0
0

)
Ограничимся рассмотрением действительных однородных конденсатов, тогда уравнея при-

ниматют такой вид

N
∑
n

1

ωn

(
f 2

1,n f1,nf2,n

f1,nf2,n f 2
2,n

)
+

(
σ2

1 σ1σ2

σ1σ2 σ2
2

)
=

(
r1 0
0 r2

)
(17)

(
λ1 λ3

λ3 λ2

)(
σ1

σ2

)
=

(
0
0

)
(18)

Как будет показано в следующем разделе, поведение решений принципиально зависит от
параметров r1/r2, λ3 и граничных условий.

3.3 Фазовая структура

Отметим прежде всего, что в случае L→∞ существует единственная фаза конфайнмента
с размерными параметрами mi ≡ Λi = Λuv exp(−2π/Ng2

i ) (i = 1, 2) и нулевыми вакуумными
значениями полей ψi. Как обсуждалось в [27], для теории на прямой решение есть только
при λ3 = 0. Для теории на конечном интервале с λ3 = 0 из (17) и (18) следует

N
∑
n

f 2
1,n

ωn
+ σ2

1 − r1 = 0, λ1σ1 = 0 (19)
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N
∑
n

f 2
2,n

ωn
+ σ2

2 − r2 = 0, λ2σ2 = 0

σ1σ2 = 0

где ri = 2N
π

log(Λuv/Λi). В последнем уравнении использовали то, что
∑

n
f1,nf2,n
ωn

= 0 для
диагонального оператора в (16). Наложим смешанные DN-ND ГУ:

ψiα(0) = 0, ∂xψiα(L) = 0, if α = 2, ..., N + 1; (20)

∂xψiα(0) = 0, ψiα(L) = 0, if α = N + 2, ..., 2N + 1; (21)

∂xσi(0) = ∂xσi(L) (22)

Тогда первые слагаемые в (19) и (20) имеют вид(
N

2

∑
n

f 2
i,n

ωn

)
DN

+

(
N

2

∑
n

f 2
i,n

ωn

)
ND

Милехин показал [21], что уравнения (19) и (20) с условиями (20)-(22) имеют решения при
любом L с фазовым переходом Хиггс-Кулон при L1 ≈ 1/Λ1 и L2 ≈ 1/Λ2 соответсвенно, что
схематически отображено на фиг. 3. Однако, теперь, из-за дополнительного условия σ1σ2 =
0, система будет иметь решение только на интервале (L1,+∞). Для L ∈ (L1, L2) имеется
ненулевое безмассовое поле σ2, нарушающее калибровочную U(1)A×U(1)B до U(1)A; L > L2

соответствует симметричной (кулоновской) фазе. Отметим, что для r1 = r2 (грассманиан)
верно L1 = L2, и имеется только кулоновская фаза.

Рис. 3: Схематическое изображение фазовой структуры. Система (19)-(20) имеет решение
только при L > L1.

Рассмотрим теперь случай λ3 = const 6= 0. Первое, что можно сказать об этой фазе, это
отсутсвие решения при L → ∞, как отмечалось в начале этого раздела. Чтобы изучить
данную модель на конечном интервале, диагонализуем оператор в (16) −∂2

x +
λ1+λ2+

√
(λ1−λ2)2+4λ23

2
0

0 −∂2
x +

λ1+λ2−
√

(λ1−λ2)2+4λ23
2

( f̃1,n

f̃2,n

)
= ω2

n

(
f̃1,n

f̃2,n

)

Вклад квантовых флуктуаций в полную энергию имеет вид

2N
(∑

n

ω1,n +
∑
k

ω2,k

)
где ω2

1,n и ω2
2,k есть собственные значения задачи

(
− ∂2

x +
λ1 + λ2 +

√
(λ1 − λ2)2 + 4λ2

3

2

)
f̃1,n = ω2

1,nf̃1,n
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(
− ∂2

x +
λ1 + λ2 −

√
(λ1 − λ2)2 + 4λ2

3

2

)
f̃2,k = ω2

2,kf̃2,k

После вариации λ1,2,3, σ1,2 и некоторых преобразований получаем уравнения на седловую
точку

N
∑
n

f̃ 2
1,n

ω1,n

+N
∑
k

f̃ 2
2,k

ω2,k

+ σ2
1 + σ2

2 − r1 − r2 = 0

(λ1 − λ2)√
(λ1 − λ2)2 + 4λ2

3

(
N
∑
n

f̃ 2
1,n

2ω1,n

−N
∑
k

f̃ 2
2,k

2ω2,k

)
+ σ2

1 − σ2
2 + r1 − r2 = 0 (23)

2λ3√
(λ1 − λ2)2 + 4λ2

3

(
N
∑
n

f̃ 2
1,n

ω1,n

−N
∑
k

f̃ 2
2,k

ω2,k

)
+ 2σ1σ2 = 0 (24)

(
λ1 −

λ2
3

λ2

)
σ1 = 0 (25)

σ2 = −λ3

λ2

σ1 (26)

Из последних двух уравнений имеем две ветви: нулевое либо ненулевое σi . Сначала рассмот-
рим σi 6= 0, которая полностью нарушает начальную калибровочную симметрию. Используя
ур. (25), получаем λ1λ2 = λ2

3. Из (23) и (24) следует r1 = r2. Это означает, что ненулевое λ3

совместно только с грассманианом. В итоге, обозначая σ ≡ σ1 = −λ3
λ2
σ2 и r ≡ r1, приходим

к системе

N
∑
n

f̃ 2
1,n

ω1,n

− r = 0; (−∂2
x + λ1 + λ2)f̃1,n = ω2

1,nf̃1,n (27)

N
∑
k

f̃ 2
2,k

ω2,k

+
λ1 + λ2

λ2

σ2 − r = 0; −∂2
xf̃2,k = ω2

2,kf̃2,k (28)

λ1λ2 = λ2
3 (29)

Выясним, какие ГУ совместны с решением. Согласно [21], для DN-ND гран. условий на
моды f̃1,n уравнение (27) имеет решение на интервале L ∈ (Λ−1

1 ,+∞) и на (0,+∞) для
DD-NN. С другой стороны, ур. (28) с ненулевой σ имеет решение на (0,Λ−1

1 ) для DN-ND
условий на f̃2,n и не имеет решений в случае DD-NN (значения Λ1 = Λ2 взяты из теории
на прямой). В таком случае нам остается выбрать DD-NN на f̃1,n и DN-ND на f̃2,n, что
соответствует решению при L ∈ (0,Λ−1

1 ). Если λ1 = λ2 = λ3 условия на границе можно
переписать следующим образом через поля ψiα

ψiα(0) = 0, ∂x(ψ1α − ψ2α)(L) = (ψ1α + ψ2α)(L) = 0, if α = 2, ..., N + 1; (30)

∂xψiα(0) = 0, ∂x(ψ1α + ψ2α)(L) = (ψ1α − ψ2α)(L) = 0, if α = N + 2, ..., 2N + 1; (31)

∂xσi(0) = ∂xσi(L) (32)

Рассмотрим “классическую” часть плотности полной энергии

λ1σ
2
1 + λ2σ

2
2 + 2λ2σ1σ2 − (λ1 + λ2)r

Квадратичную форму в данном выражении можно диагонализовать, например, следующим
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образом

λ1σ
2
1 + λ2σ

2
2 + 2λ2σ1σ2 = λ2

(
σ2 +

λ3

λ2

σ1

)2

+
(
λ1 −

λ2
3

λ2

)
σ2

1 (33)

Используя ур. (26) и (29), а также закон инерции Сильвестра, заключаем, что в теории
имеется одно массивне и одно безмассовое поле. Заметим, что наличие безмассовой степе-
ни свободы заставляет ожидать появления соответсвующих степенных поправок в полной
энергии (см. следующий раздел 3.4).
Исследуем теперь случай σ1 = σ2 = 0. Как и прежде, из (23) и (24) получается r1 = r2 = r,

и система уравнений

N
∑
n

f̃ 2
1,n

ω1,n

− r = 0,
(
− ∂2

x +
λ1 + λ2 +

√
(λ1 − λ2)2 + 4λ2

3

2

)
f̃1,n = ω2

1,nf̃1,n

N
∑
k

f̃ 2
2,k

ω2,k

− r = 0,
(
− ∂2

x +
λ1 + λ2 −

√
(λ1 − λ2)2 + 4λ2

3

2

)
f̃2,k = ω2

2,kf̃2,k

Из этого следует уравнение

N
∑
n

f̃ 2
1,n

ω1,n

= N
∑
k

f̃ 2
2,k

ω2,k

которое не имеет решений в случае трансляционно инвариантных λ1 и λ2. Поэтому фаза с
нулевой σi и ненулевой λ3 отсутствует.
Мы изучили Gr(N, 2) и F (N, 2, 1) NLSM на конечном интервале и выяснили, что для

λ3 = 0 допустимая длина интервала L ограничена снизу и, наоборот, λ3 6= 0 L огранчен
сверху. Теперь очень просто построить модель, для которой L ограничен как сверзу, так и
снизу. Рассмотрим NLSM на F (N, 3, 1) с эффективным действием

Seff = (N − 1)Tr ln

 −∂2 + λ1 λ12 λ13

λ12 −∂2 + λ2 λ23

λ13 λ23 −∂2 + λ3

+

ˆ
d2x[(∂µσ1)2 + λ1(|σ1|2 − r1)

+ (∂µσ2)2 + λ2(|σ2|2 − r2) + (∂µσ3)2 + λ3(|σ3|2 − r3) + 2λ12σ1σ2 + 2λ13σ1σ3 + 2λ23σ2σ3]

и предположим, что λ12 = λ13 = 0, λ23 6= 0 и r3 = r2 > r1. Можно легко убедиться, что
это соответсвует фазе, живущей на интервале L ∈ (Λ−1

1 ,Λ−1
2 ), где Λi = Λuv exp(−2π/Ng2

i )
(i = 1, 2, 3) и g2 = g3.

3.4 L-зависимость

Исследуем зависимоть энергии от длины интервала L в различных фазах. Сначала рассмот-
рим модель на флаге (см. фиг. 3). Вычисления, схожие с проделанными в [18], приводят к
следующим выражениям

E(L) =
NLm2

1

π

+∞∑
n=1

(−1)n+1K1(2Lm1n)

Lm1n
+
NLm2

1

4π
+ (m1 ↔ m2), if L > L2, miL >> 1

16



E(L) =
NLm2

1

π

+∞∑
n=1

(−1)n+1K1(2Lm1n)

Lm1n
+
NLm2

1

4π
+
Nπ

96L
, if L2 > L > L1, m1L >> 1 (34)

где K1 - модифицированная функция Бесселя, m1 = Λ1 и m2 = Λ2. Первые слагаемые яв-
ляются энергией Казимира для массивного комплексного скалярного поля со смешанными
DN ГУ, которой можно принебречь, если m1L >> 1 . Люшеровский член в энергии хиггсов-
ской фазы Nπ

96L
является безмассовым пределом первого. Его появления связано с наличием

безмассового поля σ2 в данной фазе. Заметим, что граничные вклады mi/2 в энергию Ка-
зимира, а также 1/L поправки к массе отсутствуют для выбранных гран. условий.
Для модели на грассманиане в фазе с λ3 6= 0 и полностью нарушенной калибровочной

U(2) полная энергия имеет вид

E(L) =
NLm2

4π
− Nπ

8L
+
Nπ

96L
, if L < L1, mL >> 1 (35)

где m2 = Λ2
1 + Λ2

2. Как было показано в предыдущем разделе (см. ур. (33)), в этой фазе
имеется одно безмассовое поле, поэтому появляется слагаемое Nπ

96L
.

3.5 Заключение

Мы исследовали однородные решения 2d NLSM на грассманиане Gr(N, 2) и флаге F (N, 2, 1)
на интервале и нашли сильную взаимосвязь между фазовой структурой и граничными
условиями. Флаговая сигма-модель со смешанными DN ГУ испытывает фазовый переход
из фазы с U(1)×U(1) калибровочной симметрией в фазу с U(1). Решение существует только
для L < Λ−1

1 . С другой стороны, для грассманиана и граничных условий типа Робина (30)
имеется только фаза с полностью нарушенной U(2) и L < Λ−1

1 .
Можно сделать общие утверждения для других гран. условий:

I. Для сигма-моделей F (N, 2, 1) и Gr(N, 2) длина интервала L имеет минимум, если на-
ложены следующие ГУ на ψ1 and ψ2: смешанные DN-ND, периодические и DD+NN. Дей-
ствительно, в CPN−1 сигма-модели с перечисленными ГУ для достаточно малых L всегда
имеется поле с ненулевым vev (see [21], [20] and [40, 41] respectively). Тогда, из ур. (20) явно
следует, что седловые уравнения не имеют решений для таких L.
II. Модели F (N, 2, 1) и Gr(N, 2) не могут находиться в фазе полного деконфайнмента, что
следует из I и ур. (29).
Можно ожидать, что NLSMs с общим флагом могут иметь более сложную фазовую струк-

туру. Сигма-модель с полным флагом SU(N)/U(1)N−1 недавно рассматривалась в [42, 43].
Было показано, что такая теория (в отличие от CPN−1) может быть бесщелевой в ИК пре-
деле. Другим открытым вопросом является наличие неоднородного основного состояния в
грассмановой и флаговой NLSMs.

4 Appendix

4.1 Collective description

For j = 0 we have

1

D(θ(1))Z̃N

(
N∑
k=1

∂2

∂θ2
k

)[
D(θ(1))Z̃N

]
=

N∑
k=1

∂2F̃N

∂θ
(1)2
k

+
N∑
k=1

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
k

)2
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+ 2
N∑
k=1

Uk

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
k

)
+

1

N2

N∑
k=1

1

D(θ(1))

∂2

∂θ
(1)2
k

D(θ(1)) (36)

Uk =
1

N

∂

∂θ
(1)
k

logD(θ(1)) =
1

2N

∑
j 6=k

cot
θ

(1)
k − θ

(1)
j

2
(37)

In the large N limit

N
∂F̃N

∂θ
(1)
k

=
∂

∂θ

δF̃

δσ1(θ)

∣∣∣∣∣
θ=θk

(38)

1

N

N∑
k=1

→
ˆ 2π

0

σ1(θ)dθ (39)

and the first term ∂2F̃N

∂θ
(1)2
k

of order O( 1
N

) can be neglected.

Also
1

N2

N∑
k=1

1

D(θ(1))

∂2

∂θ
(1)2
k

D(θ(1)) =
1

N

N∑
k=1

1

D(θ(1))

∂

∂θ
(1)
k

[
UkD(θ(1))

]
=

1

N

∑
k,m

[
D(θ)

∂Uk
∂θk

+ND(θ)U2
k

]
= − 1

N2

∑
k,j 6=k

1

4 sin2 θ
(1)
k −θ

(1)
j

2

+
∑
k,m

U2
k (40)

When N →∞
Uk → U(θ) =

1

2

ˆ
cot
(θ − θ′

2

)
σ1(θ′)dθ′ (41)

and
1

N

N∑
k=1

U2
k =

ˆ 2π

0

U2(θ)σ1(θ)dθ (42)

If |k − j| � N then θ(1)
k − θ

(1)
j ≈ (k − j)/(Nσ1(θ(1))) so

1

N3

∑
k,j 6=k

1

4 sin2 θ
(1)
k −θ

(1)
j

2

=
1

N3

∑
k,j 6=k

1

(θ
(1)
k − θ

(1)
j )2

=
1

N3

N∑
k=1

[ N∑
j=1,j 6=k

N2σ2
1(θ

(1)
k )

(j − k)2

]

=
1

N

N∑
k=1

π2

3
σ2

1(θ
(1)
k ) =

π2

3

ˆ 2π

0

σ1(θ)3dθ (43)

Thus, for τ = 0

∂F̃

∂A
=

1

2

ˆ 2π

0

σ1(θ)

[( ∂
∂θ

δF̃

δσ1(θ)
+ U(θ)

)2

− π2

3
σ2

1(θ)

]
dθ (44)

or
∂S

∂A
=

1

2

ˆ 2π

0

σ1(θ)

[( ∂
∂θ

δS

δσ1(θ)

)2

− π2

3
σ2

1(θ)

]
dθ (45)
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that is Hamilton-Jacobi equation for Das-Jevicki Hamiltonian

H[σ(θ),Π(θ)] =
1

2

ˆ 2π

0

σ(θ)

[(∂Π

∂θ

)2

− π2

3
σ2(θ)

]
dθ (46)

For j = 1 we have in the leading-order in N

1

D(θ(1))Z̃N

(
N∑
k=1

∂2

∂θ2
k

)2[
D(θ(1))Z̃N

]
=

1

N3

∑
k,m

1

D(θ(1))

∂4

∂θ
(1)2
k ∂θ

(1)2
m

D(θ(1))

+
4

N2

∑
k,m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)
1

D(θ(1))

∂3

∂θ
(1)2
k ∂θ

(1)
m

D(θ(1))

+
4

N

∑
k,m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
k

)
1

D(θ(1))

∂2

∂θ
(1)
k ∂θ

(1)
m

D(θ(1))

+
2

N

∑
k,m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)2
1

D(θ(1))

∂2

∂θ
(1)2
m

D(θ(1))

+ 4
∑
k,m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)2(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
k

)
1

D(θ(1))

∂

∂θ
(1)
k

D(θ(1))

+N
∑
k,m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)2(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
k

)2

(47)

Let us check that all the terms have the same order.∑
k,m

1

D(θ)

∂4

∂θ2
k∂θ

2
m

D(θ) =
N

D(θ)

∑
k,m

∂2

∂θ2
m

∂

∂θk

[
UkD(θ)

]

=
N

D(θ)

∑
k,m

∂2

∂θ2
m

[
D(θ)

∂Uk
∂θk

+ND(θ)U2
k

]
=

N

D(θ)

∑
k,m

∂

∂θm

[
D(θ)

∂2Uk
∂θk∂θm

+ND(θ)Um
∂Uk
∂θk

+ 2ND(θ)Uk
∂Uk
∂θm

+N2D(θ)UmU
2
k

]
(48)

On can easily to make sure that the terms with
∑

k,m
∂Uk
∂θm

are nullified. Indeed

∑
k,m

∂Uk
∂θm

=
1

N

∑
m

∑
k,j 6=k

[
δk,m

4 sin2 θk−θj
2

− δj,m

4 sin2 θk−θj
2

]
= 0 (49)

Therefore
1

N3

∑
k,m

1

D(θ(1))

∂4

∂θ
(1)2
k ∂θ

(1)2
m

D(θ(1)) = N

(∑
k

∂Uk

∂θ
(1)
k

)(∑
m

∂Um

∂θ
(1)
m

)
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+ 2

(∑
k

U2
k

)(∑
m

∂Um

∂θ
(1)
m

)
+N

(∑
k

U2
k

)(∑
m

U2
m

)
(50)

Similarly, we can represent the other terms through the quantities of order O(1)

(
N ∂F̃N

∂θk

)
and

Uk
4

N

∑
k,m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
k

)
1

D(θ(1))

∂2

∂θ
(1)
k ∂θ

(1)
m

D(θ(1))

= 4N

(∑
k

Uk

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
k

))(∑
m

Um

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

))
, (51)

4
∑
k,m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)2(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
k

)
1

D(θ(1))

∂

∂θ
(1)
k

D(θ(1))

= 4N

(∑
k

Uk

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
k

))(∑
m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)2)
, (52)

4

N2

∑
k,m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)
1

D(θ(1))

∂3

∂θ
(1)2
k ∂θ

(1)
m

D(θ(1)) = 4

(∑
k

∂Uk

∂θ
(1)
k

)(∑
m

Um

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

))

+ 4N

(∑
k

U2
k

)(∑
m

Um

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

))
, (53)

2

N

∑
k,m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)2
1

D(θ(1))

∂2

∂θ
(1)2
m

D(θ(1)) = 2

(∑
k

∂Uk

∂θ
(1)
k

)(∑
m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)2)

+ 2N

(∑
k

U2
k

)(∑
m

(
N
∂F̃N

∂θ
(1)
m

)2)
. (54)

We see that (47) divided by N3 is exactly the square of (36)! Eventually, using mathematical
induction we come to the general expression in the large-N limit

1

D(θ(1))Z̃N

(
1

N3

N∑
k=1

∂2

∂θ2
k

)j+1[
D(θ(1))Z̃N

]
=

1

N3

[
1

D(θ(1))Z̃N

(
N∑
k=1

∂2

∂θ2
k

)[
D(θ(1))Z̃N

]]j+1

(55)

4.2 Derivation of L-dependence

Let us hold a derivation of Eq. (34) for total energy L-dependence in the phase with partially
broken symmetry. It corresponds

λ3 = 0, m2 = 0, σ2 6= 0, m1 6= 0, σ1 = 0
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therefor the gap Eq. (19) with “mixed” DN b.c. is

N
∞∑
n=1

ˆ ∞
−∞

dk

2πL

1

k2 +
(
π(n−1/2)

L

)2

+ λ1

− r1 = 0 (56)

One can calculate the sum using the following formulas∑
Z

1(
πn
L

)2

+ ω2

=
2L

ω

(1

2
+

1

exp(2Lω)− 1

)
(57)

and

2
∑
N

1(
π(n−1/2)

L

)2

+ ω2

=
∑
Z

1(
πn
2L

)2

+ ω2

−
∑
Z

1(
πn
L

)2

+ ω2

(58)

Thus we have

r1 −
N

2πL

ˆ +∞

0

dk

[
L√

k2 +m2
1

+
4L√
k2 +m2

1

1

exp(4L
√
k2 +m2

1 − 1)

− 2L√
k2 +m2

1

1

exp(2L
√
k2 +m2

1 − 1)

]
= 0 (59)

Let us introduce a quantity

Q(m1L) =

ˆ ∞
0

2dk√
k2 + (m1L)2

1

exp(2
√
k2 + (m1L)2)− 1

(60)

and use the equation Λ1 = Λuv exp(−2π/Ng2
1) then come to the following equalities

2πr1 −N log(ΛuvL) = −N log(Λ1L) = −N log(m1L) + 2NQ(2m1L)−NQ(m1L) (61)

If m1L >> 1

Q(m1L) =

√
π/m1e

−2m1L

√
L

(62)

Therefor m1 = Λ1 and 1/L corrections are absent.

After Pauli-Villars regularization effective action is

Sregeff = 2N
2∑
i=0

ciTr log(−∂2 +m2
1 + m̃2

i )−
ˆ
d2xr1m

2
1 + ... (63)

where “...” means m1-independent terms, and

m̃0 = 0, c0 = 1, c1 =
m̃2

2

m̃2
1 − m̃2

2

, c2 =
−m̃2

1

m̃2
1 − m̃2

2

(64)
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Varying it with respect to m2
1, we get

ˆ
dx0r1 = N

2∑
i=0

ciTr
1

−∂2 +m2
1 + m̃2

i

(65)

If m1L >> 1 then the approximation (62) is valid, and

r1 =
1

2πL

(
L

2
log

(
m2

1 + m̃2
2

m2
1

)
+

Lm̃2
2

2(m̃2
1 − m̃2

2)
log

(
m2

1 + m̃2
2

m2
1 + m̃2

1

))
(66)

Suppose that m̃2
1 = aM2 and m̃2

2 = M2 and take

a→ 1, M →∞ (67)

then regularised value for r1 is

rreg1 = −N
4π

(68)

The quantity Tr log(−∂2 + m2
1) is the Casimir energy for a massive scalar field. For mixed

DN-ND boundary conditions, it is

Lm2
1

π

+∞∑
n=1

(−1)n+1K1(2Lm1n)

Lm1n
(69)

The quantity Tr log(−∂2 +m2
2), where m2 = 0, is the Casimir energy for a massless scalar field

Nπ

96L
(70)

Putting it all together we get

E(L) =
NLm2

1

π

+∞∑
n=1

(−1)n+1K1(2Lm1n)

Lm1n
+
NLm2

1

4π
+
Nπ

96L
, if L2 > L > L1, m1L >> 1 (71)

Similarly one can get Eq. (35).
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