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Аннотация

𝑟-матрицы интегрируемых систем имеют множество применений в прикладной

математике и физике. Существование 𝑟-матрицы обеспечивает интегрируемость

системы, и наоборот.

Данная работа посвящена поиску 𝑟-матрицы для системы частиц с парой Лак-

са, содержащей 𝑅-матрицу частного вида, а именно оператор перестановки 𝑃𝑖𝑗.

Известно, что такая система интегрируема, поэтому матрица должна существо-

вать. Анзац для искомой 𝑟-матрицы по структуре аналогичен матрице классиче-

ской модели Калоджеро-Мозера.
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1 Введение

В данной работе ищутся 𝑟-матрицы для двух систем частиц со спинами: с

квантовыми импульсами и с классическими импульсами. Эти системы являются

модификацией классической модели Калоджеро-Мозера, т. н. полуклассическая

модель.

Классическая модель Калоджеро-Мозера – это система из бесспиновых частиц,

динамика которых описывается гамильтонианом

𝐻𝐶𝑀 =
1

2

∑︁
𝑖

𝑝2𝑖 +
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝑉 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑗). (1.1)

Для некоторых потенациалов 𝑉 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) эта модель достаточно хорошо исследо-

вана [1], в частности, для нее известны матрицы Лакса и 𝑟-матрицы [2]. В данной

работе рассматривается потенциал, включающий оператор перестановки, кото-

рый отвечает за спины частиц. Подобные системы рассматривались ранее [3], [4],

[15], [16] и известно, что они интегрируемы, но 𝑟-матрица для них не найдена.

Представление Лакса – особая форма записи уравнений движения системы

частиц [5]. Если есть гамильтониан 𝐻, описывающий систему из 𝑁 частиц, и есть

уравнения движения, полученные из него, то их же можно записать в матричной

форме с помощью матриц Лакса 𝐿 и 𝑀 :

𝑑

𝑑𝑡
𝐿 = [𝑀,𝐿]. (1.2)

Например, для вышеупомянутой классической модели Калоджеро-Мозера пара

Лакса будет иметь вид:

𝐿𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑝𝑖 + (1− 𝛿𝑖𝑗)𝜑(𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗);

𝑀𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑑𝑖 + (1− 𝛿𝑖𝑗)𝑓(𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗),
(1.3)

где 𝜑(𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) - функция Кронекера, 𝑓(𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) - производная от нее по пер-

вому аргументу, 𝑑𝑖 = −
∑︀
𝑘 ̸=𝑖

𝑓(0, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑘). Дальше о них будет рассказано немного

подробнее.
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Примечательно, что собственные значения 𝐿 не зависят от времени и являют-

ся по сути интегралами движения. Обычно в качестве интегралов движения ис-

пользуются следы степеней 𝐿: 𝐼𝑘 = 1
𝑘𝑡𝑟𝐿

𝑘. В частности, при 𝑘 = 2 получается

гамильтониан 𝐻 данной системы. Если таким образом можно найти 𝑁 функци-

онально независимых интегралов движения, которые находятся в инволюции (то

есть их скобки Пуассона друг с другом попарно равны нулю), то система вполне

интегрируема.

Еще одним способом показать интегрируемость системы является доказатель-

ство наличия 𝑟-матрицы. Существует теорема [6], согласно которой собственные

значения 𝐿 находятся в инволюции тогда и только тогда, когда существует мат-

рица 𝑟12, такая что

{𝐿1(𝑧), 𝐿2(𝑤)} = [𝑟12(𝑧, 𝑤), 𝐿1(𝑧)]− [𝑟21(𝑤, 𝑧), 𝐿2(𝑤)]. (1.4)

Здесь 𝐿1 =
𝑁∑︀
𝑖,𝑗

𝐿𝑖𝑗(𝐸𝑖𝑗 ⊗ 1), 𝐿2 =
𝑁∑︀
𝑖,𝑗

𝐿𝑖𝑗(1 ⊗ 𝐸𝑖𝑗), где 𝐸𝑖𝑗 – канонический базис

матриц 𝑁 × 𝑁 , (𝐸𝑖𝑗)𝑘𝑙 = 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙; 𝑟21 = 𝑃12𝑟12𝑃12, где 𝑃12 – оператор перестанов-

ки, 𝑃12 =
𝑁∑︀
𝑖,𝑗

𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑗𝑖. 𝑟-матрица для классической системы Калоджеро-Мозера

известна [7] и равна:

𝑟(𝑧, 𝑤) =
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝜑(𝑧 − 𝑤, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑗𝑖 −
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝜑(−𝑤, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑗𝑖+

+ (𝐸1(𝑧 − 𝑤) + 𝐸1(𝑤))
∑︁
𝑖

𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑖, (1.5)

где 𝜑(𝜂, 𝑧) – функция Кронекера, 𝐸1(𝑧) – первая функция Эйзенштейна; их вид и

свойства зависят от вида потенциала в 𝐻𝐶𝑀 , который может быть рациональным,

тригонометрическим и эллиптическим.

Конечно, у 𝑟-матрицы есть и другие применения, помимо доказательства инте-

грируемости системы: уравнения Книжника-Замолодчикова [8], теория узлов [9],

модели взаимодействующих волчков [10], спиновые цепочки [11] и многое другое.

В нашей полуклассической модели мы используем т. н. 𝑅-матричнозначную

матрицу Лакса. Это значит, что вместо рациональной, тригонометрической или
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эллиптической функции в (1.3) мы ставим соответствующую квантовую𝑅-матрицу

[12], [13]. Тогда обобщенная матрица Лакса имеет вид:

𝐿𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑝𝑖 + (1− 𝛿𝑖𝑗)𝑅
𝑧
𝑖𝑗(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗), (1.6)

где 𝑅𝑧
𝑖𝑗 – квантовая 𝑅-матрица размера 𝑛𝑁 ×𝑛𝑁 , 𝑛 – размер спинового простран-

ства. Она удовлетворяет условиям унитарности [12]:

𝑅𝑧
𝑖𝑗(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)𝑅

𝑧
𝑗𝑖(𝑞𝑗 − 𝑞𝑖) = 𝜑(𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)𝜑(𝑧, 𝑞𝑗 − 𝑞𝑖)1⊗ 1, (1.7)

и антисимметричности:

𝑅𝑧
𝑖𝑗(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) = −𝑅−𝑧

𝑗𝑖 (𝑞𝑗 − 𝑞𝑖). (1.8)

Также она должна удовлетворять ассоциативному уравнению Янга-Бакстера [17]:

𝑅𝑧
12(𝑞1−𝑞2)𝑅

𝑤
23(𝑞2−𝑞3) = 𝑅𝑤

13(𝑞1−𝑞3)𝑅
𝑧−𝑤
12 (𝑞1−𝑞2)+𝑅𝑤−𝑧

23 (𝑞2−𝑞3)𝑅
𝑧
13(𝑞1−𝑞3). (1.9)

В полуклассической модели мы полагаем 𝑅𝑧
𝑖𝑗(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) =

1
𝑧 +

𝑃𝑖𝑗

𝑞𝑖−𝑞𝑗
, где 𝑃𝑖𝑗 =

𝑛∑︀
𝑎,𝑏

1⊗

...1⊗𝑒𝑎𝑏⊗1⊗ ...1⊗𝑒𝑏𝑎⊗1⊗ ...1, базисные матрицы 𝑒 стоят на 𝑖-ой и 𝑗-ой позициях.

В первом подразделе следующего раздела проводится прямая проверка урав-

нения (1.4) для классической системы Калоджеро-Мозера. Во втором подразделе

сначала проверяется несколько частных случаев 𝑟-матрицы с удвоением и без

удвоения квантового пространства матрицы Лакса, о чем там же приводится объ-

яснение. Далее выбирается 𝑟-матрица более общего вида с удвоением простран-

ства и для нее проводится вычисление коэффициентов с помощью уравнения (1.4)

с квантовыми импульсами. В третьем подразделе ищутся коэффициенты для 𝑟-

матрицы того же вида, выполняющей уравнение (1.4) с классическими импульса-

ми.
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2 𝑟-матрица

2.1 Классическая система Калоджеро-Мозера

Рассмотрим систему 𝑁 частиц, которая описывается следующим гамильтони-

аном:

𝐻 =
1

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝2𝑖 − 𝜈2
𝑁∑︁
𝑖<𝑗

℘(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗), (2.1)

где ℘(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) – эллиптическая функция Вейерштрасса (четная).

Матрица Лакса для нее:

𝐿𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝛿𝑖𝑗 + 𝜈(1− 𝛿𝑖𝑗)𝜑(𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗), (2.2)

где 𝜑(𝜂, 𝑧) – функция Кронекера. Докажем уравнение (1.4) с вышеприведенной 𝐿

для 𝑟-матрицы (1.5). В ней 𝐸1(𝑧) – первая функция Эйзентштейна (нечетная).

Нам не нужно знать явный вид вышеприведенных функций, а нужно только знать

их четность и следующие соотношения [14]:

𝜕𝜑(𝑧, 𝑞)

𝜕𝑞
= 𝜑(𝑧, 𝑞)(𝐸1(𝑧 + 𝑞)− 𝐸1(𝑞)); (2.3)

𝜑(𝑧, 𝑞)𝜑(𝑤, 𝑢) = 𝜑(𝑧 − 𝑤, 𝑞)𝜑(𝑤, 𝑞 + 𝑢) + 𝜑(𝑤 − 𝑧, 𝑢)𝜑(𝑧, 𝑞 + 𝑢); (2.4)

𝜑(𝑧, 𝑞)𝜑(𝑤, 𝑞) = 𝜑(𝑧 + 𝑤, 𝑞)(𝐸1(𝑧) + 𝐸1(𝑤) + 𝐸1(𝑞)− 𝐸1(𝑧 + 𝑤 + 𝑞)). (2.5)

Распишем левую часть (1.4):

{𝐿1(𝑧), 𝐿2(𝑤)} =
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝜈𝜑(𝑤, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)(𝐸1(𝑤 + 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)− 𝐸1(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗))𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑗−

−
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝜈𝜑(𝑤, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)(𝐸1(𝑤 + 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)− 𝐸1(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗))𝐸𝑗𝑗 ⊗ 𝐸𝑖𝑗−

−
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝜈𝜑(𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)(𝐸1(𝑧 + 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)− 𝐸1(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗))𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑖𝑖+

+
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝜈𝜑(𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)(𝐸1(𝑤 + 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)− 𝐸1(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗))𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑗𝑗.
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Теперь поочередно посчитаем коммутаторы 𝑟
(𝑖)
12 с 𝐿1 и 𝐿2:

[𝐿1(𝑧), 𝑟
(1)
12 (𝑧, 𝑤)] =

∑︁
𝑖̸=𝑗

(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)𝜑(𝑧 − 𝑤, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑗𝑖+

+
∑︁
𝑖 ̸=𝑗,𝑘

𝜈𝜑(𝑧, 𝑞𝑘−𝑞𝑖)𝜑(𝑧−𝑤, 𝑞𝑖−𝑞𝑗)𝐸𝑘𝑗⊗𝐸𝑗𝑖−
∑︁
𝑖,𝑘 ̸=𝑗

𝜈𝜑(𝑧, 𝑞𝑗−𝑞𝑘)𝜑(𝑧−𝑤, 𝑞𝑖−𝑞𝑗)𝐸𝑖𝑘⊗𝐸𝑗𝑖;

[𝐿2(𝑤), 𝑃12𝑟
(1)
12 (𝑤, 𝑧)𝑃12] =

∑︁
𝑖̸=𝑗

(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)𝜑(𝑤 − 𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)𝐸𝑗𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑗+

+
∑︁
𝑖̸=𝑗,𝑘

𝜈𝜑(𝑤, 𝑞𝑘−𝑞𝑖)𝜑(𝑤−𝑧, 𝑞𝑖−𝑞𝑗)𝐸𝑗𝑖⊗𝐸𝑘𝑗−
∑︁
𝑖,𝑘 ̸=𝑗

𝜈𝜑(𝑤, 𝑞𝑗−𝑞𝑘)𝜑(𝑤−𝑧, 𝑞𝑖−𝑞𝑗)𝐸𝑗𝑖⊗𝐸𝑖𝑘;

[𝐿1(𝑧), 𝑟
(2)
12 (𝑧, 𝑤)] =

∑︁
𝑖̸=𝑗,𝑘

𝜈𝜑(−𝑤, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)𝜑(𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑗𝑖−

−
∑︁
𝑖̸=𝑗,𝑘

𝜈𝜑(−𝑤, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)𝜑(𝑧, 𝑞𝑘 − 𝑞𝑖)𝐸𝑘𝑖 ⊗ 𝐸𝑗𝑖;

[𝐿2(𝑤), 𝑃12𝑟
(2)
12 (𝑤, 𝑧)𝑃12] =

∑︁
𝑖̸=𝑗,𝑘

𝜈𝜑(𝑤, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)𝜑(−𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)𝐸𝑗𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑘−

−
∑︁
𝑖̸=𝑗,𝑘

𝜈𝜑(𝑤, 𝑞𝑘 − 𝑞𝑖)𝜑(−𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)𝐸𝑗𝑖 ⊗ 𝐸𝑘𝑖;

[𝐿1(𝑧), 𝑟
(3)
12 (𝑧, 𝑤)] =

=
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝜈(𝐸1(𝑧 − 𝑤) + 𝐸1(𝑤))(𝜑(𝑧, 𝑞𝑘 − 𝑞𝑖)𝐸𝑘𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑖 − 𝜑(𝑧, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑖𝑖);

[𝐿2(𝑤), 𝑃12𝑟
(3)
12 (𝑤, 𝑧)𝑃12] =

=
∑︁
𝑖 ̸=𝑘

𝜈(𝐸1(𝑤 − 𝑧) + 𝐸1(𝑧))(𝜑(𝑤, 𝑞𝑘 − 𝑞𝑖)𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑘𝑖 − 𝜑(𝑤, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑘).

Если собрать все вместе по уравнению (1.4) и преобразовать правую часть, учи-

тывая нечетность функции 𝜑: 𝜑(𝑧, 𝑞) = −𝜑(−𝑧,−𝑞), а также несколько раз вос-

пользовавшись формулами (2.4) и (2.5), то получится верное равенство. Таким

образом уравнение (1.4) для классической системы Калоджеро Мозера доказано.
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2.2 Полуклассическая система с квантовыми импульсами

Рассмотрим систему 𝑁 взаимодействующих частиц со следующими матрица-

ми Лакса:

𝐿𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝛿𝑖𝑗 + ℎ𝜈(1− 𝛿𝑖𝑗)
𝑃𝑖𝑗

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
;

𝑀𝑖𝑗 = 𝜈𝛿𝑖𝑗
∑︁
𝑘 ̸=𝑖

𝑃𝑖𝑘

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
− 𝜈(1− 𝛿𝑖𝑗)

𝑃𝑖𝑗

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)2
.

(2.6)

Тогда ее гамильтониан:

𝐻 =
1

2

∑︁
𝑖,𝑗

(𝐿2)𝑖𝑗 =
1

2

∑︁
𝑖,𝑗,𝑘

𝐿𝑖𝑘𝐿𝑘𝑗 =
1

2

∑︁
𝑖

𝑝2𝑖 −
ℎ2𝜈

2

∑︁
𝑖̸=𝑗

𝑃𝑖𝑗 + 𝜈

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)2
. (2.7)

Здесь были использованы следующие соотношения:

𝑃𝑎𝑏𝑃𝑏𝑐 = 𝑃𝑎𝑐𝑃𝑎𝑏 = 𝑃𝑏𝑐𝑃𝑎𝑐, (2.8)

а также коммутатор [︂
𝑝𝑘,

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑗

]︂
= −ℎ(1− 𝛿𝑘𝑗)

1

(𝑞𝑘 − 𝑞𝑗)2
. (2.9)

В будущем понадобится коммутатор[︂
𝑝𝑘,

1

(𝑞𝑘 − 𝑞𝑗)2

]︂
= −ℎ(1− 𝛿𝑘𝑗)

2

(𝑞𝑘 − 𝑞𝑗)3
. (2.10)

Уравнение Лакса (1.2) приобретает вид:

[𝐻,𝐿] =
1

ℎ2
[𝐿,𝑀 ]. (2.11)

Если расписать подробно каждую часть этого выражения, пользуясь соотноше-

ниями (2.8) и (2.10), то получится:

[𝐻,𝐿]𝑖𝑗 = 2ℎ3𝜈(1− 𝛿𝑖𝑗)
𝑃𝑖𝑗

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)3
− ℎ2𝜈(1− 𝛿𝑖𝑗)

𝑃𝑖𝑗

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)2
(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)−

− 2ℎ3𝜈𝛿𝑖𝑗
∑︁
𝑘 ̸=𝑖,𝑗

𝑃𝑖𝑘 + 𝜈

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)3
; (2.12)
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[𝐿,𝑀 ]𝑖𝑗 = −2ℎ𝜈𝛿𝑖𝑗
∑︁
𝑘 ̸=𝑖,𝑗

𝑃𝑖𝑘 + 𝜈

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)3
− 𝜈(1− 𝛿𝑖𝑗)

𝑃𝑖𝑗

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)2
(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)+

+ 2ℎ𝜈(1− 𝛿𝑖𝑗)
𝑃𝑖𝑗

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)3
. (2.13)

Легко увидеть, что если домножить (2.13) на 1
ℎ2 , то уравнение Лакса (2.11) вы-

полняется. Это значит, что пара Лакса и гамильтониан подобраны верно.

Поскольку мы рассматриваем квантовый случай, то скобки Пуассона в (1.4)

превратятся в коммутатор:

[𝐿1(𝑧), 𝐿2(𝑤)] = [𝑟12(𝑧, 𝑤), 𝐿1(𝑧)]− [𝑟21(𝑤, 𝑧), 𝐿2(𝑤)]. (2.14)

Перейдем к подбору такой 𝑟-матрицы, чтобы (2.14) выполнялось. Добавим в

матрицу Лакса спектральный параметр 𝑧 и для удобства уберем константы:

𝐿𝑖𝑗(𝑧) = 𝛿𝑖𝑗

(︂
𝑝𝑖 +

1

𝑧

)︂
+ (1− 𝛿𝑖𝑗)

(︂
𝑃𝑖𝑗

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
. (2.15)

В случае с классической системой Калоджеро-Мозера и ее 𝑟-матрицей (1.5) в урав-

нении (1.4) фигурируют два матричных пространства. Но наша матрица Лакса,

так как зависит от 𝑅-матрицы, сама по себе действует в двух пространствах: одно

– условно классическое (от простой матрицы), а другое – условно квантовое (из-за

наличия операторов 𝑃𝑖𝑗) [4]. Когда мы тензорно удваиваем пространство 𝐿 для

уравнения (1.4), получается, что в этом уравнении фигурируют матрицы размера

𝑁 2𝑛2𝑁 × 𝑁 2𝑛2𝑁 . Предположим, что матричные элементы 𝑟, которые содержат

в том числе операторы перестановки, имеют размер 𝑛2𝑁 × 𝑛2𝑁 , и обозначим их

𝑃𝑖𝑗|, в отличие от простого 𝑃𝑖𝑗, имеющего размер 𝑛𝑁 ×𝑛𝑁 , то есть содержащего в

два раза меньше матриц в тензорном произведении. Если индексы 𝑃𝑖𝑗| находятся

до черты, то они пробегают значения от 1 до 𝑁 , и оператор действует в одном

пространстве. Если после, то условно от 𝑁 + 1 до 2𝑁 , и оператор действует во

втором пространстве. Если индексы расположены по обе стороны от черты, то

оператор действует в обоих пространствах.

Два оператора, действующие в разных пространствах или в одном, но с разными
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индексами, коммутируют:

[𝑃𝑎𝑏|, 𝑃|𝑎𝑏] = 0;

[𝑃𝑎|𝑏, 𝑃𝑏|𝑎] = 0.
(2.16)

В остальных случаях перестановочные соотношения подобны соотношениям (2.8):

𝑃𝑎|𝑏𝑃|𝑏𝑐 = 𝑃𝑎|𝑐𝑃𝑎|𝑏 = 𝑃|𝑏𝑐𝑃𝑎|𝑐. (2.17)

Если не удваивать квантовое пространство матрицы Лакса, то все равно можно

попытаться найти 𝑟-матрицу. Были проанализированы следующие варианты:

𝑟12 =
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝑃𝑖𝑗

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑗𝑖 −

∑︁
𝑖̸=𝑗

𝑃𝑖𝑗

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑗𝑖;

𝑟12 =
∑︁
𝑖̸=𝑗

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑗𝑖 −

∑︁
𝑖̸=𝑗

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑗𝑖

(2.18)

для 𝐿-матрицы (2.15) без спектрального параметра. Обе они не приводят к вы-

полнению уравнения (2.14).

С удвоением пространства были проверены следующие частные случаи 𝑟-матриц:

𝑟12(𝑧, 𝑤) =
∑︁
𝑖̸=𝑗

(︂
1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧 − 𝑤

)︂
𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑗𝑖 +

∑︁
𝑖̸=𝑗

(︂
1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
− 1

𝑤

)︂
𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑗𝑖+

+

(︂
1

𝑧 − 𝑤
+

1

𝑤

)︂∑︁
𝑖̸=𝑗

𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑖; (2.19)

𝑟12(𝑧, 𝑤) =
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝑃𝑖|𝑖𝑃𝑗|𝑗

(︂
1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧 − 𝑤

)︂
𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑗𝑖−

−
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝑃𝑖|𝑖𝑃𝑗|𝑗

(︂
1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
− 1

𝑤

)︂
𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑗𝑖 +

(︂
1

𝑧 − 𝑤
+

1

𝑤

)︂∑︁
𝑖̸=𝑗

𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑖; (2.20)

𝑟12(𝑧, 𝑤) =
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝐴𝑖𝑗

(︂
1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧 − 𝑤

)︂
𝐸𝑖𝑗⊗𝐸𝑗𝑖−

∑︁
𝑖̸=𝑗

𝐵𝑖𝑗

(︂
1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
− 1

𝑤

)︂
𝐸𝑖𝑖⊗𝐸𝑗𝑖+

+

(︂
1

𝑧 − 𝑤
+

1

𝑤

)︂∑︁
𝑖̸=𝑗

𝐶𝑖𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑖. (2.21)
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Эти 𝑟-матрицы также не приводят к выполнению уравнения (2.14) с матрицей

Лакса (2.15). В последнем случае выражение для коэффициентов 𝐵𝑖𝑗 приводит к

противоречивому результату: получается, что он не должен зависеть от индексов.

По подобию (1.5) для классической системы Калоджеро-Мозера предположим

следующий анзац для нашей 𝑟-матрицы:

𝑟12(𝑧, 𝑤) =
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝐴𝑖𝑗|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗, 𝑧 − 𝑤)𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑗𝑖 −
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝐵𝑖𝑗|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗, 𝑤)𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑗𝑖+

+
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝐶𝑖(𝑧, 𝑤)𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑖 ≡ 𝑟
(1)
12 (𝑧, 𝑤) + 𝑟

(2)
12 (𝑧, 𝑤) + 𝑟

(3)
12 (𝑧, 𝑤). (2.22)

Распишем левую часть уравнения (2.14), используя коммутатор (2.9) без констан-

ты ℎ:

[𝐿1(𝑧), 𝐿2(𝑤)] =
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃|𝑖𝑘

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑖𝑘 −

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃|𝑘𝑖

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖−

−
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃𝑖𝑘|

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘 +

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃𝑘𝑖|

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑖 ⊗ 𝐸𝑘𝑘. (2.23)

Теперь поочередно посчитаем коммутаторы 𝑟
(𝑖)
12 с 𝐿1 и 𝐿2:

[𝐿1(𝑧), 𝑟
(1)
12 (𝑧, 𝑤)] =

=
∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂(︂
𝑝𝑖 +

1

𝑧

)︂
𝐴𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)− 𝐴𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)

(︂
𝑝𝑘 +

1

𝑧

)︂)︂
𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖+

+
∑︁

𝑖̸=𝑗,𝑘 ̸=𝑗

(︂
𝑃𝑖𝑗|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
𝐴𝑗𝑘|(𝑞𝑗 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑗−

−
∑︁

𝑖 ̸=𝑗,𝑖̸=𝑘

𝐴𝑘𝑖|(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑧 − 𝑤)

(︂
𝑃𝑖𝑗|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
𝐸𝑘𝑗 ⊗ 𝐸𝑖𝑘; (2.24)
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[𝐿2(𝑤), 𝑃12𝑟
(1)
12 (𝑤, 𝑧)𝑃12] =

=
∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂(︂
𝑝𝑘 +

1

𝑤

)︂
𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)− 𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)

(︂
𝑝𝑖 +

1

𝑤

)︂)︂
𝐸𝑖𝑘⊗𝐸𝑘𝑖+

+
∑︁

𝑖̸=𝑗,𝑘 ̸=𝑗

(︂
𝑃|𝑖𝑗

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
𝐴|𝑗𝑘(𝑞𝑗 − 𝑞𝑘, 𝑤 − 𝑧)𝐸𝑘𝑗 ⊗ 𝐸𝑖𝑘−

−
∑︁

𝑖̸=𝑗,𝑖̸=𝑘

𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)

(︂
𝑃|𝑖𝑗

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑗; (2.25)

[𝐿1(𝑧), 𝑟
(2)
12 (𝑧, 𝑤)] =

=
∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂(︂
𝑝𝑖 +

1

𝑧

)︂
𝐵𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑤)−𝐵𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑤)

(︂
𝑝𝑖 +

1

𝑧

)︂)︂
𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑘𝑖+

+
∑︁

𝑖̸=𝑗,𝑘 ̸=𝑗

(︂
𝑃𝑖𝑗|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
𝐵𝑗𝑘|(𝑞𝑗 − 𝑞𝑘, 𝑤)𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑘𝑗−

−
∑︁

𝑖̸=𝑗,𝑘 ̸=𝑖

𝐵𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑤)

(︂
𝑃𝑖𝑗|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑘𝑖; (2.26)

[𝐿2(𝑤), 𝑃12𝑟
(2)
12 (𝑤, 𝑧)𝑃12] =

=
∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂(︂
𝑝𝑖 +

1

𝑤

)︂
𝐵|𝑖𝑘(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧)−𝐵|𝑖𝑘(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧)

(︂
𝑝𝑖 +

1

𝑤

)︂)︂
𝐸𝑘𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑖+

+
∑︁

𝑖̸=𝑗,𝑘 ̸=𝑗

(︂
𝑃|𝑖𝑗

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
𝐵|𝑗𝑘(𝑞𝑗 − 𝑞𝑘, 𝑧)𝐸𝑘𝑗 ⊗ 𝐸𝑖𝑗−

−
∑︁

𝑖̸=𝑗,𝑘 ̸=𝑖

𝐵|𝑖𝑘(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧)

(︂
𝑃|𝑖𝑗

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
𝐸𝑘𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑗; (2.27)

[𝐿1(𝑧), 𝑟
(3)
12 (𝑧, 𝑤)] =

∑︁
𝑘

(︂
𝑝𝑘 +

1

𝑧

)︂
𝐶𝑘(𝑧, 𝑤)𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘−

−
∑︁
𝑘

𝐶𝑘(𝑧, 𝑤)

(︂
𝑝𝑘 +

1

𝑧

)︂
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘 +

∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂
𝑃𝑖𝑘|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂
𝐶𝑘(𝑧, 𝑤)𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘−

−
∑︁
𝑘 ̸=𝑖

𝐶𝑘(𝑧, 𝑤)

(︂
𝑃𝑘𝑖|

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑧

)︂
𝐸𝑘𝑖 ⊗ 𝐸𝑘𝑘; (2.28)
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[𝐿2(𝑤), 𝑃12𝑟
(3)
12 (𝑤, 𝑧)𝑃12] =

∑︁
𝑘

(︂
𝑝𝑘 +

1

𝑤

)︂
𝐶𝑘(𝑤, 𝑧)𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘−

−
∑︁
𝑘

𝐶𝑘(𝑤, 𝑧)

(︂
𝑝𝑘 +

1

𝑤

)︂
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘 +

∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂
𝑃|𝑖𝑘

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑤

)︂
𝐶𝑘(𝑤, 𝑧)𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑖𝑘−

−
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝐶𝑘(𝑤, 𝑧)

(︂
𝑃|𝑘𝑖

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑤

)︂
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖. (2.29)

Если собрать слагаемые с множителями вида 𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑗 с 𝑖 ̸= 𝑗 ̸= 𝑘 (их сумма

должна быть равна нулю), то можно получить условия на коэффициенты 𝐴 и 𝐵:(︂
𝑃𝑖𝑗|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
𝐵𝑗𝑘|(𝑞𝑗 − 𝑞𝑘, 𝑤) =

(︂
𝑃|𝑘𝑗

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
𝐵|𝑗𝑖(𝑞𝑗 − 𝑞𝑖, 𝑧); (2.30)

(︂
𝑃𝑖𝑗|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
𝐴𝑗𝑘|(𝑞𝑗 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤) + 𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)

(︂
𝑃|𝑖𝑗

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
−

−𝐵|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑧)

(︂
𝑃|𝑘𝑗

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
= 0. (2.31)

Введем оператор "большой перестановки": P = 𝑃1|1𝑃2|2...𝑃𝑁 |𝑁 . Он действует та-

ким образом, что меняет пространство действия оператора:

P𝑃𝑖𝑗| = 𝑃|𝑖𝑗P. (2.32)

Квадрат P равен единице.

Можно предположить, исходя из (2.30) и (2.32), что коэффициент 𝐵 равен

𝐵𝑗𝑘|(𝑞𝑗 − 𝑞𝑘, 𝑤) = P

(︂
𝑃𝑗𝑘|

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
. (2.33)

Тогда (2.30) превращается в верное равенство:(︂
𝑃𝑖𝑗|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
P

(︂
𝑃𝑗𝑘|

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
=

(︂
𝑃|𝑘𝑗

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
P

(︂
𝑃𝑗𝑖|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
,

если перенести P вправо и учесть, что, согласно (2.17), матрицы перестановки,

действующие в разных пространствах, коммутируют, и 𝑃𝑖𝑗 = 𝑃𝑗𝑖. (2.31) превра-

щается в условие на 𝐴:(︂
𝑃𝑖𝑗|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
𝐴𝑗𝑘|(𝑞𝑗 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤) + 𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)

(︂
𝑃|𝑖𝑗

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
−

−P

(︂
𝑃|𝑘𝑖

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂(︂
𝑃|𝑘𝑗

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
= 0. (2.34)
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Очевидно, коэффициент 𝐴 тоже зависит от P, но подобрать его вид сложнее.

Также для 𝐴 есть условие, получающееся из слагаемых в (2.24) и (2.25) с множи-

телями вида 𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖:

𝑝𝑖𝐴𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)− 𝐴𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)𝑝𝑘 =

= 𝑝𝑘𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)− 𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)𝑝𝑖. (2.35)

Слагаемые с множителями вида 𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘 в (2.28) и (2.29) сокращаются, если

предположить, что 𝐶𝑘 коммутирует с 𝑝𝑘, что, скорее всего, так и есть.

Остаются лишь слагаемые такого же вида, как в (2.23). Если собрать каждое из

них, используя (2.9) для коммутатора [𝐵𝑖𝑗(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗, 𝑧), 𝑝𝑘], то получаются соотно-

шения:

−
∑︁
𝑖 ̸=𝑘

𝑃|𝑖𝑘

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑘⊗𝐸𝑖𝑘 = −

∑︁
𝑖 ̸=𝑘

𝐴𝑘𝑖|(𝑞𝑘−𝑞𝑖, 𝑧−𝑤)

(︂
𝑃𝑖𝑘|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂
𝐸𝑘𝑘⊗𝐸𝑖𝑘+

+
∑︁
𝑖̸=𝑘

P𝑃𝑘𝑖|
1

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑖𝑘 −

∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂
𝑃|𝑖𝑘

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑤

)︂
𝐶𝑘(𝑤, 𝑧)𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑖𝑘; (2.36)

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃|𝑘𝑖

(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖)2
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖 =

∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂
𝑃𝑘𝑖|

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑧

)︂
𝐴𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖+

+
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝐶𝑘(𝑤, 𝑧)

(︂
𝑃|𝑘𝑖

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑤

)︂
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖; (2.37)

−
∑︁
𝑖 ̸=𝑘

𝑃𝑖𝑘|

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑖𝑘 ⊗𝐸𝑘𝑘 =

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤− 𝑧)

(︂
𝑃|𝑖𝑘

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑤

)︂
𝐸𝑖𝑘 ⊗𝐸𝑘𝑘−

−
∑︁
𝑖 ̸=𝑘

P𝑃𝑘𝑖|
1

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘 +

∑︁
𝑖 ̸=𝑘

(︂
𝑃𝑖𝑘|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂
𝐶𝑘(𝑧, 𝑤)𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘; (2.38)

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃𝑘𝑖|

(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖)2
𝐸𝑘𝑖 ⊗𝐸𝑘𝑘 = −

∑︁
𝑖 ̸=𝑘

(︂
𝑃|𝑘𝑖

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑤

)︂
𝐴|𝑖𝑘(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑤 − 𝑧)𝐸𝑘𝑖 ⊗𝐸𝑘𝑘−

−
∑︁
𝑘 ̸=𝑖

𝐶𝑘(𝑧, 𝑤)

(︂
𝑃𝑘𝑖|

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑧

)︂
𝐸𝑘𝑖 ⊗ 𝐸𝑘𝑘. (2.39)
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Таким образом, если положить коэффициент 𝐵 таким, как в (2.30), то на ко-

эффициент 𝐴 возникает два условия: (2.31), (2.35). 4 условия выше определяют

коэффициент 𝐶, если знать вид 𝐴.
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2.3 Полуклассическая система с классическими импульса-

ми

Рассмотрим систему 𝑁 взаимодействующих частиц со следующими матрица-

ми Лакса:

𝐿𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝛿𝑖𝑗 + (1− 𝛿𝑖𝑗)
𝑃𝑖𝑗

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
;

𝑀𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗

⎛⎝∑︁
𝑘 ̸=𝑖

𝑃𝑖𝑘

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
+

1

2

∑︁
𝑘

𝑝2𝑘 −
1

2

∑︁
𝑘 ̸=𝑙

1 + 𝑃𝑘𝑙

(𝑞𝑘 − 𝑞𝑙)2

⎞⎠− (1− 𝛿𝑖𝑗)
𝑃𝑖𝑗

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)2
.

(2.40)

Тогда ее гамильтониан:

𝐻 =
1

2
𝑇𝑟(𝐿2) =

1

2

∑︁
𝑖,𝑗

𝐿𝑖𝑗𝐿𝑗𝑖 =
1

2

∑︁
𝑖

𝑝2𝑖 −
1

2

∑︁
𝑖̸=𝑗

1

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)2
. (2.41)

Интересно, что этот гамильтониан повторяет гамильтониан (1.1) классической си-

стемы Калоджеро-Мозера в рациональном случае, хотя в нашей системе у частиц

присутствуют спины.

Уравнение Лакса (1.2) приобретает вид:

𝐿̇ = [𝐿,𝑀 ]. (2.42)

Если расписать подробно каждую часть этого выражения, пользуясь соотноше-

ниями (2.8), то получится:

𝐿̇𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝛿𝑖𝑗 − (1− 𝛿𝑖𝑗)
𝑃𝑖𝑗

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)2
(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗); (2.43)

[𝐿,𝑀 ]𝑖𝑗 = −2𝛿𝑖𝑗
∑︁
𝑘 ̸=𝑖

1

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)3
− (1− 𝛿𝑖𝑗)

𝑃𝑖𝑗

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)2
(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗). (2.44)

При условии, что эти выражения равны, получаем классические уравнения дви-

жения, получающиеся из гамильтониана (2.41):

𝑝𝑖 = −2
∑︁
𝑘 ̸=𝑖

1

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)3
;

𝑞𝑖 = 𝑝𝑖.

(2.45)
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Будем искать 𝑟-матрицу в том же виде (2.22) для уравнения (1.4). Так как 𝐿

для обоих случаев одинакова и имеет вид (2.15), то правая часть уравнения будет

точно такая же, как в квантовом случае: (2.24)-(2.29). Остается посчитать только

левую часть:

{𝐿1(𝑧), 𝐿2(𝑤)} =
∑︁
𝑘

(︂
𝜕𝐿1(𝑧)

𝜕𝑝𝑘

𝜕𝐿2(𝑤)

𝜕𝑞𝑘
− 𝜕𝐿2(𝑤)

𝜕𝑝𝑘

𝜕𝐿1(𝑧)

𝜕𝑞𝑘

)︂
=

= −
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃|𝑘𝑖
1

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖 +

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃|𝑖𝑘
1

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑖𝑘+

+
∑︁
𝑖 ̸=𝑘

𝑃𝑘𝑖|
1

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑖 ⊗ 𝐸𝑘𝑘 −

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃𝑖𝑘|
1

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘. (2.46)

Мы видим, что скобка Пуассона имеет абсолютно тот же вид, что (2.23). Значит,

условия на коэффициенты 𝐴, 𝐵 и 𝐶 одинаковые для обоих случаев, за исключе-

нием (2.36) и (2.38), так как коммутатор [𝐵𝑖𝑗(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗, 𝑧), 𝑝𝑘] теперь равен нулю:

−
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃|𝑖𝑘

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑘⊗𝐸𝑖𝑘 = −

∑︁
𝑖 ̸=𝑘

𝐴𝑘𝑖|(𝑞𝑘−𝑞𝑖, 𝑧−𝑤)

(︂
𝑃𝑖𝑘|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂
𝐸𝑘𝑘⊗𝐸𝑖𝑘−

−
∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂
𝑃|𝑖𝑘

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑤

)︂
𝐶𝑘(𝑤, 𝑧)𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑖𝑘; (2.47)

−
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃𝑖𝑘|

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑖𝑘 ⊗𝐸𝑘𝑘 =

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤− 𝑧)

(︂
𝑃|𝑖𝑘

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑤

)︂
𝐸𝑖𝑘 ⊗𝐸𝑘𝑘+

+
∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂
𝑃𝑖𝑘|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂
𝐶𝑘(𝑧, 𝑤)𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘. (2.48)
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3 Заключение

В данной работе проводился поиск 𝑟-матриц для систем частиц со спинами,

подобных классической системе Калоджеро-Мозера. Так как уже доказано, что

системы интегрируемы, то известно, что эта матрица существует.

𝑟-матрица должна удовлетворять уравнению (1.4) в случае с классическими

импульсами:

{𝐿1(𝑧), 𝐿2(𝑤)} = [𝑟12(𝑧, 𝑤), 𝐿1(𝑧)]− [𝑟21(𝑤, 𝑧), 𝐿2(𝑤)], (3.1)

и уравнению (2.14) в случае с квантовыми импульсами:

[𝐿1(𝑧), 𝐿2(𝑤)] = [𝑟12(𝑧, 𝑤), 𝐿1(𝑧)]− [𝑟21(𝑤, 𝑧), 𝐿2(𝑤)]. (3.2)

Для знакомства с техникой проверки уравнения (1.4) оно было проверено для

классической системы Калоджеро-Мозера с матрицей Лакса (1.3) и 𝑟-матрицей

(1.5).

Для полуклассической модели с квантовыми импульсами были проверены несколь-

ко частных случаев 𝑟-матрицы: без удвоения квантового пространства матрицы

Лакса – (2.18), с удвоением – (2.19)-(2.21). Они не выполняют уравнение (2.14),

поэтому искомой матрицей не являются.

Затем 𝑟-матрица искалась в более общем виде (2.22):

𝑟12(𝑧, 𝑤) =
∑︁
𝑖 ̸=𝑗

𝐴𝑖𝑗|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗, 𝑧 − 𝑤)𝐸𝑖𝑗 ⊗ 𝐸𝑗𝑖 −
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝐵𝑖𝑗|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗, 𝑤)𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑗𝑖+

+
∑︁
𝑖 ̸=𝑗

𝐶𝑖(𝑧, 𝑤)𝐸𝑖𝑖 ⊗ 𝐸𝑖𝑖 ≡ 𝑟
(1)
12 (𝑧, 𝑤) + 𝑟

(2)
12 (𝑧, 𝑤) + 𝑟

(3)
12 (𝑧, 𝑤). (3.3)

Целью было получить уравнения на коэффициенты 𝐴, 𝐵 и 𝐶, исходя из того,

что эта 𝑟-матрица должна удовлетворять уравнению (2.14) для случая с кванто-

выми импульсами и (1.4) – с классическими.

Был получен явный вид 𝐵 (2.33), он одинаков для обоих случаев полукласси-

ческой модели:

𝐵𝑗𝑘|(𝑞𝑗 − 𝑞𝑘, 𝑤) = P

(︂
𝑃𝑗𝑘|

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
. (3.4)
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Также были получены условия на 𝐴 и 𝐶: (2.34)-(2.39) для случая с квантовыми

импульсами:(︂
𝑃𝑖𝑗|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
𝐴𝑗𝑘|(𝑞𝑗 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤) + 𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)

(︂
𝑃|𝑖𝑗

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
−

−P

(︂
𝑃|𝑘𝑖

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂(︂
𝑃|𝑘𝑗

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
= 0; (3.5)

𝑝𝑖𝐴𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)− 𝐴𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)𝑝𝑘 =

= 𝑝𝑘𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)− 𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)𝑝𝑖; (3.6)

−
∑︁
𝑖 ̸=𝑘

𝑃|𝑖𝑘

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑘⊗𝐸𝑖𝑘 = −

∑︁
𝑖 ̸=𝑘

𝐴𝑘𝑖|(𝑞𝑘−𝑞𝑖, 𝑧−𝑤)

(︂
𝑃𝑖𝑘|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂
𝐸𝑘𝑘⊗𝐸𝑖𝑘+

+
∑︁
𝑖̸=𝑘

P𝑃𝑘𝑖|
1

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑖𝑘 −

∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂
𝑃|𝑖𝑘

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑤

)︂
𝐶𝑘(𝑤, 𝑧)𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑖𝑘; (3.7)

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃|𝑘𝑖

(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖)2
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖 =

∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂
𝑃𝑘𝑖|

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑧

)︂
𝐴𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖+

+
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝐶𝑘(𝑤, 𝑧)

(︂
𝑃|𝑘𝑖

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑤

)︂
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖; (3.8)

−
∑︁
𝑖 ̸=𝑘

𝑃𝑖𝑘|

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑖𝑘 ⊗𝐸𝑘𝑘 =

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤− 𝑧)

(︂
𝑃|𝑖𝑘

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑤

)︂
𝐸𝑖𝑘 ⊗𝐸𝑘𝑘−

−
∑︁
𝑖 ̸=𝑘

P𝑃𝑘𝑖|
1

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘 +

∑︁
𝑖 ̸=𝑘

(︂
𝑃𝑖𝑘|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂
𝐶𝑘(𝑧, 𝑤)𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘; (3.9)

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃𝑘𝑖|

(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖)2
𝐸𝑘𝑖 ⊗𝐸𝑘𝑘 = −

∑︁
𝑖 ̸=𝑘

(︂
𝑃|𝑘𝑖

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑤

)︂
𝐴|𝑖𝑘(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑤 − 𝑧)𝐸𝑘𝑖 ⊗𝐸𝑘𝑘−

−
∑︁
𝑘 ̸=𝑖

𝐶𝑘(𝑧, 𝑤)

(︂
𝑃𝑘𝑖|

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑧

)︂
𝐸𝑘𝑖 ⊗ 𝐸𝑘𝑘. (3.10)
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И (2.34), (2.35), (2.37), (2.39), (2.47), (2.48) для случая с классическими им-

пульсами:(︂
𝑃𝑖𝑗|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑧

)︂
𝐴𝑗𝑘|(𝑞𝑗 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤) + 𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)

(︂
𝑃|𝑖𝑗

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
−

−P

(︂
𝑃|𝑘𝑖

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂(︂
𝑃|𝑘𝑗

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑗
+

1

𝑤

)︂
= 0; (3.11)

𝑝𝑖𝐴𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)− 𝐴𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)𝑝𝑘 =

= 𝑝𝑘𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)− 𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤 − 𝑧)𝑝𝑖; (3.12)

−
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃|𝑖𝑘

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑘𝑘⊗𝐸𝑖𝑘 = −

∑︁
𝑖 ̸=𝑘

𝐴𝑘𝑖|(𝑞𝑘−𝑞𝑖, 𝑧−𝑤)

(︂
𝑃𝑖𝑘|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂
𝐸𝑘𝑘⊗𝐸𝑖𝑘−

−
∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂
𝑃|𝑖𝑘

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑤

)︂
𝐶𝑘(𝑤, 𝑧)𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑖𝑘; (3.13)

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃|𝑘𝑖

(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖)2
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖 =

∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂
𝑃𝑘𝑖|

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑧

)︂
𝐴𝑖𝑘|(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑧 − 𝑤)𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖+

+
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝐶𝑘(𝑤, 𝑧)

(︂
𝑃|𝑘𝑖

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑤

)︂
𝐸𝑘𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑖; (3.14)

−
∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃𝑖𝑘|

(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘)2
𝐸𝑖𝑘 ⊗𝐸𝑘𝑘 =

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝐴|𝑘𝑖(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖, 𝑤− 𝑧)

(︂
𝑃|𝑖𝑘

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑤

)︂
𝐸𝑖𝑘 ⊗𝐸𝑘𝑘+

+
∑︁
𝑖̸=𝑘

(︂
𝑃𝑖𝑘|

1

𝑞𝑖 − 𝑞𝑘
+

1

𝑧

)︂
𝐶𝑘(𝑧, 𝑤)𝐸𝑖𝑘 ⊗ 𝐸𝑘𝑘; (3.15)

∑︁
𝑖̸=𝑘

𝑃𝑘𝑖|

(𝑞𝑘 − 𝑞𝑖)2
𝐸𝑘𝑖 ⊗𝐸𝑘𝑘 = −

∑︁
𝑖 ̸=𝑘

(︂
𝑃|𝑘𝑖

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑤

)︂
𝐴|𝑖𝑘(𝑞𝑖 − 𝑞𝑘, 𝑤 − 𝑧)𝐸𝑘𝑖 ⊗𝐸𝑘𝑘−

−
∑︁
𝑘 ̸=𝑖

𝐶𝑘(𝑧, 𝑤)

(︂
𝑃𝑘𝑖|

1

𝑞𝑘 − 𝑞𝑖
+

1

𝑧

)︂
𝐸𝑘𝑖 ⊗ 𝐸𝑘𝑘. (3.16)
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