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Аннотация
В данной работе будет рассмотрено поведение пропагаторов и их

форм-факторов в калибровке Ландау в SU(3) КХД с числом флэйво

ров 𝑁𝑓 = 2 + 1 при ненулевой изоспиновой плотности. Симуляции, ис

пользованные в работе, производились для динамических фермионов в

формулировке Когута-Сасскинда и улучшенного калибровоччного дей

ствия Симанчика. Для фиксации калибровки использовался комбиниро

ванный алгоритм имитации отжига (simulated annealing) и оверрелакса

ции. Учёт автокорреляций наблюдаемых производился с помощью ал

горитма Γ-метода. Поведение пропагаторов в инфракрасной области ис

следовано с помощью масс экранирования в хромоэлектрическом и хро

момагнитном секторах. Обнаружены интересные особенности поведения

хромомагнитной массы экранирования в области перехода конфайнмент

деконфайнмент, которое отличается от ожидаемого, однако требуется

дальнейшее уточнение и проверка результатов.
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1. Введение

Теория сильных взаимодействий описывает формирование и взаи

модействие всего многообразия частиц адронной материи: барионов и

мезонов. Сильное взимодействие отвественно за их свойства, в частности,

вносит основной вклад в массы этих частиц и определяет их спектр.

Кроме того, оно описывает свойства материи при различных температу

рах и плотностях энергии, как, например, в состоянии кварк-глюонной

плазмы, которое может кратковременно наблюдаться в столкновениях

тяжёлых ионов на ускорителях, а также, предположительно, описывает

состояние вещества в ранней вселенной и ядрах нейтронных звёзд.

Наиболее полной и общепринятой теорией сильных взаимодействий

на данный момент является квантовая хромодинамика (КХД) - теория

взаимодействия частиц и неабелевого калибровочного поля Янга-Миллса

[1] с SU(3) симметрийной группой Ли. В ней частицами материи (ферми

онами) являются кварки, а переносчиками взаимодействия (бозонами) -

безмассовые глюоны. Теория обладает рядом нетривиальных свойств. В

отличие от квантовой элекродинамики (КЭД), константа связи уменьша

ется при увеличиении энергетического масштаба (уменьшении характер

ного масштаба длины), прояляется так называемое антиэкранирование и,

как следствие, теория ассимптотически свободна [2,3]. При увеличениии

расстояния константа взаимодействия растёт. Здесь проявляется другая

важная особенность теории - конфайнмент цвета. Каждый отдельный

кварк обладает цветовым зарядом и преобразуется как триплет в фун

даментальном представлении калибровочной группы, глюоны преобра

зуются как октет, лежащий в присоединённом представлении (т.е., в

отличие от КЭД сами обладают зарядом относительно группы и мо

гут взаимодейтсвовать между собой), а любые возможные наблюдаемые
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их комбинации преобразуются тривиально относительно калибровочной

группы - являются бесцветными комбинациями. Это, в частности, про

является как адронизция пучков партонов при столкновенияъ частиц.

Механизм конфайнмента является одним из главных объектов изучения

КХД. Для его объяснения предолжены различные модели, такие как

модель дуального сверхповодника[4,5] и бозонной струны[6,7].

Исследования в области квантовой хромодинамики с ненулевой ба

рионной плотностью имеют множество приложений от космологии и аст

рофизики до изучения столкновения тяжёлых ионов, например, в таких

экспериментах, как FAIR и NICA. Решёточные симуляции этих процессов

являются наиболее естественным подходом, так как КХД представляет

собой сильно скоррелированную систему. В трёхцветных SU(3) моделях с

конечным химпотенциалом появляется проблема комплексности ферми

онного детерминанта. Её возможно избежать, используя абсолютное зна

чение детерминанта, однако это приводит к большим флуктациям фазы

и, как следствие, проблеме знака в численных расчётах[8]. Существуют

различные эффективные модели, позволяющие избежать эту проблему

однако они являются недостаточным приближением, а систематическа

ошибки, вносимые моделью, плохо поддаются оценке[9-11].

Для изучения свойств плотной барионной материи используют си

стемы, похожие на КХД, но не имеющие проблемы знака, такие как

двухцветная SU(2) модель с конечной барионной плотностью[12] или

КХД с ненулевым киральным химпотенциалом[13-15].

В настоящее время активно изучается SU(2) КХД с ненулевой ба

рионной плотностью. В частности, хорошо изучены фазовая диаграмма

и некоторые свойства плотной барионной материи в этой модели. В 2018

году был получен выжный результат[16] - наблюдение перехода конфай

нмент-деконфайнмент в сверплотной холодной барионной материи двух
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Рис. 1. Предполагаемая фазовая диаграма КХД в плоскости (𝑇, 𝜇) для двух безмасс

совых кварков(слева) и двух вырожденных по массе лёгких кварков с добавлением

третьего(справа)[17].

цветной КХД.

Кроме того, активным направлением исследований является изу

чение полной SU(3) КХД с ненулевым значением химпотенциала, её

фазовая диаграмма(см. рис. 1) хорошо изучена при низких значениях

плотности изоспина с целью нахождения трёхкритической точки(на гра

фике слева) или конечной точки второго рода (на графике справа) для

линии фазового перехода первого рода, но область высоких значений

химпотенциала исследована не настолько глубоко.

Результаты исследований в области больших значений плотности

изоспина важны для понимания процессов в плотной барионной материи.

В работе 2019 года[18] было исследовано натяжение струны и впервые

былы получены результаты, свидетельствующие о наблюдении перехода

конфайнмент-деконфайнмент в плотной КХД.

В данной работе будет рассмотрено поведение глюонных пропагато

ров и форм-факторов в калибровке Ландау в зависимости от плотности

изоспина. В инфракрасной области будет произведена оценка масс экра

нирования в хромэлектрическом и хромомагнитном секторах.
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2. КХД на решётке

2.1. Взаимосвязь квантовой теории поля и статистической

механики

В пространстве Минковского функциональный интеграл по траек

ториям определеяется следующим образом:

𝑍 =

∫
𝐷𝜑 exp(𝑖𝑆[𝜑]) =

∫
𝐷𝜑 exp(𝑖

∫
𝑑𝑑ℒ(𝜑)), (1)

где 𝐷𝜑 - функциональная мера интегрирования, ℒ(𝜑)- лагранжиан, ин

тегрирование производится по 𝑑-мерному пространству-времени. Произ

водя поворот Вика, переходим к мнимому времени 𝑡 → −𝑖𝑡𝐸, получаем

евклидов функциональный интеграл с действием 𝑆𝐸

𝑍 =

∫
𝐷𝜑𝑒𝑥𝑝(−𝑆𝐸[𝜑]), (2)

что говорит об аналогии с классической статистической механикой. Кро

ме того, можно записать статсумму квантовомеханической системы че

рез сумму по состояниям [19] :

𝑍 = 𝑇𝑟exp−𝛽𝐻 =
∑︁
𝑛

⟨𝑛| exp−𝛽𝐻 |𝑛⟩. (3)

Заменяя время 𝑡 на −𝑖𝛽 и суммируя по одинаковым конечным и на

чальным состояниям |𝑞𝐼⟩ = |𝑞𝐹 ⟩ = |𝑛⟩ для интеграла по траекториям в

формулировке Дирака ⟨𝐹 | exp−𝑖𝐻𝑡|𝐼⟩, получаем

𝑍 = 𝑇𝑟exp−𝛽𝐻 =

∫
𝑃𝐵𝐶

𝐷𝑞 exp(−
𝛽∫
0

𝑑𝜏𝐿(𝑞)), (4)

где лагранжиан соответствует гамильтониану 𝐻 в евклидовом времени

𝜏 . Интегрирование производится от 0 до 𝛽, взятие следа подразумевает

равные коненые и начальные состояния, а значит периодичческие гран.
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условия. Этот результат обобщается для случая теории поля в 𝐷 + 1

пространстве-времени:

𝑍 = 𝑇𝑟exp−𝛽𝐻 =

∫
𝑃𝐵𝐶

𝐷𝜑 exp(−
𝛽∫
0

𝑑𝜏

∫
𝑑𝐷𝐿(𝜑)) (5)

с гран. условием 𝜑(�⃗�, 0) = 𝜑(�⃗�, 𝛽). Получаем соответсвтвие между (𝐷 +

1)-мерной евклидовой к.т.п. и 𝐷-мерной квантовой статистической меха

никой.

2.2. Формулировка непрерывной КХД в евклидовом времени

Лагранжиан КХД в непрерывной теории c мнимым временем запи

сывается следующим образом:

ℒ𝐸
𝑄𝐶𝐷 =

𝑁𝑓∑︁
𝑓=1

𝜓𝑓 , 𝑎(𝛾𝜇𝐷𝜇,𝑎𝑏 +𝑚𝑓𝛿𝑎𝑏)𝜓𝑓,𝑏 +
1

2
𝑇𝑟[𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈], (6)

где цветные индексы пробегают значения 𝑎, 𝑏 = 1, ..., 𝑁 для группы

SU(N), 𝑓 - флейворный индекс принимает значения от 1 до 𝑁𝑓 , 𝛾𝜇 - набор

Евклидовых гамма-матриц, 𝜓 - кварковые поля, трансформирующиеся

по фундаментальному представлению группы SU(N). Ковариантная про

изводная

𝐷𝜇,𝑎𝑏 = 𝜕𝜇𝛿𝑎,𝑏 + 𝑖𝑔𝑠𝐴𝜇,𝑎𝑏 (7)

включает в себя константу связи 𝑔𝑠 и калибрвочное поле 𝐴𝜇,𝑎𝑏, кото

рое иможет быть разложено по базису алгебры Ли su(n) - бесследовых

эрмитовых матриц - генераторов группы 𝑆𝑈(𝑁), преобразующихся по

присоединённому представлению:

𝐴𝜇 =
𝑁2−1∑︁
𝑖=1

𝐴𝜇,𝑖𝑇𝑖. (8)
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Тогда тензор напряжённости поля 𝐹𝜇𝜈 может быть записан как

𝐹𝜇𝜈 =
𝑁2−1∑︁
𝑖=1

(𝜕𝜇𝐴𝜈,𝑖 − 𝜕𝜈𝐴𝜇,𝑖 − 𝑓𝑖𝑗𝑘𝐴𝜇,𝑗𝐴𝜈,𝑘)𝑇𝑖, (9)

где 𝑓𝑖𝑗𝑘 - структурные константы группы,

[𝑇𝑖, 𝑇𝑗] = 𝑖𝑓𝑖𝑗𝑘𝑇𝑘. (10)

Статсумма КХД системы в данном формализме имеет вид:

𝑍 =

∫
𝐷𝐴𝜇𝐷𝜓𝐷𝜓 exp(−𝑆𝐹 (𝜓, 𝜓,𝐴𝜇)− 𝑆𝐺(𝐴𝜇)), (11)

где 𝑆𝐺 и 𝑆𝐹 - калибровочная и фермионная части действия соответствен

но.

2.3. Введение решёточной дискретизации

Обычно при расчётах в квантовой теории поля используется ап

парат теории возмущений; при этом возникают расходимости, которые

необходимо устранить, для чего используются различные методы ре

гуляризации, например, размерная регуляризация[19-21], обрезание по

испульсу[19,21], регуляризация Паули-Вилларса[19,21,22]. Альтернатив

ным путём является дискретизация пространства-времени гиперкубиче

ской решёткой Z𝑑 c периодом 𝑎, являщимся минимальным масштабом

в теории. Таким образом вводится естественный ультрафиолетовый ре

гулятор ∼ 1
𝑎 . Непрерывная теория должна восстанавливаться в пределе

𝑎→0. Динамическими переменными являются поля материи в узлах ре

шётки и калибровочные поля на рёбрах (линках), а производные полей

заменяются конечными разностями. Фермионные поля 𝜓(𝑛) в узлах пре

образуются под действием элементов группы

𝜓(𝑛) → 𝜓′(𝑛) = Ω(𝑛)𝜓(𝑛), 𝜓(𝑛) → 𝜓′(𝑛) = 𝜓(𝑛)Ω(𝑛)†. (12)
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Действие теории должно включать члены типа 𝜓(𝑛)𝑈𝜇(𝑛)𝜓(𝑛 + 𝜇) где

линковые переменные 𝑈𝜇(𝑛) в направлении �̂� из требования инвариант

ности действия должны преобразовываться следующим образом:

𝑈𝜇(𝑛)→𝑈 ′
𝜇(𝑛) = Ω(𝑛)𝑈𝜇Ω(𝑛+ 𝜇)†. (13)

Естественно, 𝑈−𝜇(𝑛)≡𝑈𝜇(𝑛− �̂�)†. Среднее вакуумное значение наблюда

емой 𝑂, которое также может быть произведением нескольких наблюда

емых, вычисляется через евклидов интеграл по путям

⟨𝑂⟩ = 1

𝑍

∫
𝒟[𝑈 ] exp (−𝑆𝐺[𝑈 ])𝑂[𝑈 ] (14)

с калибровочным действием 𝑆𝐺[𝑈 ] и статсуммой

𝑍 =

∫
𝒟[𝑈 ] exp(−𝑆𝐺[𝑈 ]). (15)

Решётоная регуляризация сохраняет большое количество локальных и

глобальных симмметрий непрерывной теории, однако, нарушает 𝑂(𝑑)

симметрию до гиперкубической,а также явно нарушает киральную сим

метрию для даже для случая безмассовых фермионов[17,23,24]. Регу

ляризованные таким образом функциональные интегралы могут быть

посчитаны непертурбативными методами (например, стохастическими

методами Монте-Карло симуляций), что позволяет производить расчёты

КХД в режиме сильной связи, когда константа связи 𝑔 не является малой

величиной, то есть в областях перехода конфайнмент-деконфайнмент.

2.4. Генерация конфигураций

В процессе Монте-Карло важно получать конфигурации с желае

мым распределением. Эффектиным подходом является гомогенный мар

ковский процесс - стохастический, сильно эргодический процесс, сходя

щийся к фиксированной точке в конфигурационном пространстве. Для
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определения подмножества конфигураций, взвешенных с больцманов

ским фактором 𝑃 (𝑈) ∝ exp(−𝛽𝑆[𝑈 ]), используется выборка по значимо

сти, которая приводит к последовательности конфигураций (марковской

цепи), распределенных согласно данной плотности вероятности. Каждая

новая конфигурация зависит только от предшествующей и генерируется

с вероятностью перехода 𝑇 (𝑈 ′ = 𝑈𝑡+1|𝑈 = 𝑈𝑡), где 𝑡 - шаг симуляции,

"компьютерное время". Вероятность перехода удовлетворяет свойствам

06𝑇 (𝑈 ′|𝑈)61,
∑︁
𝑈 ′

𝑇 (𝑈 ′|𝑈) = 1. (16)

Когда система приходит в равновесие, должно удовлетворяться уравне

ние баланса: ∑︁
𝑈

𝑇 (𝑈 ′|𝑈)𝑃 (𝑈) =
∑︁
𝑈

𝑇 (𝑈 |𝑈 ′)𝑃 (𝑈 ′). (17)

Учитывая условие полноты, можно написать∑︁
𝑈

𝑇 (𝑈 |𝑈 ′)𝑃 (𝑈 ′) = 𝑃 (𝑈), (18)

что говорит о том, что равновесное распределение 𝑃 (𝑈) - фиксированная

точка марковской цепи. Достаточным условием для решения уравнения

баланса является равенство членов сумм, что приводит к уравнению

детального баланса:

𝑇 (𝑈 ′|𝑈)𝑃 (𝑈) = 𝑇 (𝑈 |𝑈 ′)𝑃 (𝑈 ′), (19)

на основе которого выполняется алгоритм Метрополиса для генерации

кандитатов конфигураций для следующего шага симуляции.
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3. Симуляции с ненулевой изоспиновой плотностью

Чтобы учесть эффекты ненулевой плотности кварков, необходимо

расширить статсумму большого канонического ансамбля статистической

системы c помощью оператора количества кварков 𝑁𝑞:

𝑍(𝑇, 𝜇) = 𝑇𝑟[exp(−(�̂� − 𝜇�̂�𝑞)/𝑇 )], (20)

где 𝜇 - кварковый химпотенциал. Учитывая целочисленность оператора

�̂�𝑞, можно разложить статсумму в ряд по каноническим статсуммам

𝑍𝑛(𝑇 ) (fugacity expansion) для числа кварков 𝑛 [17]:

𝑍(𝑇, 𝜇) =
∑︁
𝑛

(exp(𝜇/𝑇 ))𝑛𝑍𝑛(𝑇 ). (21)

Используя статсумму большого канонического ансамбля, теперь можно

вычислять наблюдаемые, например плотность кваркового числа

𝑛𝑞≡
1

𝑉
⟨�̂�𝑞⟩ =

𝑇

𝑉

𝜕log𝑍

𝜕𝜇
. (22)

В большинстве сценариев, когда рассматривается сжатие или нагревание

КХД системы, достаточно учитывать вклад только трёх лёгких ароматов

кварков 𝑓 = 𝑢, 𝑑, 𝑠. Однако, вместо вычислений в флэйворном базисе

можно ввести три независимые их комбинации[25,26]:

𝜇𝐵 =
3

2
(𝜇𝑢 + 𝜇𝑑), 𝜇𝐼 =

1

2
(𝜇𝑢 − 𝜇𝑑), 𝜇𝑆 = −𝜇𝑠, (23)

В работе вычисления производятся для КХД с 𝑁𝑓 = 2 + 1 флэйворами

кварков: двух вырожденных по массе 𝑚𝑢 = 𝑚𝑑 ≡ 𝑚𝑢𝑑. Статсумма

определяется как интеграл по путям для полей 𝑈 на линках простран

ственно-временной решётки размером 𝑁 3
𝑠 ×𝑁𝑡. Она записывается в виде:

𝑍 =

∫
𝐷𝑈𝑒−𝛽𝑆𝐺[𝑈 ] × 𝑑𝑒𝑡[𝑀 †

𝑢𝑑(𝜇𝐼)𝑀𝑢𝑑(𝜇𝐼) + 𝜆2]
1
4𝑑𝑒𝑡𝑀

1
4
𝑠 (24)
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c матрицами 𝑀𝑢𝑑 и 𝑀𝑠 для лёгких и странного кварка соответствен

но и инфракрасным регулятором 𝜆, введённым для обрезания нулевых

мод оператора Дирака,а также для детектирования фазового перехода в

конечном объёме. Функциональное интегрирование происходит во всём

объёме группового многообразия SU(3): 𝐷𝑈 =
∏︀

𝑥

∏︀4
𝜇=1 𝑑𝑈𝑥,𝜇, где 𝑈𝑥,𝜇

- линковая переменная решёточного калибровочного поля в точке 𝑥 и

направлении 𝜇. 𝑆𝐺[𝑈 ] - улучшенное калибровочное действие Симанчи

ка[27]:

𝑆𝐺 = 𝑆𝑊 + 𝑆𝑖𝑚𝑝𝑟, (25)

где 𝑆𝑊 - Вильсоновское калибровочное действие[17]:

𝑆𝑊 = 𝛽
∑︁
𝑥

[1,...,4]∑︁
𝜇>𝜈

[1− 1

𝑁𝑐
Re𝑇𝑟(𝑈𝑥,𝜇𝑈𝑥+�̂�,𝜈𝑈

†
𝑥+𝜈,𝜇𝑈

†
𝑥,𝜈)], (26)

𝛽 = 2𝑁𝑐/𝑔
2
0, 𝑔0 - голая константа связи, след берётся по плакетам решёт

ки;

𝑆𝑖𝑚𝑝𝑟 = 𝛽
∑︁
𝑥

[1,...,4]∑︁
𝜇>𝜈

[1− 1

𝑁𝑐
Re𝑇𝑟(𝑃 𝑟𝑒𝑐𝑡

𝜇𝜈 )], (27)

след берётся по прямоугольным траекториям, составленным из несколь

ких плакетов:

𝑃 𝑟𝑒𝑐𝑡
𝜇𝜈 = 𝑈𝜇(𝑛)𝑈𝜇(𝑛+ �̂�)𝑈𝜈(𝑛+ 2�̂�)𝑈 †

𝜇(𝑛+ �̂�+ 𝜈)𝑈 †
𝜇(𝑛+ 𝜈)𝑈 †

𝜈(𝑛)+

+ 𝑈𝜇(𝑛)𝑈𝜈(𝑛+ �̂�)𝑈𝜈(𝑛+ �̂�+ 𝜈)𝑈 †
𝜇(𝑛+ 2𝜈)𝑈 †

𝜈(𝑛+ 𝜈)𝑈 †
𝜈(𝑛). (28)

Симуляция проводилась для динамических фермионов в формулировке

Когута-Сасскинда [28], позволющей устранить нефизические фермион

ные состояния, появляющиеся вследствие удвоения фермионов[17] при

дискретизации действия. Химпотенциалы кварков равны по амплитуде

и противоположны по знаку: 𝜇𝑢 = −𝜇𝑑 = 𝜇𝐼 , из за чего нарушается

изоспиновая симметрия системы. Химпотенциал странного кварка имеет
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нулевое значение. Плотность изоспина в данном случае можно найти как

⟨𝑛𝐼⟩ =
𝑇

𝑉

𝜕 log𝑍

𝜕𝜇𝐼
(29)

В решёточных вычислениях массы кварков и калибровочная константа

связи не являются независимыми величнами, их соотношения лежат на

т.н. "линиях постояннства физики"[29]. Из требования возпроизводимо

сти физики континуальной системы в непрерывном пределе следует соот

ношение между 𝛽 и𝑚𝑢𝑑,𝑚𝑠. Симуляции производились на решётке 28
3×

28 при 𝛽 = 4.036, 𝑚𝑢𝑑𝑎 = 0.007701599, 𝑚𝑠𝑎 = 0.0271, что соответствует

массе пиона 380 MeV и массе странного кварка 104 MeV, шагу решётки

0.0687 фм. Вычисление проведены при почти нулевой температуре и

восьми значений химпотенциала в диапазоне 𝜇𝐼 ∈ [0, ..., 1.2] GeV.

13



4. Фиксация калибровки

4.1. Калибровка Ландау

Для изучения конфайнмента в КХД является важным определе

ние функций Грина в чистых калибровочной теории Янга-Миллса, что

представляет собой непростую задачу, которая также усугубляется их

зависимостью от выбора калибровки. Был предложен подход, основан

ный на решении урезанной системы уравнений Дайсона-Швингера[30],

учитывающей вклады до трёхглюонной вершины включительно; также

изучались уравнения ренормгруппы[31]. Основной задачей этих подхо

дов является получение инвариантного теоретико-полевого описания ме

ханизма конфайнмента в терминах инфракрасного поведения зависящих

от калибровки функций Грина: глюонных и духовых пропагаторов в

калибровке Ландау. Поэтому они являются интересными для изучения

объектами в рамках решёточного формализма. В калибровке Ландау

система уравнений Дайсона-Швингера упрощается вследствие относи

тельно малого количества полей и вершин. Кроме того, в этой калиб

ровке сохраняется Лоренцевская ковариантность, что делает возможным

применение критерия конфайнмента Куго-Оджимы[32]. Ещё одной инте

ресной особенностью явлется расщепление уравнений относительно про

дольноого и поперечного пропагатора. Для духово-глюонной вершины

в калибровке Ландау константа перенормировки остаётся конечной, что

позволяет вычисление константы связи, ограничиваясь только двухто

чечными корреляционными функциями[33,34,35,41].
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4.2. Фиксация калибровки на решётке

В решёточной КХД фиксация калибровки Ландау, в отличие от,

например, темпоральной [17], происходит не через максимальные дере

вья [17], но с использованием условия экстремума некоего функционала.

Таким образом, проблема фиксации калибровки представляет из себя

задачу оптимизации большого масштаба. Линковые переменные на ре

шётке, в отличие от непрерывной теории, являются элементами группы,

а не алгебры, поэтому не являются бесследоывми матрицами. В качестве

кандидатов выбираются матрицы элементов группы, близкие к единич

ной. Линковые переменные 𝑈𝑥,𝜇 преобразуются под действием локальных

калибровочных преобразований 𝑔𝑥∈𝑆𝑈(3) следующим образом:

𝑈𝑥,𝜇 ↦→𝑈 𝑔
𝑥,𝜇 = 𝑔†𝑥𝑈𝑥,𝜇𝑔𝑥+�̂�. (30)

Безразмерный калибровочный векторный потенциал на решётке выра

жается через линковые переменные:

𝐴𝑥+�̂�/2,𝜇 =
1

2𝑖𝑎𝑔0
(𝑈𝑥,𝜇 − 𝑈 †

𝑥,𝜇)−
1

6𝑖
𝑇 𝑟(𝑈𝑥,𝜇 − 𝑈 †

𝑥,𝜇) (31)

Вычисления проводились в калибровке Ландау, определяемой условием

𝜕𝜇𝐴𝜇 = 0, (32)

которое для решётого калибровочного поля имеет вид

(𝜕𝜇𝐴𝑥,𝜇) =
4∑︁

𝜇=1

(𝐴𝑥+�̂�/2,𝜇 − 𝐴𝑥−�̂�/2,𝜇) = 0. (33)

Фиксация калибровки происходит путём нахождения экстремума функ

ционала

𝐹𝑈(𝑔) =
1

4𝑁𝑠×𝑁𝑡

∑︁
𝑥,𝜇

1

𝑁𝑐
Re𝑇𝑟𝑈 𝑔

𝑥,𝜇 (34)
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относительно калибровочных преобразовний. При этом алгоритм при

водит в локальный экстремум, что отражает проблему возникновения

Грибовских копий[36], связанную c нетривиальной топологией расслое

ния калибровочной группы над многообразием: фиксация колибровки

является процедурой выбора сечения этого расслоения, но орбиты неко

торых элементов могут пересекать сечение не единожды. Проблема Гри

бовских копий изучалась для калибровочных групп SU(2)[37,38,39] и

SU(3)[40]. Подмногообразие, состоящее из Грибовских копий, обеспечива

ющих условие локального экстремума функционала и положительного

полуопределённого оператора Фаддева-Попова, называется Грибовской

областью Ω, в то время как подмногообразие, соответствующее глобаль

ному экстремуму, называется фундаментальной модулярной областью

Λ∈Ω, и процедура фиксации калибровки стремится выбрать элементы

калибровочных орбит наиболее близкими к Λ. Генерация калибровоч

ных преобразований для группы SU(3) происходит по её трём SU(2)

подгруппам. Для фиксации калибровки использовалась программа, на

писанная Борняковым В.Г. и Поляковым А.Н. Она представляет из себя

комбинированный алгоритм имитации отжига[17], более эффективный,

чем стандартный алгоритм оверрелаксации. Алгоритм в рамках процес

са Монте-Карло итеративно генерирует калибровочные преобразования

𝑔(𝑥) со статистичесим весом, пропорциональным 𝑒𝑥𝑝(4𝑉 𝐹𝑈 [𝑔]/𝑇 ). Внеш

ний параметр 𝑇 выступает в роли температуры, которая постепенно по

нижается, чтобы максимизировать функционал 𝐹𝑈 [𝑔]. Изначально шаг 𝑇

выбирается достаточно большим, чтобы обеспечить быстрое движение по

конфигурационному пространству. После каждого равновесного обхода,

включающего шаги алгоритма "термального резервуара"(heatbath)[17] и

микроканонических преоразований, 𝑇 понижается на одинаковую велич

ну. В конце, чтобы локально выполнить условие фиксации калибровки с
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точностью

max
𝑥

Re𝑇𝑟(∇𝜇𝐴𝑥,𝜇∇𝜈𝐴
†
𝑥,𝜈) < 𝜖, 𝜖 = 10−13 (35)

применяется алгоритм оверрелаксации. Параметр 𝑇 понижается до 𝑇 =

10−2.
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5. Наблюдаемые

5.1. Глюонные пропагаторы и форм-факторы

Глюонные пропагаторы (двухточечные корреляторы) 𝐷𝑎𝑏
𝜇𝜈(𝑝) опре

делены следующим образом:

𝐷𝑎𝑏
𝜇𝜈(𝑝) = ⟨𝐴𝑎

𝜇(𝑘)𝐴
𝑏
𝜈(−𝑘)⟩, (36)

где ⟨...⟩ означает усреднение по конфигурациям, а 𝐴𝑎
𝜇(𝑘) - калибровочч

ноке поле в импульсном представлении, являющееся функцией целочис

ленного момента 𝑘𝜇, определённого на решётке, связанного с физическим

моментом как

𝑝𝜇(𝑘𝜇) =
2

𝑎
𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑘𝜇/𝑁𝜇), 𝑘𝜇 ∈ (−𝑁𝜇/2, 𝑁𝜇/2), (37)

где 𝑁𝜇 - размеры решётки. Пропагатор разбивается на две компоненты:

поперечную 𝐷𝑇 (хромоэлектрическую) и продольную 𝐷𝐿 (хромомагнит

ную). В этих терминах выражение (36) переписыывается в виде

𝐷𝑎𝑏
𝜇𝜈(𝑝) = 𝛿𝑎𝑏(𝑃 𝑇

𝜇𝜈𝐷𝑇 (𝑝
2
4, 𝑝

2) + 𝑃𝐿
𝜇𝜈𝐷𝐿(𝑝

2
4, 𝑝

2)), (38)

𝑝4 играет роль Мацубаровской частоты, которая далее будет считаться

нулевой. В калибровке Ландау 𝑃
𝑇 (𝐿)
𝜇𝜈 представляют собой соответственно

поперечный (продольный) по отношению к направлению (𝜇 = 4) проек

торы:

𝑃 𝑇
𝜇𝜈 = (1− 𝛿𝜇4)(1− 𝛿𝜈4)(𝛿𝜇𝜈 −

𝑝𝜇𝑝𝜈
𝑝2

), (39)

𝑃𝐿
𝜇𝜈 = (𝛿𝜇𝜈 −

𝑝𝜇𝑝𝜈
𝑝2

)− 𝑃 𝑇
𝜇𝜈. (40)

Тогда для функций пропагаторов 𝐷𝑇,𝐿 получим

𝐷𝑇 =
1

2𝑁𝑔
⟨

3∑︁
𝑖=1

𝐴𝑎
𝑖 (𝑘)𝐴

𝑎
𝑖 (−𝑘)−

𝑝24
𝑝2
𝐴𝑎

4(𝑘)𝐴
𝑎
4(−𝑘)⟩, (41)
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𝐷𝐿 =
1

𝑁𝑔
(1 +

𝑝24
𝑝2
)⟨𝐴𝑎

4(𝑘)𝐴
𝑎
4(−𝑘)⟩, (42)

𝑁𝑔 = 𝑁 2
𝑐 − 1 = 8 - число генераторов алгебры. Для нулевого импульса

пропагаторы определяются следующими выражениями:

𝐷𝑇 (0) =
1

3𝑁𝑔

3∑︁
𝑖=1

⟨𝐴𝑎
𝑖 (0)𝐴

𝑎
𝑖 (0)⟩, (43)

𝐷𝐿(0) =
1

𝑁𝑔
⟨𝐴𝑎

4(0)𝐴
𝑎
4(0)⟩, (44)

Глюонные форм-факторы представляют из себя выражения:

𝐽𝑇 (𝐿) = 𝐷𝑇 (𝐿)𝑝
2. (45)

Пропагаторы глюонов представляют из себя интересный объект для изу

чения как в инфракрасной области, так и в области больших импульсов.

Так, в работе [40] обнаружено поведение пропагаторов в области пред

полагаемого перехода конфайнмент-деконфайнмент, при котором некая

функция пропагаторов может быть интерпретирована как параметр по

рядка.

5.2. Массы экранирования

Важной характеристикой поведения глюонных пропагаторв в инраф

красной области является масса экранирования. В изучении глюонных

пропагаторов при ненулевой плотности широко используются два опре

деления массы экранирования. В первом варианте масса экранирования

является коэффициентом �̃� в разложении соответствующего пропагато

ра в окрестности нулевого значения импульса[42,43]:

𝐷−1
𝐿,𝑇 (𝑝) = 𝜁(�̃�2

𝐸,𝑀 + 𝑝2 + 𝑜(𝑝2)) (46)
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Для хромоэлектрического (продольного) пропагатора предложен фит

функцией вида

𝐷−1
𝐿 (𝑝) = 𝜁𝐸(�̃�

2
𝐸 + 𝑝2 + 𝑟𝐸𝑝

4), (47)

как обеспечивающий достаточную адекватность. Для хромомагнитного

(поперечного) пропагатора:

𝐷−1
𝑇 (𝑝) = 𝜁𝑀(�̃�2 + 𝑝2 + 𝑟𝑝4 + 𝑠𝑀𝑝

6), (48)

так как фит тремя параметрами не обеспеивает достаточного качества

модели, как в случае с хромоэлектрическим пропагатором, однако па

раметры данной модели плохо определены. Второе определение массы

экранирования в хромомагнитном секторе предложено Линде[44] для

высоких порядков теории возмущений при конечной тепературе и рас

ширено на хромоэлектрический сектор[45]:

𝑚2
𝑀(𝐸) =

1

𝐷𝑇 (𝐿)(𝑝 = 0).
(49)

Массы, определенные двумя способами соотносятся между собой следу

ющим образом:

𝑚2
𝑀(𝐸) = 𝜁�̃�2

𝑀(𝐸), (50)

где 𝜁 - мультипликативная константа, которая не влияет на поведение

системы, так как её термодинамические характеристики зависят только

от функциональной зависимости масс экранирования.
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6. Анализ погрешностей и автокорреляций

наблюдаемых в цепочках Монте-Карло симуляций

6.1. Автокорреляции

Выборки данных, полученные в ходе цепочек Монте-Карло симуля

ций подвержены автокорреляциям, это приводит к тому, что автокорре

ляционная функция может принимать неиcчезающие значения:

𝐶𝐴(𝐴𝑖, 𝐴𝑖+𝑡) = ⟨(𝐴𝑖 − ⟨𝐴𝑖⟩)(𝐴𝑖+𝑡 − ⟨𝐴𝑖+𝑡⟩)⟩ = ⟨𝐴𝑖𝐴𝑖+𝑡⟩ − ⟨𝐴𝑖⟩⟨𝐴𝑖+𝑡⟩ (51)

для наблюдаемых, разделённых компьютерным временем 𝑡. Для Марков

ской цепочки в равновесном состоянии можно написать

𝐶𝐴(𝑡) = 𝐶𝐴(𝐴𝑖, 𝐴𝑖+𝑡), (52)

при этом дисперсия 𝜎2𝐴 = 𝐶𝐴(0) На больших значениях 𝑡 нормирован

ная автокорреляционная функция экспоненциально спадает:

Γ𝐴(𝑡) ≡
𝐶𝐴(𝑡)

𝐶𝐴(0)
∼ 𝑒𝑥𝑝(− 𝑡

𝜏𝐴,𝑒𝑥𝑝
); (53)

𝜏𝐴,𝑒𝑥𝑝-экспоненциальное время автокорреляции. Таким образом, автокор

реляции приводят к систематическим ошибкам порядка 𝑒𝑥𝑝(−𝑡/𝜏𝑒𝑥𝑝) и

их необходимо учитывать для получения достоверных результатов.

6.2. Binning, Jackknife

Для устранения возможных эффектов автокорреляции можно ис

пользовать метод биннинга (блокинга) данных. При этом все результаты

реплик одного и того же эксперимента сшиваются в общую цепочку

длинной 𝑁 = 𝑁𝐵, которая разбивается на B блоков по 𝑁𝐵 измерений

в каждом. Измерения на блоках определены следующим образом:

𝑏𝑘𝛼 =
1

𝐵

𝐵∑︁
𝑖=1

𝑎(𝑘−1)𝐵+𝑖
𝛼 , 𝑘 = 1, ..., 𝑁𝐵. (54)
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Задача состоит в том, чтобы выбрать 𝐵 достаточно большим для того,

чтобы считать 𝑏𝑘𝛼 почти нескоррелированными, но в то же время доста

точно малым, чтобы 𝑁𝐵 оставалось значительным. Оценкой ошибки для

некой функции 𝑓 , вычисленной на данном наборе наблюдаемых в таком

случае будет следующая величина:

�̄�2𝐹𝑏𝑖𝑛 =
1

𝑁𝐵(𝑁𝐵 − 1)

𝑁𝐵∑︁
𝑘=1

(𝑓(𝑏𝑘𝛼)− 𝐹 )2 (55)

Раскладывая в ряд Фурье функцию 𝑓 , получаем в лидирующем прибли

жении соответствующую корреляционную матрицу:

⟨(𝑏𝑘𝛼 − �̄�𝛼)(𝑏
𝑘
𝛽 − �̄�𝛽)⟩ =

1

𝐵2

∑︁
𝑢,𝜈

Γ𝛼𝛽(𝑢− 𝜈) ≃ 1

𝐵
𝐶𝛼𝛽(1−

𝜏

𝐵
), (56)

где

𝐶𝛼𝛽 =
∞∑︁

𝑡=−∞
Γ𝛼𝛽(𝑡), (57)

Γ𝛼𝛽 - корреляционная функция. При разбиении на блоки заметно умень

шается эффективное число измерений, что может приводить к нестабиль

ности результатов. Во избежание этого можно допольнительно использо

вать алгоритм ресэмплинга "складной нож"(jackknife). Таким образом

организуется следующий набор измерений:

𝑐𝑘𝛼 =
1

𝑁 −𝐵
(

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝛼 −𝐵𝑏𝑘𝛼) (58)

Корреляционная матрица имеет вид

⟨(𝑐𝑘𝛼 − �̄�𝛼)(𝑐
𝑘
𝛽 − �̄�𝛽)⟩ =

1

(𝑁𝐵 − 1)2
⟨(𝑏𝑘𝛼 − �̄�𝛼)(𝑏

𝑘
𝛽 − �̄�𝛽)⟩, (59)

а оценка ошибки выражается в виде

�̄�2𝐹𝑗𝑎𝑐𝑘 =
𝑁𝐵 − 1

𝑁𝐵

𝑁𝐵∑︁
𝑘=1

(𝑓(𝑐𝑘𝛼)− 𝐹 )2 (60)
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6.3. Γ-метод

Метод, описанный У. Вольфом[46] предполагает более точную оцен

ку ошибок наблюдаемых или их функций с помощью оценки и сумми

рования соответствующих функций автокорреляции через вычисление

интегрированнго времени автокорреляции. Анализ может быть проведён

для наиболее общего случая, когда необходима оценка некоторых функ

ций первичных наблюдаемых 𝐹 = 𝑓(𝐴𝛼), полученных в ходе 𝑟 параллель

ных цепочек Монте-Карло симуляций. Среднее значение наблюдаемой на

реплике определяется как

�̄�𝑟𝛼 =
1

𝑁𝑟

𝑁𝑅∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑟𝛼 , (61)

а оценка среднего значения наблюдаемой

¯̄𝑎𝑟𝛼 =
1

𝑁

𝑅∑︁
𝑟=1

= 𝑁𝑟�̄�
𝑟
𝛼. (62)

Оценка функции наблюдаемых ¯̄𝐹 = 𝑓(¯̄𝑎𝛼) может быть разложена в ряд

Фурье:

¯̄𝐹 ≃ 𝐹 +
∑︁
𝛼

𝑓𝛼(¯̄𝑎𝛼 − 𝐴𝛼) +
1

2

∑︁
𝛼𝛽

𝑓𝛼𝛽(¯̄𝑎𝛼 − 𝐴𝛼)(¯̄𝑎𝛽 − 𝐴𝛽), (63)

где в точных значениях 𝐴𝛼 взяты производные

𝑓𝛼 =
𝜕𝑓

𝜕𝐴𝛼
, 𝑓𝛼𝛽 =

𝜕2𝑓

𝜕𝐴𝛼𝜕𝐴𝛽
(64)

Ошибка выражается через корреляционную сумму

𝜎2𝐹 ≃
∑︁
𝛼𝛽

𝑓𝛼𝑓𝛽

∞∑︁
𝑡=−∞

Γ𝛼𝛽(𝑡) =
𝐶𝐹

𝑁
(65)

Мы можем выделить вклады эффективной дисперсии 𝑣𝑎𝑟𝐹 функции 𝐹

и её интегрированного времени автокрреляции 𝜏𝑖𝑛𝑡,𝐹 = 𝐶𝐹

2𝑣𝐹
, переписав

𝜎2𝐹 =
2𝜏𝑖𝑛𝑡,𝐹
𝑁

𝑣𝑎𝑟𝐹 =
2𝜏𝑖𝑛𝑡,𝐹
𝑁

∑︁
𝛼𝛽

𝑓𝛼𝑓𝛽Γ𝛼𝛽(0) (66)
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Для разделенных на реплики данных вместо полной корреляционной

матрицы запишем её проекцию

¯̄Γ𝐹 (𝑡) =
1

𝑁 −𝑅𝑡

𝑅∑︁
𝑟=1

𝑁𝑟−𝑡∑︁
𝑖=1

∑︁
𝛼

¯̄𝑓𝛼(𝑎
𝑖,𝑟
𝛼 − ¯̄𝑎𝛼)

∑︁
𝛽

¯̄𝑓𝛽(𝑎
𝑖,𝑟
𝛽 − ¯̄𝑎𝛽) (67)

Значения ¯̄𝑓𝛼 берутся в средних значениях ¯̄𝑎𝛼. Их численные оценки мож

но получить следующим образом:

¯̄𝑓𝛼≈
1

2

√︃
𝑁

¯̄Γ𝛼𝛼(0)

⎛⎝𝑓
⎛⎝¯̄𝑎1, ..., ¯̄𝑎𝛼 +

√︃
¯̄Γ𝛼𝛼(0)

𝑁
, ...

⎞⎠− 𝑓

⎛⎝¯̄𝑎1, ..., ¯̄𝑎𝛼 −

√︃
¯̄Γ𝛼𝛼(0)

𝑁
, ...

⎞⎠⎞⎠
(68)

Оказывается, что дисперсия оценки 𝜏𝑖𝑛𝑡 не исчезает при стремлении N

к бесконечности из-за наличия шума при больших значениях функции

𝜌(𝑡) = Γ𝐹 (𝑡)/Γ𝐹 (0). Чтобы этого избежать, необходимо ввести обреза

ние с помощщью окна суммирования 𝑊 < 𝑁 , что, однако, приведёт к

возникновению смещения в автокорреляционной сумме, которое затем

внесёт вклад в систематическую ошибку оцениваемой величины:⃒⃒⃒⃒
⟨𝐶𝐹 (𝑊 )⟩ − 𝐶𝐹

𝐶𝐹

⃒⃒⃒⃒
∼ 𝑒

𝑊
𝜏 . (69)

Выбор окна суммирования 𝑊 должен производиться с осторожностью:

его размер должен быть достаточно большим по сравнению с 𝜏 , но до

статочно малым, чтобы избежать включения сильно осциллирующих

областей функции. Для этого минимизируем суммарную относительную

погрешность:

𝛿𝑠𝑦𝑠𝑡(�̄�𝛼) + 𝛿𝑠𝑡𝑎𝑡(�̄�𝛼)

�̄�𝛼
≈ 1

2
min
𝑊

(︃
𝑒−

𝑊
𝜏 + 2

√︃(︂
𝑊

𝑁

)︂)︃
(70)

При условии экспоненциального затухания автокорреляционной функ

ции, можно написать:

2𝜏𝑖𝑛𝑡,𝛼(𝑊 ) =
∞∑︁

𝑡=−∞
exp

(︂
− 𝑆|𝑡|
𝜏(𝑊 )

)︂
(71)
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с подстраиваемым множителем 𝑆. Решая это уравнение относительно

𝜏(𝑊 ), получаем
𝑆

¯̄𝜏(𝑊 )
= ln

(︂
2¯̄𝜏𝑖𝑛𝑡,𝐹 (𝑊 ) + 1

2¯̄𝜏𝑖𝑛𝑡,𝐹 (𝑊 )− 1

)︂
, (72)

где ¯̄𝜏(𝑊 ) > 1/2, а при невыполнении этого условия ¯̄𝜏(𝑊 ) присваеива

ется пренебрежимом малое положиельное значение. 𝑊𝑜𝑝𝑡 находится из

условия минимальности W. Учитывая вышесказанное, можно записать

оценку ошибки:

¯̄𝐶𝐹 (𝑊 ) =

[︃
¯̄Γ𝐹 (0) + 2

𝑊∑︁
𝑡=1

¯̄Γ𝐹 (𝑡)

]︃
, (73)

где ¯̄Γ𝐹 (0) = ¯̄𝑣𝑎𝑟𝐹 . Можно показать, что статистическая погрешность

¯̄𝐶𝐹 (𝑊 ) выражается следующим образом

⟨( ¯̄𝐶𝐹 (𝑊 )− 𝐶𝐹 )
2⟩ ≈ 2(2𝑊 + 1)

𝑁
𝐶2

𝐹 , (74)

что приводит к статистической погрешности в определении ошибки

𝛿𝑠𝑡𝑎𝑡(¯̄𝜎𝐹 )
¯̄𝜎𝐹

=

√︂
𝑊 + 1/2

𝑁
(75)

Сравнение относительной погрешности определения ошибки для алго

ритмов биннинга и Γ-метода показано ниже (рис. 2). Как видно, даже

на коротких цепочках измерений, где достоверное определние погреш

ностей является едва ли возможным, алгоритм Γ-метода способен дать

лучшие результаты по сравнению с биннингом, что может быть критично

для корректной интерпретации данных. Для обработки результатов бы

ла написана программа, использующая Γ-метод, аналогичный по функ

ционалу рутине 𝑈𝑤𝑒𝑟𝑟[46] для языка Matlab и 𝑢𝑛𝑒𝑤[47] для Python.

При вычислениях в данной работе алгоритм Γ-метода не приводил к

достоверному определению ошибок в некоторых значениях импульса, и

в таком случае испольльзовался алгоритм jackknife, однако эти точки,
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в основном, соответствуют большим значениям импульса, где данные

подвержены значительному шуму, и, учитывая также малое количество

таких точек, это не повлияло на результаты сколь-нибудь значительным

образом.

Рис. 2. Относительная погрешность оценки ошибки для алгоритмов биннинга и

Γ-метода.
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7. Результаты

В ходе вычислений были получены значений глюонных пропагато

ров 𝐷𝑇 и 𝐷𝐿 в диапазоне значений импульса 𝑝 ∈ [0, ..., 5] ГэВ для набора

значений изоспинового химпотенциала 𝜇𝐼 ∈ [0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.1, 1.2]

ГэВ. Пропагаторы были мултипликативно перенормированы:

𝐷𝑟𝑒𝑛(𝑝, 𝑝𝑟𝑒𝑛) = 𝑍𝑟𝑒𝑛(𝑝𝑟𝑒𝑛)𝐷𝑙𝑎𝑡(𝑝), (76)

где константа перенормировки выбрана исходя из условия

𝐷𝑟𝑒𝑛(𝑝, 𝑝𝑟𝑒𝑛)|𝑝=𝑝𝑟𝑒𝑛 =
1

𝑝2𝑟𝑒𝑛
. (77)

Таким образом, при 𝑝 = 𝑝𝑟𝑒𝑛, 𝐽𝑇,𝑟𝑒𝑛 = 𝐽𝐿,𝑟𝑒𝑛 = 1. Далее в тексте величины

подразумеваются перенормированными, индекс 𝑟𝑒𝑛 опускается. На рис.

3 и рис. 4 представлены форм-факторы 𝐽𝐿 и 𝐽𝑇 соответственно; на рис.

5 и 6 представлены эти же функции в плоскости (𝑝, 𝜇). Как видно, для

инфракрасной области продольный форм-фактор монотонно убывает с

увеличеним химпотенциала; в то же время поперечный форм-фактор

проявляет нестабильный рост до значения 1.1 ГэВ, после чего резко

падает до уровня, наблюдавшегося в областях с низким значением хим

потенциала. На рис. 7 при малых значениях импульса 𝑝 = 0.64 ГэВ и 𝑝 =

0.91 ГэВ, учитывая большую ошибку в определении погрешности, нельзя

сделать однозначных выводов о характере роста функции, однако её

падение при 𝜇𝐼 = 1.2 ГэВ можно считать достоверным. В работе [18] при

этом значении изоспинового химпотенциала наблюдалось изчезновение

натяжения струны, что интерпретируется, как переход конфайнмент

деконфайнмент. Похожее поведение, но для продольного пропагатора

наблюдается, например, в работе [40] при переходе через температуру

деконфайнмента, для попречного, в свою очередь, происходит плавное
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Рис. 3. Зависимость продольного (хромоэлектрического) форм-фактора глюонного

пропагатора от импульса при разных значениях изоспиновго химпотенциала

Рис. 4. Зависимость поперечного (хромомагнитного) форм-фактора глюонного про

пагатора от импульса при разных значениях изоспиновго химпотенциала
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Рис. 5. Продольный (хромоэлектрический) форм-фактор глюонного пропагатора в

плоскости (𝑝, 𝜇𝐼)

Рис. 6. Поперечный (хромомагнитный) форм-фактор глюонного пропагатора в

плоскости (𝑝, 𝜇𝐼)
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Рис. 7. Зависимость поперечного (хромомагнитного) форм-фактора глюонного про

пагатора от изоспиновго химпотенциала при двух значениях импульса в инфракрас

ной области

понижение, начинающееся из области конфайнмента. На рис. 8 можно

видеть значения продольного и поперечного пропагаторов при малых

значениях импульса, а также их фиты, использованные для нахождения

масс экранирования. Для поперечного пропгатора фитирование произво

дилось для диапазона значений импульса 𝑝 < 𝑝𝑐𝑢𝑡 = 2.2, для продольного

𝑝𝑐𝑢𝑡 = 1.9. Эти значения обеспечили хорошее качество фита и прием

лемые значения погрешности для числа степеней свободы 𝑁𝑑.𝑜.𝑓 = 8

и 𝑁𝑑.𝑜.𝑓 = 7 соответственно. На рис. 7.7. представлена масса экрани

рования, полученная из фитирования пропагаторов(красные маркеры),

а также масса Линде, домноженная на константу 𝜂 (синие маркеры),

полученную из аппроксимации отношения масс, определённых двумя

способами:

𝜂 =
�̂�(𝜇)

𝑚(𝜇)
. (78)

30



Рис. 8. Продольный (сверху) и поперечный (снизу) пропагаторы в области малых

значений импульса для разных значений 𝜇𝐼 , фитированные обратными к (47) и (48)

функциями соответственно.
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В хромоэлектрическом секторе прослеживается хорошо согласованное

поведение двух масс. Зелёной кривой показан фит функцией

�̃�𝐸≃𝑐0 + 𝑐2𝜇
2
𝐼 (79)

, мотивированный предсказанием теории возмущений. Можно заметить,

что поведение хромоэлектрической массы экранирования плохо описыва

ется этой кривой, что может свидетельстовать о непертурбативном пове

дении в области высоких 𝜇𝐼 . Для наглядности предложен фит функцией

(красного цвета)

�̃�𝐸≃𝑐0 + 𝑐2𝜇
2
𝐼 + 𝑐4𝜇

4
𝑞 (80)

Для хромомагнитной массы экранирования из текущих данных сложно

сделать однозначный вывод, кроме резкого возрастания массы экрани

рования после 𝜇𝐼 = 1.1 ГэВ, что снова может указывать на изменение

поведения, свзязанное с фазовым переходом. На рисунке 10 отдельно

представлена зависимость масс Линде. Рост хромомагнитной массы экра

нирования при больших значениях 𝜇 согласуется с результатами работы

[49] и противоречит [48] для SU(2) теории. Также стоит отметить возмож

ную особенность в поведении хромоэлектрической массы в диапазоне

около 𝜇𝐼 = 0.2 ГэВ, в который также попадает значение 𝜇𝐼 = 𝑚𝜋/2≈140

МэВ, после которого наблюдается неисчезающее значение пионного кон

денсата ⟨𝜋⟩ [25]. При высоких значениях импульса разумно ожидать

ренормгрупповое пертурбативное поведение при всех значениях 𝜇𝐼 . В од

нопетлевом приближении ассимптотическое поведение форм-факторов 𝐽

представляется в виде

lim
𝑝→inf ,𝑔=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐽(𝑝, 𝑔)≃
[︂
𝑙𝑛(𝑝2/Λ2)

𝑙𝑛(𝑝20/Λ
2)

]︂−𝑐/(2𝑏)

, (81)

где 𝑏 и 𝑐 являются коэффициентами функции ренормгруппы:

𝛽(𝑔)≃− 𝑏𝑔3, 𝛾(𝑔) ≃ −𝑐𝑔2, (82)
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Рис. 9. Хромоэлектрическая(слева) и хромомагнитная (справа) массы экранирова

ния. Для хромоэлектрической массы предложены два фита полиномами второй и

четвёртой степени.

в точке 𝑝0 производится перенормировка. В калибровке Ландау для груп

пы SU(3) и числом флейворов 𝑁𝑓 , получаем соотношение[51]

𝑐

2𝑏
=

13𝑁𝑐 − 4𝑁𝑓

2(11𝑁𝑐 − 2𝑁𝑓)
. (83)

Для 𝑁𝐹 = 2 + 1, 𝑁𝑐 = 3 получаем 𝑐/(2𝑏) = 1/2. В области больших им

пульсов, чтобы уменьшить влияние решёточных артефактов применено

цилиндрическое обрезание для компонент импульса [52]:∑︁
𝜇

𝑘2𝜇 −
1

4
(
∑︁
𝜇

𝑘𝜇)
2 ≤ 𝑐 (84)

Инфракрасное обрезание по импульсу для хромомагнитного сектора 𝑝𝑐 ≈

2.9 ГэВ, для хромоэлектрического 𝑝𝑐 ≈ 1.8 + 𝜇𝐼 ГэВ. Результаты фити

рования представлены на рис. 11. Также, может представлять интерес за

висисмость разности пропагаторов (𝐷𝑇 −𝐷𝐿) от импульса, она представ

лена на рисунке 12 для нескольких высоких значений химпотенциала.

Эта величина экспоненциально спадает для высоких значений импуль

са, что похоже на поведение поляковских петель, поэтому необходимо

дальнейшее изучение данной величины.
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Рис. 10. Хромоэлектрическая и хромомагнитная массы экранирования по опреде

лению Линде. Также сплошной линией нарисован фит константой хромомагнитной

массы в диапазоне 0 < 𝜇𝐼 < 1.0 ГэВ.

Рис. 11. Продольный(слева) и поперечный (справа) глюонные форм-факторы в

области высоких значений ипульса
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Рис. 12. Зависимость разности пропагаторов (𝐷𝑇 − 𝐷𝐿) от импульса, линиями

обозначены фиты функцией вида 𝑐 exp (−𝑛𝑝).
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8. Заключение

В данной работе было рассмотрено поведение пропагаторов и их

форм-факторов в калибровке Ландау для SU(3) КХД с ненулевым зна

чением изоспинового химпотенциала в диапазоне до 𝜇𝐼 = 1.2 ГэВ -

значения, в области которого происходит преход конфайнмент-декон

файнмент. Инфракрасная область импульсов описана с помощью масс

экранирования. Для продольного пропагатора было обнаружено плавное

падение в областях высоких значений химпотенциала, что похоже на

поведение пропагатора массивной частицы и может быть интерпрети

ровано как проявление Дебаевского экранирования. Для поперечного

пропагатора выявлено нерегулярное поведение и неожиданная чувтви

тельность к фазовому переходу. Однако, результаты данных цепочек

Монте-Карло симуляций подвержены сильному влиянию автокорреля

ций, что затрудняет получение достоверных результатов. Необходимо

дальнейшее уточнение результатов, удлиннение цепочек симуляций, изу

чение систематической зависимости от параметра 𝜆, проверка достовер

ности когфигураций, использованных для данных вычислений. Также

интересной задачей является исследование поведения петель Полякова

и величины (𝐷𝑇 −𝐷𝐿), проявляющей экспоненциальную зависимость от

импульса.
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