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1 Введение
Классические интегрируемые системы представляют собой узкий класс точно решаемых за-
дач. Лиувиллем в [1] была сформулирована теорема, согласно которой, если система живет на
симплектическом многообразииM размерности 2N и имеет N независимых интегралов дви-
жения в инволюции, то уравнения движения этой системы разрешаются в квадратурах. Эта
теорема, несмотря на всю свою полезность, не является панацеей. Хотя она и позволяет опре-
делить, является ли данная модель точно решаемой или нет, тем не менее она не предлагает
конкретных механизмов решения уравнений движения. Более того, на практике сложности
начинаются уже на стадии применения теоремы. Одна из основных проблем — поиск нужного
количества независимых первых интегралов движения, находящихся в инволюции.

Распространенный метод решения этой проблемы был впервые предложен Лаксом в [2]
для уравнения Кортевега — де Фриза. Суть этого метода заключается в том, что если суще-
ствуют две таких матрицы L, M (конечно или бесконечномерные), что уравнение:

d

dt
L = [L,M ] (1.1)

эквивалентно уравнениям движения рассматриваемой нами системы, то собственные значе-
ния матрицы L являются первыми интегралами. Это свойство позволяет нам сразу же полу-
чить большое количество сохраняющихся со временем величин. Заметим, что представление
Лакса для некоторой системы не является единственным, как видно из самого уравнения
Лакса (1.1), при калибровочных преобразованиях:

L→ gLg−1, M → gMg−1 − ∂tgg−1 (1.2)

уравнение не меняет свой вид. На практике, в качестве сохраняющихся величин обычно рас-
сматривают следы степеней матрицы Лакса TrLk, которые также сохраняются во времени,
поскольку являются функциями собственных значений. В частности, гамильтониану системы
обычно соответствует TrL2.

Описанный нами способ позволяет сразу найти большое количество первых интегралов,
однако не факт, что они окажутся независимыми или тем более в инволюции друг с другом.
Поэтому в уравнение Лакса часто вводят дополнительную зависимость от спектрального
параметра z ∈ C: L(z), M(z). В этом случае, в качестве гамильтониана и первых интегралов
обычно выступают коэффициенты разложения TrLk в ряд по спектральному параметру. Это
нужно для того, чтобы исключить заисимость от z из уравнений движения модели, поскольку
спектральный параметр не имеет физической интерпретации.

Одним из самых хорошо известных примеров интегрируемости является система Калоджеро-
Мозера [3]. Эта система описывает N взаимодействующих друг с другом частиц:

H =
1

2

N∑
i=1

p2i + ν2
∑
i>j

℘(qi − qj), (1.3)

где pi, qi - канонические переменные {pi, qj} = δij, a потенциал описывается ℘-функцией
Вейерштрасса. Эта система допускает спиновое обобщение, котором будет рассказано далее.

Хитчином впервые в [4] был рассмотрен широкий класс интегрируемых моделей, чьи мат-
рицы Лакса лежат в сечении некоторого голоморфного векторного расслоения над спектраль-
ной кривой со значениями в некоторой алгебре или группе Ли. В статьях [5–8] был показано,
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что многие из уже хорошо известных моделей или их обобщения принаждлежат случаю
SL(N,C) расслоения над эллиптической кривой: C/(Zτ + Z) (z — локальная координата на
этой кривой). Матрицы Лакса таких моделей описываются тремя параметрами — рангом
векторного расслоения N , степенью расслоения k и количеством отмеченных точек на эл-
липтической кривой n. Этому случаю принадлежит большое количество хорошо известных
интегрируемых моделей. Приведем несколько примеров.

Случай, когда степень расслоения k равна нулю (mod N), соответствует эллиптической
модели Годена [5]. Матрица Лакса этой системы, после фиксации калибровочной свободы,
принимает вид:

LGij = δij(pi +
n∑
a=1

SaiiE1(z − za)) + (1− δij)
n∑
a=1

Saijφ(z − za, qij), i = 1, N. (1.4)

Помимо привычных нам динамических переменнных qi, pi с канонической скобкой Пуас-
сона {pi, qj} = δij, в этой модели в каждой отмеченной точке za возникает динамическая
переменная классического спина Sa ∈ Mat(N,C) с линейной скобкой Пуассона: {Saij, Sbkm} =
δab(δimSkj − δkjSim). Матрица L имеет n полюсов на эллиптической кривой — в каждой отме-
ченной точке. Её вычет в этих точках равен матрице спина, “сидящего” в этой точке:

Res
z=za

LG(z) = Sa ∈ Mat(N,C). (1.5)

При описании модели Годена (и всех последующих в этой работе моделей) естественным
образом возникают эллиптические функции [9], квазипериодичные по своему аргументу с
периодами 1, τ . Более подробное описание их свойств и набор необходимых тождеств см. в
приложении A.

В случае модели Годена гамильтонианы, задающие интегрируемые уравнения движения,
получаются разложением следа квадрата матрицы Лакса по базису эллиптических функций:

1

2
TrLG = H0 +

n∑
a=1

H1,aE1(z − za) +
n∑
a=1

H2,aE2(z − za). (1.6)

Гамильтониан H2,a на самом деле является оператором Казимира [5], а гамильтонианы H0 и
H1,a выглядят следующим образом:

2H0 =
∑
i

p2i +
∑
i

∑
a,b:a6=b

SaiiS
b
iiρ(zab)−

∑
i,j:i 6=j

∑
a

SaijS
a
jiE2(qij) +

∑
i,j:i 6=j

∑
a,b:a6=b

SaijS
b
jif(zba, qij), (1.7)

H1,a =
∑
i

piS
a
ii +

∑
i

∑
b:b 6=a

SaiiS
b
iiE1(zab) +

1

2

∑
i,j:i 6=j

∑
b:b6=a

(
SbijS

a
jiφ(zab, qij)− SaijSbjiφ(zba, qij)

)
, (1.8)

где zab = za − zb. Уравнение Лакса для матрицы LG и матриц:

M0 = δij
∑
a

Saiiρ(z − za)− (1− δij)
∑
a

Saijf(z − za, qij), (1.9)

M1,a = −δijSaiiE1(z − za)− (1− δij)Saijφ(z − za, qij), (1.10)

эквивалентно уравнениям движения для гамильтонианов H0 и H1,a соответственно, при усло-
вии:

n∑
a=1

Saii = const, i = 1, N. (1.11)
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Частным случаем эллиптической модели Годена является спиновая модель Калоджеро-Мозе-
ра [10], в которую она переходит в случае одной отмеченной точки. Если же дополнитель-
но наложить условие rkS = 1, эта система превратится в обычную эллиптическую модель
Калоджеро-Мозера .

Другим важным частным случаем систем, построенных через описанные выше расслое-
ния, является sl(N,C) эллиптическая система Годена [7, 11, 12]. Эта система соответствует
степени расслоения k = 1 (mod N) и n отмеченным точкам. Её матрица Лакса имеет вид:

L(z) =
∑
a

∑
α 6=0

SaαTαϕα(z − za, ωα), (1.12)

где мы использовали специальный базис в sl(N,C) — Tα. Подробнее о нем и о доопределённых
эллиптических функциях ϕα и fα см. приложение B. Также как и в предыдущем случае
обычной эллиптической модели Годена, этой матрице Лакса соответствуют два гамильтони-
ана H0 и H1,a. Эти гамильтонианы тоже получаются разложением по базису эллиптических
функций (1.6), вычислительные подробности см. [12]. Парные матрицы Лакса для этих га-
мильтонианов выглядят как:

M0(z) = −
∑
a

∑
α 6=0

SaαTαfα(z − za, ωα), M1,a(z) =
∑
α 6=0

SaαTαϕα(z − za, ωα). (1.13)

В случае одной отмеченной точки эта система переходит в эллиптический sl(N,C) волчок
— обощенную версию волчка Эйлера [6, 11, 13]. Как и у всех моделей, описывающих волчки,
уравнения движения этой системы принимают вид:

Ṡ = [S, J ], J(S) = −
∑
α 6=0

SαTαE2(ωα), S =
∑
α 6=0

SαTα. (1.14)

Здесь J — тензор инерции, а Sα — компоненты переменной спина в базисе Tα. Стоит заметить,
что матрицы Tα при α 6= (0, 0) образуют базис только в алгебре sl(N,C). В дальнейшем мы
будем рассматривать группу GL(N,C), базис в ней будет задаваться матрицами Tα, где α
пробегает все значения из ZN × ZN .

Наиболее общим примером является рассмотренная в статьях [6, 7, 14] GL(NM) инте-
грируемая модель, чей случай соответствует просто одной отмеченной точке. Эта модель
описывается блочной матрицей Лакса размерностью NM ×NM :

L(z) =
M∑
i,j=1

Eij ⊗ Lij(z) ∈ Mat(NM,C), Lij(z) ∈ Mat(N,C), (1.15)

каждый блок ij размера N ×N имеет вид:

Lij = δij
(
pi1N + S ii0,01NE1(z) +

∑
α 6=0

S iiαTαϕα(z, ωα)
)

+ (1− δij)
∑
α

S ijα Tαϕα(z, ωα + qij). (1.16)

При этом:
S = Res

z=0
L(z) ∈ GL(NM) (1.17)

Элементы матрицы спина S ijα : i, j = 1,M , α ∈ ZN×ZN , в блочной структуре раскладываются
по обычному матричному базису (Eij)kl = δkiδjl, а внутри самого блока по базису Tα. Из-за
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отличного от случая эллиптической модели Годена разложения элементов S, скобка Пуассона
для них принимает несколько другой вид:

{S ijα ,Sklβ } = δilκα,βSkjα+β − δkjκβ,αS
il
α+β. (1.18)

Гамильтониан этой модели получается стандартным взятием следа квадрата матрицы Лакса,
который мы для удобства делим на 2N и из которого мы выкидываем слагаемое, отличаю-
щееся от оператора Казимира TrS2 только следом:

H =
M∑
i=1

p2i
2
− 1

2

M∑
i=1

∑
α:α 6=0

S iiαS ii−αE2(ωα)− 1

2

∑
i,j:i 6=j

∑
α

S ijα S
ji
−αE2(ωα + qij). (1.19)

Вторая матрица ЛаксаM:

Mij =δij
(
S ii0,01Nρ(z) +

∑
α 6=0

S iiαTαfα(z, ωα)
)

+ (1− δij)
∑
α

S ijα Tαfα(z, ωα + qij). (1.20)

Уравнения Лакса для этих матриц эквивалентны уравнениям движения для гамильтониана
(1.19) при условии S ii0,0 = const ∀i.

Эллиптическая GL(NM) модель включает в себя множество других интегрируемых си-
стем. При N = 1 эллиптическая модель превращается в спиновый Калоджеро. В случае
rang(S) = 1, эта модель перейдет в систему взаимодействующих интегрируемых волчков [6].
Cвязь между эллиптической моделью и другими интегрируемыми моделями, наглядно ил-
люстрирует следующая схема из [14]:

GL(NM) модель (1.16)

M = 1↙
y ↘ N = 1

slN инт. волчки
y спиновый К-М

rk(S) = 1

y rank(S)=1:
yrk(S) = 1

спец. slN волчок Omin
N

y бесспиновый К-М

M = 1↖
y ↗ N = 1

взаимодействующие волчки

Однако GL(NM) модель обладает всего одной отмеченной точкой z = 0. Следующим ло-
гичным шагом развития теории было желание рассмотреть обобщение этой модели на случай
нескольких отмеченных точек, что мы и делаем в этой работе. В нашей работе мы строим
такое обобщение, находим его уравнения движения и строим представление Лакса для этой
модели (секция 2). Кроме того, описанные выше системы допускают релятивистское обоб-
щение, о котором мы более подробно рассказываем в секции 3. Релятивистское обобщение
нашей модели, которую мы в дальнейшем называем обобщенной моделью Годена, приведено
в секции 4.
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2 Годеново обобщение нерелятивистской GL(NM) эллип-
тической модели

Построим модель, которая будет являться обобщением GLN × GLM эллиптической модели
(1.16) с несколькими отмеченными точками. Матрица Лакса для такого обобщения также
является блочной матрицей размера NM ×NM и выглядит следующим образом:

L(z) =
M∑
i,j=1

Eij ⊗ Lij(z) ∈ GL(NM,C), Lij(z) ∈ GL(N,C), (2.1)

напомним, что Eij — стандартный матричный базис в GL(M,C). И каждый блок N × N
матрицы L принимает вид:

Lij(z) = δij(pi1N +
n∑
a=1

S ii,a0,0 1NE1(z − za) +
n∑
a=1

∑
α 6=0

S ii,aα Tαϕα(z − za, ωα))+

+ (1− δij)
n∑
a=1

∑
α

S ij,aα Tαϕα(z − za, ωα + qij),

(2.2)

где za, a = 1, n - отмеченные точки спектральной кривой. Каждой отмеченной точке теперь
соответстсвует своя переменная спина:

S ij,a = Res
z=za
Lij(z) ∈ Mat(N,C). (2.3)

Скобки Пуассона для этой модели:

{pi, pj} = {qi, qj} = 0, {pi, qj} = δij, (2.4)

и скобки Пуассона для переменных S ij,aα по-прежнему даются скобками Пуассона-Ли для sin-
алгебры (B.6), но при этом скобка не равна нулю только при совпадении отмеченных точек,
в которых “cидят” переменные спина:

{S ij,aα ,Skm,bβ } = δab(δimκα,βSkj,aα+β − δkjκβ,αS
im,a
α+β ). (2.5)

Как сразу мы можем видеть, в случае n = 1 эта матрица Лакса превращается в матрицу
Лакса GL(NM) эллиптической модели (1.16).

Для вычисления гамильтонианов нашей обобщенной модели, мы также как для эллипти-
ческой модели Годена [5], раскладываем след квадрата матрицы Лакса по базису эллиптиче-
ских функций:

1

2N
TrL2 = H0 +

n∑
a=1

H1,aE1(z − za) +
n∑
a=1

H2,aE2(z − za). (2.6)

Для следа нашей матрицы (2.2) мы получаем:

1

2N
TrL2 =

p2i
2

+
1

2

n∑
a,b=1

S ii,a0,0 S
ii,b
0,0E1(z − za)E1(z − zb) + pi

n∑
a=1

S ii,a0,0 E1(z − za)+

+
1

2

n∑
a,b=1

∑
α 6=0

S ii,aα S
ii,b
−αϕα(z − za, ωα)ϕ−α(z − zb, ω−α)+

+
1

2
(1− δij)

n∑
a,b=1

∑
α

S ij,aα S
ji,b
−αϕα(z − za, ωα + qij)ϕ−α(z − zb, ω−α + qji),

(2.7)
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где мы используем тождество (B.5) и опускаем суммирование по i, j для удобства. Применяя
(A.19) для второго члена в этом выражении, мы получаем:

1

2

∑
a,b:a6=b

S ii,a0,0 S
ii,b
0,0 (E2

1(z−za)+ρ(zab)+2E1(zab)E1(z−za)−℘(z−za))+
1

2

∑
a

(S ii,a0,0 )2E2
1(z−za), (2.8)

где zab = za − zb. Преобразуя последние два члена в (2.7), мы должны разделить всю сумму
на две части a = b и a 6= b. Для первой мы используем (A.14), а для второй (B.13). Собирая
все слагаемые вместе мы можем выписать наши гамильтонианы:

H0 =
∑
i

p2i
2

+
1

2

∑
i

∑
a,b:a6=b

S ii,a0,0 S
ii,b
0,0 ρ(zab) +

1

2

∑
i

∑
a,b

∑
α 6=0

S ii,aα S
ii,b
−αfα(zba, ωα)+

+
1

2

∑
i,j:i 6=j

∑
a,b

∑
α

S ij,aα S
ji,b
−α fα(zba, ωα + qij),

(2.9)

H1,a =
∑
i

piS ii,a0,0 +
∑
i

∑
b:b 6=a

S ii,a0,0 S
ii,b
0,0E1(zab)−

∑
i

∑
b:b6=a

∑
α 6=0

S ii,aα S
ii,b
−αϕα(zba, ωα)−

−
∑
i,j:i 6=j

∑
b:b 6=a

∑
α

S ij,aα S
ji,b
−αϕα(zba, ωα + qij),

(2.10)

H2,a =
1

2

∑
i,j

∑
α

S ij,aα S
ji,a
−α . (2.11)

Как сразу же можно заметить, гамильтониан H2,a является оператором Казимира:

{
∑
i,j

∑
α

S ij,aα S
ji,a
−α ,S

km,b
β } = 0, ∀ k,m ∈ 1,M, β ∈ ZN × ZN, b ∈ 1, n. (2.12)

В тоже время гамильтониан H0 в случае одной отмеченной точки переходит в гамильтониан
GL(NM) эллиптической модели (1.19), а в случае N = 1 превращается в первый гамильто-
ниан эллиптической модели Годена (1.7) (см. (A.9)). Гамильтониан H1,a соответственно при
N = 1 превратиться в (1.8). В случае M = 1 оба гамильтониана перейдут в соответствующие
гамильтонианы sl(M) модели Годена [12].

2.1 Гамильтониан H0

Начнем наше рассмотрение с гамильтониана H0 (2.9). Напомним, что уравнения движения
для динамической переменной A, получаются коммутацией гамильтониана и динамической
переменной: Ȧ = {H,A}. Уравнения движения для гамильтониана H0:

q̇i = pi, ṗi =
∑
k:k 6=i

∑
a,b

∑
α

Ski,aα S
ik,b
−α f

′
α(zba, ωα + qki), (2.13)

Ṡ ij,aα =
∑
b:b 6=a

S ij,aα (Sjj,b0,0 − S
ii,b
0,0 )ρ(zba) +

∑
b

∑
β 6=0

S ij,aα−β(κα,βSjj,bβ − κβ,αS ii,bβ )fβ(zab, ωβ)+

+
∑
k,b

∑
β

((1− δkj)κα,βS ik,aα−βS
kj,b
β fβ(zab, ωβ + qkj)− (1− δik)κβ,αSkj,aα−βS

ik,b
β fβ(zab, ωβ + qik))

(2.14)
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Мы сразу же можем выписать частные случаи уравнения (2.14), которые мы будем исполь-
зовать в дальнейшем при доказательстве теоремы:

Ṡ ii,aα =
∑
b

∑
β 6=0

(κα,β − κβ,α)S ii,aα−βS
ii,b
β fβ(zab, ωβ)+

+
∑
k:k 6=i

∑
b

∑
β

(κα,βS ik,aα−βS
ki,b
β fβ(zab, ωβ + qki)− κβ,αS ik,bβ S

ki,a
α−βfβ(zab, ωβ + qik)),

(2.15)

Ṡ ii,a0,0 =
∑
k:k 6=i

∑
b

∑
α

(S ik,a−α Ski,bα fα(zab, ωα + qki)− S ik,bα S
ki,a
−α fα(zab, ωα + qik)). (2.16)

Как мы можем видеть из (2.16) величины
∑

a S
ii,a
0,0 являются интегралами движения, что

позволяет нам в дальнейшем зафиксировать их значение.
Мы хотим не только выписать уравнения движения, но и найти их представление Лакса.

Рассмотрим матрицу M0 вида:

Mij
0 (z) =δij

∑
a

S ii,a0,0 1Nρ(z − za) + δij
∑
a

∑
α 6=0

S ii,aα Tαfα(z − za, ωα)+

+ (1− δij)
∑
a

∑
α

S ij,aα Tαfα(z − za, ωα + qij).
(2.17)

Имеет место следующая:

Теорема 1 Уравнения движения (2.13) и (2.14) - эквивалентны равнению Лакса с допол-
нительным слагаемым:

d

dt
L(z) = [L(z),M(z)] +

1

2

∑
i,j

∑
a,b

∑
α

S ij,bα (S ii,a0,0 − S
jj,a
0,0 )Eij ⊗ Tαf ′α(z − zb, ωα + qij) (2.18)

для матриц (2.2) и (2.17). При наложенных условиях связи:
n∑
a=1

Skk,a0,0 = const, ∀k ∈ 1,M (2.19)

матрицы (2.2) и (2.17) удовлетворяют уравнению Лакса и таким образом, являются пред-
ставлением Лакса для системы уравнений (2.13)-(2.14).
Доказательство:
Для удобства в этом и всех последующих доказательствах мы отдельно рассматриваем диаго-
нальную (i = j) и недиагональную (i 6= j) части уравнения (2.18). Дополнительный член мы в
дальнейшем обозначаем как A. Начнем с диагонального случая. Для левой части уравнения
(2.18) мы имеем:(

dL
dt

)
ii

= ṗi1N +
∑
a

Ṡ ii,a0,0 1NE1(z − za) +
∑
a

∑
α 6=0

Ṡ ii,aα Tαϕα(z − za, ωα). (2.20)

Соответствующая правая часть (2.18):

[L,M]ii +Aii =
∑
a,b

∑
α 6=0

∑
β 6=0

(κα,β − κβ,α)S ii,aα S
ii,b
β Tα+βϕα(z − za, ωα)fβ(z − zb, ωβ)+

+
∑
k:k 6=i

∑
a,b

∑
α,β

S ik,aα S
ki,b
β κα,βTα+β

(
ϕα(z − za, ωα + qik)fβ(z − zb, ωβ + qki)−

−ϕβ(z − zb, ωβ + qki)fα(z − za, ωα + qik)
)
.

(2.21)
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Главным лейтмотивом этого и всех последующих доказательств будет наше желание распу-
тать все произведения эллиптических функций так, чтобы зависимость от спектрального z в
каждом слагаемом описывалась лишь одной какой-либо эллиптической функцией. Делается
это для того, чтобы, во-первых, сравнивая левые и правые части уравнения Лакса, можно бы-
ло бы легко получить уравнения движения на наши динамические переменные; а во-вторых,
чтобы сключить спектральный параметр из уравнений движения. Основной проблемой, кото-
рая будет возникать в наших теоремах, является необходимость отдельно проследить за всеми
частями сумм, для которых те или иные тождества на эллиптические функции применять
нельзя из-за образования полюсов. Поскольку именно эти преобразования могут вызвать у
читателя, незнакомого с темой, сложности, именно их подробное вычисление приводится в
данной работе. Вычисление коммутаторов матриц Лакса и сравнение уже преобразованных
выражений с уравнениями движения, остается на усмотрение читателя.

В рассматриваемом нами примере диагональной части уравнения (2.18), нам нужно разде-
лить правую часть уравнения Лакса на три части: скалярную по отношению к спектральному
параметру, пропорциональную E1(z− za) и пропорциональную ϕα(z− za, ωα). Чтобы сделать
это, мы должны отдельно рассматривать случай, когда индексы суммирования по ZN × ZN
равны друг другу с противоположным знаком — иначе при применении, например, тожде-
ства (A.12) функции ϕα будут стремится к бесконечности. Первое слагаемое (2.21) в случае
α = −β равно нулю. Для случая α 6= −β мы записываем его в более удобном виде:

∼ (1− δα+β)κα,βS ii,aα S
ii,b
β Tα+β

(
ϕα(z− za, ωα)fβ(z− zb, ωβ)−ϕβ(z− zb, ωβ)fα(z− za, ωα)

)
, (2.22)

где мы опустили все суммирования для удобства. Применяя (A.12) мы получаем:

∼ (1− δα+β)κα,βS ii,aα S
ii,b
β Tα+β

(
ϕα+β(z − za, ωα+β)fβ(zab, ωβ)− ϕα+β(z − zb, ωα+β)fα(zba, ωα)

)
.

Мы используем перестановку индексов (a↔ b, α↔ β) во второй половине этого слагаемого,
чтобы вынести ϕα+β(z − za, ωα+β), и затем замену индексов (α → α + β, β → β). В итоге мы
получаем: ∑

a,b

∑
α 6=0

∑
β 6=0

(κα,β − κβ,α)S ii,aα−βS
ii,b
β Tαfβ(zab, ωβ)ϕα(z − za, ωα) (2.23)

Заметьте что итоговое суммирование по α не включает в себя α = 0, из-за отсутствия слага-
емого с β = −α.

Для второго члена в (2.21) мы рассматриваем часть β = −α отдельно:

∼ S ik,aα S
ki,b
−α 1N

(
ϕα(z−za, ωα+qik)fα(zb−z, ωα+qik)+ϕα(zb−z, ωα+qik)fα(z−za, ωα+qik)

)
. (2.24)

Выражение в скобках очевидно эквивалентно:

∂ϕα(z − za, ωα + qik)ϕα(zb − z, ωα + qik)

∂ωα + qik
. (2.25)

Используя (B.13) превращаем это выражение в:

fα(zba, ωα + qik)
(
E1(z − za)− E1(z − zb)

)
− f ′α(zba, ωα + qik), (2.26)

и слагаемое (2.24) принимает вид:∑
k:k 6=i

∑
a,b

∑
α

(
S ik,aα S

ki,b
−α fα(zab, ωα + qki)− S ik,bα S

ki,a
−α fα(zab, ωα + qik)

)
1NE1(z − za)+

+
∑
k:k 6=i

∑
a,b

∑
α

Ski,aα S
ik,b
−α 1Nf

′
α(zba, ωα + qki),

(2.27)
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где мы использовали нашу возможность менять местами индексы a, b и знак у индеса α.
Случай α 6= −β рассматривается также, как случай первого слагаемого. Мы делаем те же

самые замены индексов и используем формулу (A.12):∑
k:k 6=i

∑
a,b

∑
α 6=0,β

(
κα,βS ik,aα−βS

ki,b
β fβ(zab, ωβ+qki)−κβ,αS ik,bβ S

ki,a
α−βfβ(zab, ωβ+qik)

)
Tαϕα(z−za, ωα) (2.28)

Собирая вместе все преобразованные слагаемые (2.23), (2.27)-(2.28) правой части уравнения
(2.21), мы сравниваем их с производной матрицы L по времени (2.20). Легко видеть, что
получившееся выражение точно воспроизводит уравнения движения (2.13), (2.16)-(2.15).

Рассмотрим недиагональные блоки уравнения Лакса i 6= j. Его левая часть при этом
принимает вид:(

dL
dt

)
ij

=
∑
a

∑
α

Ṡ ij,aα Tαϕα(z − za, ωα + qij) + q̇ij
∑
a

∑
α

S ij,aα Tαfα(z − za, ωα + qij), (2.29)

соответствующая правая часть (2.18):

[L,M]ij +Aij = pij
∑
a

∑
α

S ij,aα Tαfα(z − za, ωα + qij)+

+
∑
a,b

∑
α

S ij,aα (S ii,b0,0 − S
jj,b
0,0 )Tα

(
fα(z − za, ωα + qij)E1(z − zb)−

− ρ(z − zb)ϕα(z − za, ωα + qij)
)
+

+
∑
a,b

∑
α

∑
β 6=0

S ij,aα (κα,βSjj,bβ − κβ,αS ii,bβ )Tα+β
(
ϕα(z − za, ωα + qij)fβ(z − zb, ωβ)−

− fα(z − za, ωα + qij)ϕβ(z − zb, ωβ)
)
+

+
∑
k:k 6=i,j

∑
a,b

∑
α,β

κα,βS ik,aα S
kj,b
β Tα+β

(
ϕα(z − za, ωα + qik)fβ(z − zb, ωβ + qkj)−

− fα(z − za, ωα + qik)ϕβ(z − zb, ωβ + qkj)
)
+

+
1

2

∑
a,b

∑
α

S ij,bα (S ii,a0,0 − S
jj,a
0,0 )Tαf

′
α(z − zb, ωα + qij).

(2.30)

Чтобы получить уравнения движния для pi и S ij,aα нам нужно преобразовать третье и чет-
вертое слагаемые с помощью (A.12). Начнём с третьего слагаемого:∑

k:k 6=i,j

∑
a,b

∑
α,β

κα,βS ik,aα S
kj,b
β Tα+β

(
ϕα+β(z − za, ωα+β + qij)fβ(zab, ωβ + qkj)−

−fα(zba, ωα + qik)ϕα+β(z − zb, ωα+β + qij)
)
.

(2.31)

Используя замену индексов a ↔ b и α + β → α и изменяя порядок суммирования по k мы
получаем:∑

k

∑
a,b

∑
α,β

(
(1− δkj)κα,βSik,aα−βS

kj,b
β fβ(zab, ωβ + qkj)− (1− δik)κβ,αSik,bβ S

kj,a
α−βfβ(zab, ωβ + qik)

)
Tα

ϕα(z − za, ωα + qij)−
∑
a,b

∑
α,β

Sij,bβ

(
κα,βSii,aα−β − κβ,αS

jj,a
α−β

)
Tαfβ(zab, ωβ + qij)ϕα(z − za, ωα + qij).

(2.32)
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Для четвертого слагаемого мы делаем те же преобразования и для удобства выделяем часть
суммирования, соответствующую β = 0. Получившееся выражение выглядит как:∑

a,b

∑
α

∑
β 6=0

S ij,aα−β(κα,βSjj,bβ − κβ,αS ii,bβ )Tαϕα(z − za, ωα + qij)fβ(zab, ωβ)+

+
∑
a,b

∑
α,β

S ij,bβ (κα,βS ii,aα − κβ,αSjj,aα )Tα+βfβ(zab, ωβ + qij)ϕα+β(z − za, ωα+β + qij)+

+
∑
a,b

∑
α

S ij,bα (Sjj,a0,0 − S
ii,a
0,0 )Tαfα(zab, ωα + qij)ϕα(z − za, ωα + qij).

(2.33)

Как мы можем видеть, после суммирования (2.32) и (2.33) члены пропорциональные fβ(zab, ωβ+
qij) сокращаются. Последнее, что нам нужно сделать, чтобы получить уравнения движения,
это посмотреть, что произойдет, когда мы объединим все члены с (S ii,b0,0 − S

jj,b
0,0 ):∑

a,b

∑
α

S ij,aα (S ii,b0,0 − S
jj,b
0,0 )Tα

(
fα(z − za, ωα + qij)E1(z − zb)− ρ(z − zb)ϕα(z − za, ωα + qij)−

−fα(zba, ωα + qij)ϕα(z − zb, ωα + qij) +
1

2
f ′α(z − za, ωα + qij)

)
=

=
∑
a,b:a6=b

∑
α

S ij,aα (Sjj,b0,0 − S
ii,b
0,0 )Tα ρ(zab)ϕα(z − za, ωα + qij),

де мы использовали (A.17) и (A.20). После всех преобразований для недиагонального случая
правой части (2.18) мы получаем:

[L,M]ij +Aij =
∑
a,b

∑
α

∑
β 6=0

S ij,aα−β(κα,βSjj,bβ − κβ,αS ii,bβ )Tαfβ(zab, ωβ)ϕα(z − za, ωα + qij)+

+
∑
a,b

∑
α

S ij,aα (Sjj,b0,0 − S
ii,b
0,0 )Tα ρ(zab)ϕα(z − za, ωα + qij)+

+ pij
∑
a

∑
α

S ij,aα Tαfα(z − za, ωα + qij)+

+
∑
k

∑
a,b

∑
α,β

(
(1− δkj)κα,βS ik,aα−βS

kj,b
β fβ(zab, ωβ + qkj)−

− (1− δik)κβ,αS ik,bβ S
kj,a
α−βfβ(zab, ωβ + qik)

)
Tαϕα(z − za, ωα + qij).

(2.34)

Сравнивая поведение получившегося выражения по z с левой частью (2.18) мы в итоге по-
лучаем уравнения движения для S ij,bα (2.14) и qi (2.13). �

2.2 Гамильтониан H1,a

Для гамильтониана H1,a мы также ищем уравнения движения, а затем представление Лакса
для них. Основным отличием этого случая от случая гамильтонианаH0 является зависимость
уравнения Лакса и уравнений движения от индекса a. Эта зависимость не позволяет пере-
ставлять индексы суммирования по выделенным точкам также просто, как в предыдущей
подсекции.
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Напомним, что полученный нами гамильтониан выглядит как:

H1,a =
∑
i

piS ii,a0,0 +
∑
i

∑
b:b 6=a

S ii,a0,0 S
ii,b
0,0E1(zab)−

∑
i

∑
b:b 6=a

∑
α 6=0

S ii,aα S
ii,b
−αϕα(zba, ωα)−

−
∑
i,j:i 6=j

∑
b:b 6=a

∑
α

S ij,aα S
ji,b
−αϕα(zba, ωα + qij).

(2.35)

Уравнения движения для этого гамильтониана:

q̇i = S ii,a0,0 , ṗi =
∑
k:k 6=i

∑
b:b 6=a

∑
α

S ik,aα S
ki,b
−α fα(zba, ωα + qik)− Ski,aα S

ik,b
−α fα(zba, ωα + qki), (2.36)

Ṡ ij,bα =δabpjiS ij,aα + (1− δab)S ij,bα (Sjj,a0,0 − S
ii,a
0,0 )E1(zab) +

∑
c:c 6=a

δabS ij,aα (Sjj,c0,0 − S
ii,c
0,0 )E1(zac)+

+
∑
β 6=0

(1− δab)S ij,bα−β(κβ,αS ii,aβ − κα,βSjj,aβ )ϕβ(zba, ωβ)+

+
∑
c:c 6=a

∑
β 6=0

δabS ij,aα−β(κα,βSjj,cβ − κβ,αS ii,cβ )ϕβ(zac, ωβ)+

+
∑
k

∑
β

(1− δab)
(
(1− δik)κβ,αSkj,bα−βS

ik,a
β ϕβ(zba, ωβ + qik)−

− (1− δkj)κα,βS ik,bα−βS
kj,a
β ϕβ(zba, ωβ + qkj)

)
+

+
∑
k

∑
c:c 6=a

∑
β

δab((1− δkj)κα,βS ik,aα−βS
kj,c
β ϕβ(zac, ωβ + qkj)−

− (1− δik)κβ,αSkj,aα−βS
ik,c
β ϕβ(zac, ωβ + qik)).

(2.37)

Частные случаи уравнения движения для S ij,bα :

Ṡ ii,bα =
∑
β 6=0

(κβ,α − κα,β)
(
(1− δab)S ii,bα−βS

ii,a
β ϕβ(zba, ωβ)−

∑
c:c 6=a

δabS ii,aα+βS
ii,c
−βϕβ(zca, ωβ)

)
+

+
∑
k:k 6=i

∑
β

(1− δab)(κβ,αSki,bα−βS
ik,a
β ϕβ(zba, ωβ + qik)− κα,βS ik,bα−βS

ki,a
β ϕβ(zba, ωβ + qki))+

+
∑
k:k 6=i

∑
β

∑
c:c 6=a

δab(κα,βSki,aα+βS
ik,c
−β ϕβ(zca, ωβ + qki)− κβ,αS ik,aα+βS

ki,c
−β ϕβ(zca, ωβ + qik)),

(2.38)

Ṡ ii,b0,0 =
∑
k:k 6=i

∑
β

(1− δab)(Ski,b−β S
ik,a
β ϕβ(zba, ωβ + qik)− S ik,b−β S

ki,a
β ϕβ(zba, ωβ + qki))+

+
∑
k:k 6=i

∑
c:c 6=a

∑
β

δab(Ski,aβ S
ik,c
−β ϕβ(zca, ωβ + qki)− S ik,aβ S

ki,c
−β ϕβ(zca, ωβ + qik)).

(2.39)

Рассмотрим матрицу Лакса M1,a, зависящую от индекса a:

M1,a(z) =
M∑
i,j=1

Eij ⊗Mij
1,a(z), (2.40)

Mij
1,a(z) =− δijS ii,a0,0 1NE1(z − za)− δij

∑
α 6=0

S ii,aα Tαϕα(z − za, ωα)−

− (1− δij)
∑
α

S ij,aα Tαϕα(z − za, ωα + qij).
(2.41)

Имеет место следующая:
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Теорема 2 Уравнения движения (2.36) и (2.37) - эквивалентны уравнению Лакса с допол-
нительным слагаемым:

d

dt
L(z) = [L(z),M1,a(z)] +

∑
i,j

∑
b

∑
α

S ij,aα (S ii,b0,0 − S
jj,b
0,0 )Eij ⊗ Tαfα(z − za, ωα + qij) (2.42)

для матриц (2.2) и (2.40). При наложенных условиях связи:
n∑
a=1

Skk,a0,0 = const, ∀k ∈ 1,M (2.43)

матрицы (2.2) и (2.40) удовлетворяют уравнению Лакса и таким образом, являются пред-
ставлением Лакса для системы уравнений (2.36)-(2.37).
Доказательство:
Как и в предыдущем доказательстве, мы отдельно рассматриваем уравнения, получающиеся
для диагональных и недиагональных элементов L̇. В дальнейшем для удобства мы обозна-
чаем дополнительное слагаемое в (2.42) как Bij. Начнем с диагонального случая i = j. Правая
часть уравнения (2.42) при i = j принимает вид:

[L,M]ii + Bii =
∑
b

∑
α 6=0
β 6=0

(κα,β − κβ,α)S ii,aα S
ii,b
β Tα+βϕα(z − za, ωα)ϕβ(z − zb, ωβ)+

+
∑
k:k 6=i

∑
b:b 6=a

∑
α,β

(κα,βS ik,aα S
ki,b
β ϕα(z − za, ωα + qik)ϕβ(z − zb, ωβ + qki)−

−κβ,αS ik,bβ S
ki,a
α ϕα(z − za, ωα + qki)ϕβ(z − zb, ωβ + qik))Tα+β.

(2.44)

Преобразуем это выражение так, чтобы распутать его относительно зависимости по z и раз-
ложить по базису эллиптических функций. Обратим внимание, на то что первое слагаемое
зануляется как при b = a, так и при β = −α, что позволяет безнаказанно применить тожде-
ство Фея (B.11) к этому выражению:∑

b:b 6=a

∑
α 6=0
β 6=0

(κα,β − κβ,α)S ii,aα−βS
ii,b
β Tαϕβ(zab, ωβ)ϕα(z − za, ωα)+

+
∑
b:b 6=a

∑
α 6=0
β 6=0

(κβ,α − κα,β)S ii,aβ S
ii,b
α−βTαϕβ(zba, ωβ)ϕα(z − zb, ωα).

(2.45)

Второе слагаемое в (2.44) однако не зануляется при β = −α и мы преобразовываем эту часть
суммы отдельно с помощью (B.13). Получаем:∑

k:k 6=i

∑
b:b 6=a

∑
α

S ik,aα S
ki,b
−α 1Nfα(zba, ωα + qik)− S ik,bα S

ki,a
−α 1Nfα(zab, ωα + qik)+

+
(
S ik,aα S

ki,b
−α ϕα(zba, ωα + qik)− S ik,b−α Ski,aα ϕα(zba, ωα + qik)

)
1N(E1(z − zb)− E1(z − za)).

(2.46)

К оставшейся части слагаемого мы применяем тождество Фея и получаем:∑
α 6=0
β

(κβ,αS ik,aβ S
ki,b
α−βϕβ(zba, ωβ + qik)− κα,βS ik,bα−βS

ki,a
β ϕβ(zba, ωβ + qki))Tαϕα(z − zb, ωα)+

+(κα,βS ik,aα−βS
ki,b
β ϕβ(zab, ωβ + qki)− κβ,αS ik,bβ S

ki,a
α−βϕβ(zab, ωβ + qik))Tαϕα(z − za, ωα).

(2.47)
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Собирая все слагаемые (2.45)-(2.47) вместе и сравнивая получившееся выражение c левой
частью уравнения Лакса (2.20), мы получаем уравнения движения для импульса (2.36) и
частные случаи уравнения движения для динамической переменной спина (2.38)-(2.39).

Перейдем к рассмотрению недиагонального случая i 6= j. Левая часть (2.42) в таком
случае принимает вид:

[L,M]ij+Bij = pji
∑
α

S ij,aα Tαϕα(z − za, ωα + qij)+

+
∑
b

∑
α

S ij,bα (S ii,a0,0 − S
jj,a
0,0 )Tαϕα(z − zb, ωα + qij)E1(z − za)+

+
∑
b

∑
α

S ij,aα (Sjj,b0,0 − S
ii,b
0,0 )Tαϕα(z − za, ωα + qij)E1(z − zb)+

+
∑
b

∑
α

∑
β 6=0

S ij,aα (κα,βSjj,bβ − κβ,αS ii,bβ )Tα+βϕα(z − za, ωα + qij)ϕβ(z − zb, ωβ)

+
∑
b

∑
α 6=0

∑
β

S ij,bβ (κα,βS ii,aα − κβ,αSjj,aα )Tα+βϕα(z − za, ωα)ϕβ(z − zb, ωβ + qij)

+
∑
k:k 6=i,j

∑
b:b 6=a

∑
α,β

(
κα,βS ik,aα S

kj,b
β ϕα(z − za, ωα + qik)ϕβ(z − zb, ωβ + qkj)−

− κβ,αS ik,bβ S
kj,a
α ϕα(z − za, ωα + qkj)ϕβ(z − zb, ωβ + qik)

)
Tα+β + Bij

(2.48)

Первое слагаемое в этом предложении мы оставляем без изменений, так как его зависимость
от z уже явно видна. Следующие два слагаемых мы преобразуем, используя выражения:

ϕα(z − zb, ωα + qij)E1(z − za) =ϕα(z − za, ωα + qij)ϕα(zab, ωα + qij)−
− ϕα(z − zb, ωα + qij)E1(zab) + fα(z − zb, ωα + qij),

(2.49)

ϕα(z − za, ωα + qij)E1(z − zb) =ϕα(z − zb, ωα + qij)ϕα(zba, ωα + qij)+

+ ϕα(z − za, ωα + qij)E1(zab) + fα(z − za, ωα + qij),
(2.50)

которые просто являются частным случаем выражения (B.13). Обратите внимание, что эти
слагаемые сокращают друг друга при b = a, что делает эти преобразования законными.
Сумма, возникающая при функции fα(z − za, ωα + qij) сокращается с Bij.
К четвертому и пятому слагаемым, которые также сокращаются при b = a, мы применяем
тождество Фэя и получаем:∑

b:b 6=a

∑
α

∑
β 6=0

S ij,aα (κα,βSjj,bβ − κβ,αS ii,bβ )Tα+β
(
ϕβ(zab, ωβ)ϕα+β(z − za, ωα+β + qij)+

+ϕα(zba, ωα + qij)ϕα+β(z − zb, ωα+β + qij)
)
+

+
∑
b:b 6=a

∑
α 6=0

∑
β

S ij,bβ (κα,βS ii,aα − κβ,αSjj,aα )Tα+β
(
ϕα(zba, ωα)ϕα+β(z − za, ωα+β + qij)+

+ϕβ(zab, ωβ + qij)ϕα+β(z − za, ωα+β + qij)
)
.

(2.51)

Для последнего слагаемого в (2.48) мы также пользуемся тождеством Фэя и преобразуем
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сумму по k так, чтобы учитывались все слагаемые, не приводящие к образованию полюсов:∑
k

∑
b:b 6=a

∑
α,β

(
(1− δkj)κα,βS ik,aα−βS

kj,b
β ϕβ(zab, ωβ + qkj)−

− (1− δik)κβ,αS ik,bβ S
kj,a
α−βϕβ(zab, ωβ + qik)

)
Tαϕα(z − za, ωα + qij)−

−
∑
b:b 6=a

∑
α,β

S ij,bβ (κα,βS ii,aα − κβ,αSjj,aα )Tα+βϕβ(zab, ωβ + qij)ϕα+β(z − za, ωα+β + qij)+

+
∑
k

∑
b:b 6=a

∑
α,β

(
(1− δik)κβ,αS ik,aβ S

kj,b
α−βϕβ(zba, ωβ + qik)−

− (1− δkj)κα,βS ik,bα−βS
kj,a
β ϕβ(zba, ωβ + qkj)

)
Tαϕα(z − zb, ωα + qij)−

−
∑
b:b 6=a

∑
α,β

S ij,aα (κα,βSjj,bβ − κβ,αS ii,bβ )Tα+βϕα(zba, ωα + qij)ϕα+β(z − za, ωα+β + qij).

(2.52)

В нашем выражении появилось два новых члена в которых отсутствует суммирование по
k. После того как мы сложим все части нашего уравнения вместе (2.49)-(2.52), мы увидим,
что эти члены сократятся с слагаемыми пропорциональными произведениям функций ϕα
в (2.49)-(2.50) и вторыми половинами слагаемых в (2.51). Итоговое выражение для правой
части (2.42) принимает вид:

pji
∑
α

Sij,aα Tαϕα(z − za, ωα + qij) +
∑
b

∑
α

Sij,aα (Sjj,b0,0 − S
ii,b
0,0 )Tαϕα(z − za, ωα + qij)E1(zab)+

+
∑
b

∑
α

Sij,bα (Sjj,a0,0 − S
ii,a
0,0 )Tα

(
ϕα(z − zb, ωα + qij)E1(zab)− fα(z − zb, ωα + qij)

)
+

+
∑
b:b6=a

∑
α

∑
β 6=0

Sij,aα (κα,βSjj,bβ − κβ,αSii,bβ )Tα+βϕβ(zab, ωβ)ϕα+β(z − za, ωα+β + qij)+

+
∑
b:b6=a

∑
α 6=0

∑
β

Sij,bβ (κα,βSii,aα − κβ,αSjj,aα )Tα+βϕα(zba, ωα)ϕα+β(z − za, ωα+β + qij)+

+
∑
k

∑
b:b6=a

∑
α,β

(
(1− δkj)κα,βSik,aα−βS

kj,b
β ϕβ(zab, ωβ + qkj)

−(1− δik)κβ,αSik,bβ S
kj,a
α−βϕβ(zab, ωβ + qik)

)
Tαϕα(z − za, ωα + qij)+

+
∑
k

∑
b:b 6=a

∑
α,β

(
(1− δik)κβ,αSik,aβ Skj,bα−βϕβ(zba, ωβ + qik)−

−(1− δkj)κα,βSik,bα−βS
kj,a
β ϕβ(zba, ωβ + qkj)

)
Tαϕα(z − zb, ωα + qij),

(2.53)

сравнивая то что мы получили с (2.29) мы немедленно получаем уравнения движения для
qi (2.36) и S ij,bα (2.37). Обратите внимание, что в недиагональной части доказательства нам
не пришлось рассматривать случаи β = −α отдельно, поскольку qij не давало занулится
эллиптическим функциям. �

3 Релятивистские интегрируемые модели
В этой секции мы рассматриваем релятивистские обобщения интегрируемых моделей, опи-
санных во введении.
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Спиновая модель Руйсенаарса-Шнайдера. Релятивисткое обобщение модели Калоджеро-
Мозера было предложено Руйсенаарсом в [15]. А пара Лакса релятивистской деформации для
спинового Калоджеро-Мозера [10] была предложена Кричевером и Забродиным в [16]:

Lij(z) = Sijφ(z, qij + η), i, j = 1,M, Res
z=0

L(z) = S ∈ Mat(M,C)

Mij(z) = −δijSii(E1(z) + E1(η))− (1− δij)Sijφ(z, qij),
(3.1)

где η — релятивистский параметр. Взятие нерелятивистского предела соответствует η → 0 и
одновременному перемаштабированию переменной времени t→ t/η.

Подчеркнем, что пуассоново описание эллиптической модели спинового Руйсенаарса-Шнай-
дера к настоящему времени не известно1. Это означает, что мы не можем найти уравнения
движения этой модели через скобку Пуассона динамической переменной с гамильтонианом,
а также что r-матричная структура для этой модели еще не была построена. Поэтому урав-
нения движения этой модели и всех последующих релятивистских моделей, которые мы об-
суждаем, получаются напрямую из уравнения Лакса.

Уравнения движения, которые получаются из уравнения Лакса для матриц (3.1) при усло-
вии q̇i = Sii, имеют вид:

Ṡii =
∑
k:k 6=i

SikSki(2E1(qik)− E1(qik + η)− E1(qik − η))

Ṡij =
∑
k:k 6=j

SikSkj(E1(qkj + η)− E1(qkj))−
∑
k:k 6=i

SikSkj(E1(qik + η)− E1(qik)).
(3.2)

Взяв нерелятивистский предел этих выражений, мы получим уравнения движения спиновой
модели эллиптического Калоджеро.

Релятивистские волчки. Релятивистское обобщение есть и у GL(N) модели эллиптиче-
ских волчков [13,19,20]. Представление Лакса для этого обобщения записывается следующим
образом:

L(z) =
∑
α

SαTαϕα(z, ωα + η), M(z) = −
∑
α 6=0

SαTαϕα(z, ωα). (3.3)

Уравнения движения также принимают характерный для волчков вид:

Ṡ = [S, Jη(S)], (3.4)

где Jη — релятивистский аналог тензора инерции (1.14):

Jη(S) =
∑
α 6=0

SαTα
(
E1(ωα + η)− E1(ωα)

)
. (3.5)

Вычислим нерялитявистский предел этих уравнений, для этого разложим оператор инерции
в ряд по η. Так как J0 = 0, получаем:

Jη(S) = ηJ(S) +
η2

2
∂J(S) +O(η3), (3.6)

где производная берется по внутреннему аргументу эллиптических функций. Поскольку в
левой части уравнений движения стоит производная по времени, после перемаштобирования

1Для рационального [17] и для тригонометрического [18] слачая такое описание существует.
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t→ t/η, в нерелятивистские уравнения движения войдет только первый член ряда. Используя
(A.4), мы видим, что он равен:

J(S) = −
∑
α 6=0

SαTαE2(ωα). (3.7)

Что в точности дает уравнения движения для нерелятивистского волчка (1.14).

Релятивистское обобщение GL(NM) модели. В статье [19] было предложено GL(NM)
обобщение спиновой модели Руйсенаарса-Шнайдера, чьи уравнения движения в нереляти-
вистском пределе переходят в уже описанную выше эллиптическую GL(NM) модель.

Матрица Лакса этой модели также является блочной, размера NM × NM . ij-ый блок
такой матрицы принимает вид:

Lij(z) =
∑
α

S ijα Tαϕα(z, ωα + qij + η). (3.8)

И ij блок сопутствующейM-матрицы:

Mij = −δij
(
S ii0,0T0(E1(z)+E1(η))−

∑
α:α 6=0

S iiαTαϕα(z, ωα)
)
−(1−δij)

∑
α

S ijα Tαϕα(z, ωα+qij). (3.9)

Для удобного описания уравнений движения, получающихся из уравнения Лакса для этих
матриц, нам нужно ввести следующее обобщение тензора инерции (3.5):

Jη,qij(S ij) =
∑
α

S ijα Tα
(
E1(ωα + qij + η)− E1(ωα + qij)

)
. (3.10)

Тогда, при условии q̇i = S ii0,0, уравнение Лакса эквивалентно [19]:

Ṡ ii = [S ii, Jη(S ii)] +
∑
k:k 6=i

(S ikJη,qki(Ski)− Jη,qik(S ik)Ski), (3.11)

Ṡ ij = S ijJη(Sjj)− Jη(S ii)S ij + S iiJη,qij(S ij)− Jη,qij(S ij)Sjj+

+
∑
k:k 6=i,j

(S ikJη,qkj(Skj)− Jη,qik(S ik)Skj), i 6= j. (3.12)

При N = 1 матрицы Лакса и уравнения движения этой модели перейдут в матрицы Лакса и
уравнения движения (3.1)-(3.2). ПриM = 1 эта система превратится в модель релятивистско-
го эллиптического волчка (3.3) с той разницей, что в матрицеM появится лишнее слагаемое.
Впрочем, это слагаемое пропорционально единичной матрице и потому не влияет на уравне-
ния движения. В случае rk(S) = 1 эта система превратится в релятивистскую версию модель
интегрируемых взаимодействующих волчков. Нерелятивистский передел этой модели даст
GL(NM) эллиптическую модель. Подробности см. в [19].

4 Годеново обобщение релятивистской GL(NM) эллипти-
ческой модели

Конструируя релятивистскую деформацию обобщенной модели Годена, мы ориентируемся
на представление Лакса (3.8) для релятивистской GL(NM) модели. Обобщая матрицу L(z)

17



на случай нескольких отмеченных точек, мы получаем:

L(z) =
M∑
i,j=1

Eij ⊗ Lij(z) ∈ Mat(NM,C), Lij(z) ∈ Mat(N,C). (4.1)

Lij(z) =
∑
α

n∑
a=1

TαS ij,aα ϕα(z − za, ωα + qij + η), qij = qi − qj, ωα =
α1 + α2τ

N
. (4.2)

Так же как и в нерелятивистском случае, матрица Лакса имеет полюс первого порядка в
точках za, и её вычет в этих точках равен:

S ij,a = Res
z=za
L ∈ Mat(N,C). (4.3)

Блок i, j парной матрицыM принимает вид:

Mii(z) = −
n∑
a=1

T0S ii,a0 (E1(z − za) + E1(η))−
∑
α 6=0

n∑
a=1

TαS ii,aα ϕα(z − za, ωα), (4.4)

Mij(z) = −
∑
α

n∑
a=1

TαS ij,aα ϕα(z − za, ωα + qij), i 6= j. (4.5)

Для того чтобы упростить запись уравнений движения мы будем использовать определения
релятивистского тензора инерции (3.5) и (3.10). Кроме того мы введем два дополнительных
оператора, зависящих от точки za и действующих на матрицу S ij,b (a 6= b):

J̃ηa (S ij,b) =
∑
α 6=0

S ij,bα Tα(ϕα(zab, ωα + η)− ϕα(zab, ωα)), (4.6)

J̃η,qmn
a (S ij,b) =

∑
α

S ij,bα Tα(ϕα(zab, ωα + qmn + η)− ϕα(zab, ωα + qmn)). (4.7)

В этих обозначениях и при условии (4.11) уравнения движения для этой модели, как будет
показано ниже, принимают вид:

Ṡ ij,a = S ij,aJη(Sjj,a)− Jη(S ii,a)S ij,a + S ii,aJη,qij(S ij,a)− Jη,qij(S ij,a)Sjj,a+

+
∑
b:b6=a

S ij,a(S ii,b0,0 − S
jj,b
0,0 )(E1(η) + E1(zab)− φ(zab, η)+

+
∑
b:b6=a

(S ij,aJ̃ηa (Sjj,b)− J̃ηa (S ii,b)S ij,a) +
∑
b:b 6=a

(S ii,aJ̃η,qija (S ij,b)− J̃η,qija (S ij,b)Sjj,a)+

+
∑
k:k 6=i,j

(
S ik,aJη,qkj(Skj,a)− Jη,qik(S ik,a)Skj,a +

∑
b:b 6=a

(S ik,aJ̃η,qkja (Skj,b)− J̃η,qika (S ik,b)Skj,a)
)
.

(4.8)

В отличие от предыдущих релятивистских моделей волчков, не все слагаеме в уравнениях
движения выражаются через тензора инерции. В диагональном случае уравнения принимают
вид:

Ṡ ii,a =
[
S ii,a, Jη(S ii,a)

]
+
∑
k:k 6=i

(S ik,aJη,qki(Ski,a)− Jη,qik(S ik,a)Ski,a)+

+
∑
b:b6=a

[
S ii,a, J̃ηa (S ii,b)

]
+
∑
k:k 6=i

∑
b:b 6=a

(S ik,aJ̃η,qkia (Ski,b)− J̃η,qika (S ik,b)Ski,a).
(4.9)
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Эволюция переменной qi описывается условиями связи, наложеными на модель (4.11). Мы
выбираем их в таком виде, основываясь на условиях связи для релятивистской GL(NM)
модели.

Имеет место следующая:

Теорема 3 Уравнения движения (4.8) и (4.9) - эквивалентны уравнению Лакса с дополни-
тельным слагаемым:

d

dt
L(z) = [L(z),M(z)] +

∑
i,j

∑
a

∑
α

S ij,aα (µi − µj)Eij ⊗ Tαfα(z − za, ωα + qij + η) (4.10)

для матриц (4.2) и (4.4)-(4.5), где:

µi = q̇i −
n∑
a=1

S ii,a0,0 , i = 1, . . . ,M. (4.11)

При наложенных условиях связи: µi = const; матрицы (4.2) и (4.4)-(4.5) удовлетворяют
уравнению Лакса и таким образом, являются представлением Лакса для системы уравнений
(4.8) и (4.9).
Доказательство:

Начнем с диагональной части (4.10). Дополнительное слагаемое в (4.10) мы далее обозна-
чаем Cij, и опускаем его в диагональном случае, поскольку оно зануляется при i = j. Левая
часть уравнения Лакса принимает вид:

d

dt
Lii(z) =

∑
a

∑
α

TαṠ ii,aα ϕα(z − za, ωα + η), (4.12)

и соответствующая правая часть:

[L,M]ii =
∑
a,b

∑
α 6=0

∑
β

(κα,β − κβ,α)S ii,aα S
ii,b
β Tα+βϕα(z − za, ωα)ϕβ(z − zb, ωβ + η)+

+
∑
k:k 6=i

∑
a,b

∑
α,β

κα,βS ik,aα S
ki,b
β Tα+β(ϕα(z − za, ωα + qik)ϕβ(z − zb, ωβ + qki + η)−

− ϕα(z − za, ωα + qik + η)ϕβ(z − zb, ωβ + qki)).

(4.13)

При применении формулы Фэя к первому слагаемому, полюса в функции ϕ могут возникнуть
при a = b и при β = −α, однако в последнем случае сама сумма занулится. Во втором сла-
гаемом полюса возникают только при совпадении отмеченных точек. Поэтому мы отдельно
рассматриваем только случай a = b. Если мы трижды применим (B.12) к (4.13) предполагая
что a равно b, мы получим:

[L,M]iia=b =
∑
a

∑
α

∑
β 6=0

S ii,aα S
ii,a
β TαTβϕα+β(z − za, ωα+β + η)(E1(ωβ + η)− E1(ωβ))−

−
∑
a

∑
β 6=0

∑
α

S ii,aα S
ii,a
β TβTαϕα+β(z − za, ωα+β + η)(E1(ωβ + η)− E1(ωβ))+

+
∑
k:k 6=i

∑
a

∑
α,β

(
S ik,aα S

ki,a
β TαTβ(E1(ωβ + qki + η)− E1(ωβ + qki))−

− S ik,aβ S
ki,a
α TβTα(E1(ωβ + qik + η)− E1(ωβ + qik))

)
ϕα+β(z − za, ωα+β + η),

(4.14)
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что очевидно является первыми двумя слагаемыми (4.9). При преобразовании первого сла-
гаемого нужно внимательно следить за тем, какие значения пробегает индексы из ZN × ZN .
Не смотря на то что в первом слагаемом в (4.13), β пробегает все доступные значения в
ZN × ZN , при β = 0 все слагамое все равно зануляется. Этот факт позволяет нам спокойно
выполнить все преобразования, а потом, ввиду того, что слагаемые с α = 0 в (4.14) также
сокращают друг друга, снова вернуть суммирование по всем α. Такие осложнения, связанные
с суммированием по α, β будут и дальше возникать по ходу доказательства, но их описание
мы приводим только здесь.

Рассмотрим случай a 6= b. Применяя (B.10) к последней сумме в (4.13), мы получаем:∑
k:k 6=i

∑
a,b
a6=b

∑
α,β

(
S ik,aα S

ki,b
β TαTβ(ϕβ(zab, ωβ + qki + η)− ϕβ(zab, ωβ + qki))−

− S ik,bβ S
ki,a
α TβTα(ϕβ(zab, ωβ + qik + η)− ϕβ(zab, ωβ + qik))

)
ϕα+β(z − za, ωα+β + η),

(4.15)

что по сути является последней суммой в (4.9).
Для первого слагаемого в (4.13) случай a 6= b аналогичен рассмотренному выше случаю

одинаковых отмеченных точек. Мы делаем те же преобразования относительно всех индексов,
но используем (B.10) вместо (B.12):∑

a,b
a6=b

∑
α

∑
β 6=0

S ii,aα S
ii,b
β TαTβϕα+β(z − za, ωα+β + η)(ϕβ(zab, ωβ + η)− ϕβ(zab, ωβ))−

−
∑
a,b
a6=b

∑
α

∑
β 6=0

S ii,aα S
ii,b
β TβTαϕα+β(z − za, ωα+β + η)(ϕβ(zab, ωβ + η)− ϕβ(zab, ωβ)).

(4.16)

Эта сумма, после сравнения с левой частью уравнения Лакса дает третье слагаемое в (4.9)
— коммутатор обобщенного тензора инерции со спином. Собирая все преобразованные нами
слагаемые вместе (4.14) - (4.16), и сравнивая их с dL/dt, мы получаем уравнение движения
для диагональной части спина (4.9).
Перейдем к случаю i 6= j. Левая часть уравнения Лакса при таком условии принимает вид:

d

dt
Lij(z) =

∑
a

∑
α

Ṡ ij,aα Tαϕα(z − za, ωα + qij + η) + q̇ijS ij,aα Tαfα(z − za, ωα + qij + η). (4.17)

Для правой части уравнения Лакса с дополнительным слагаемым (которое не зануляется в
недиагональном случае) мы получаем:

[L,M]ij +Cij =
∑
a,b

∑
α

S ij,bα (S ii,a0,0 − S
jj,a
0,0 )Tαϕα(z − zb, ωα + qij + η)(E1(z − za) + E1(η))

+
∑
a,b

∑
α 6=0
β

S ij,bβ (κα,βS ii,aα − κβ,αSjj,aα )Tα+βϕα(z − za, ωα)ϕβ(z − zb, ωβ + qij + η)

+
∑
a,b

∑
α,β

S ij,aα (κα,βSjj,bβ − κβ,αS ii,bβ )Tα+βϕα(z − za, ωα + qij)ϕβ(z − zb, ωβ + η)

+
∑
k:k 6=i,j

∑
a,b

∑
α,β

TαTβS ik,aα S
kj,b
β (ϕα(z − za, ωα + qik)ϕβ(z − zb, ωβ + qkj + η)

− ϕα(z − za, ωα + qik + η)ϕβ(z − zb, ωβ + qkj))

+
∑
a

∑
α

S ij,aα (µi − µj)Tαfα(z − za, ωα + qij + η).

(4.18)
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В суммах включающих в себя суммирование по β (второе, третье и четвертое слагаемые), при
применении формулы Фэя, так же как и в диагональном случае, могут возникать полюса.
Поэтому мы снова будем отдельно рассматривать два случая: a = b и a 6= b. При условии
a = b слагаемое с суммированием по k в (4.18) принимает форму:∑

k:k 6=i,j

∑
a

∑
α,β

S ik,aα S
kj,a
β TαTβϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(E1(ωβ + qkj + η)−

−E1(ωβ + qkj) + E1(ωα + qik)− E1(ωα + qik + η)).

(4.19)

Для остальных слагаемых (кроме дополнительного члена) при a = b после применения фор-
мулы (B.12) и некоторых перестановок внутри сумм, мы получаем:∑

a

∑
α

∑
β 6=0

S ij,aα (κα,βSjj,aβ − κβ,αS ii,aβ )Tα+βϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(E1(ωβ + η)− E1(ωβ))

+
∑
a

∑
α,β

S ij,aβ (κα,βS ii,aα − κβ,αSjj,aα )Tα+βϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(E1(ωβ + qij + η)− E1(ωβ + qij))

+
∑
a

∑
α

S ij,aα (S ii,a0,0 − S
jj,a
0,0 )Tαϕα(z − za, ωα + qij + η)(E1(z − za + ωα + qij + η)− E1(ωα + qij + η)).

Последняя сумма появилась в результате суммы первого слагаемого в (4.18) и членов, появ-
ляющихся после преобразования интервалов суммирования для остальных слагаемых. Вос-
пользуемся соотношением (B.9) для функции f . Тогда это выражение преобразуется как:∑

a

∑
α

∑
β 6=0

S ij,aα (κα,βSjj,aβ − κβ,αS ii,aβ )Tα+βϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(E1(ωβ + η)− E1(ωβ))

+
∑
a

∑
α,β

S ij,aβ (κα,βS ii,aα − κβ,αSjj,aα )Tα+βϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(E1(ωβ + qij + η)− E1(ωβ + qij))

+
∑
a

∑
α

S ij,aα (S ii,a0,0 − S
jj,a
0,0 )Tαfα(z − za, ωα + qij + η).

Собирая все наши члены вместе, мы видим, что выражение для недиагональных блоков ij
коммутатора матриц Лакса при a = b принимает вид:

[L,M]ija=b =
∑
a

∑
α

S ij,aα (S ii,a0,0 − S
jj,a
0,0 )Tαfα(z − za, ωα + qij + η)+

+
∑
a

∑
α,β

S ij,aβ (κα,βS ii,aα − κβ,αSjj,aα )Tα+βϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(E1(ωβ + qij + η)−

− E1(ωβ + qij)) +
∑
a

∑
α;β 6=0

S ij,aα (κα,βSjj,aβ − κβ,αS ii,aβ )Tα+βϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)·

· (E1(ωβ + η)− E1(ωβ)) +
∑
k:k 6=i,j

∑
a

∑
α,β

(
κα,βS ik,aα S

kj,a
β (E1(ωβ + qkj + η)− E1(ωβ + qkj))

− κβ,αS ik,aβ S
kj,a
α (E1(ωβ + qik + η)− E1(ωβ + qik))

)
Tα+βϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η).

(4.20)

Первая сумма в этом выражении, как мы в итоге увидим, сокращается с последним слагемым
в (4.17), а остальные слагаемые дадут в точности все члены пропорциональные тензорам
инерции Jη и Jη,qij в (4.8).
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В случае a не равном b для уравнения Лакса (4.18) мы делаем все те же самые вычисления,
но используем (B.9) вместо (B.12). Член с суммированием по k принимает вид:∑
k:k 6=i,j

∑
α,β

∑
a,b
a6=b

S ik,aα S
kj,b
β TαTβϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(ϕβ(zab, ωβ + qkj + η)− ϕβ(zab, ωβ + qkj))+

+
∑
k:k 6=i,j

∑
α,β

∑
a,b
a6=b

S ik,bβ S
kj,a
α TβTαϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(ϕβ(zab, ωβ + qik)− ϕβ(zab, ωβ + qik + η)).

Для остальных членов в (4.18) проводим точно такие же преобразования, однако возникают
новые слагаемые из-за реорганизации сумм по внутреннему индексу блока (напомним, что в
тензорах Jη и J̃ηa мы суммируем по α 6= 0, а в Jη,qij и J̃η,qija по α ∈ ZN):∑

α

∑
a,b
a6=b

S ij,aα (S ii,b0,0 − S
jj,b
0,0 )Tαϕα(z − za, ωα + qij + η)(E1(η) + E1(zab)− φ(zab, η))+

+
∑
α

∑
a,b
a6=b

S ij,aα (S ii,b0,0 − S
jj,b
0,0 )Tαfα(z − za, ωα + qij + η),

(4.21)

где мы опять воспользовались (B.9). Если мы возьмем последнее слагаемое, сложим его с
соответствующим слагаемым, пропорциональным fα(z − za) в (4.20), мы получим:∑

α

∑
a,b

S ij,aα (S ii,b0,0 − S
jj,b
0,0 )fα(z − za, ωα + qij + η). (4.22)

Вспомнив определение коэффициентов µi (4.11), мы увидим, что это слагаемое вместе со вто-
рым членом в (4.17) полностью сокращает дополнительное слагаемое Cij. Сумма оставшихся
слагаемых случая a 6= b выглядит как:∑

a,b
a6=b

∑
α 6=0

∑
β

S ii,bα S
ij,a
β TαTβϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(ϕα(zab, ωα)− ϕα(zab, ωα + η))+

+
∑
a,b
a6=b

∑
α

∑
β 6=0

S ij,aα S
jj,b
β TαTβϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(ϕβ(zab, ωβ + η)− ϕβ(zab, ωβ))+

+
∑
a,b
a6=b

∑
α,β

S ii,aα S
ij,b
β TαTβϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(ϕβ(zab, ωβ + qij + η)− ϕβ(zab, ωβ + qij))+

+
∑
a,b
a6=b

∑
α,β

S ij,bα S
jj,a
β TαTβϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(ϕα(zab, ωα + qij)− ϕβ(zab, ωα + qij + η))+

+
∑
k:k 6=i,j

∑
a,b
a6=b

∑
α,β

S ik,aα S
kj,b
β TαTβϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(ϕβ(zab, ωβ + qkj + η)− ϕβ(zab, ωβ + qkj))+

+
∑
k:k 6=i,j

∑
a,b
a6=b

∑
α,β

S ik,bα S
kj,a
β TαTβϕα+β(z − za, ωα+β + qij + η)(ϕα(zab, ωα + qik)− ϕα(zab, ωα + qik + η))+

+
∑
a,b
a6=b

∑
α

S ij,aα (S ii,b0,0 − S
jj,b
0,0 )Tαϕα(z − za, ωα + qij + η)(E1(η) + E1(zab)− φ(zab, η)).
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Это полностью воспроизводит оставшиеся слагаемые в уравнении движения для недиаго-
нального блока спина (4.8) — слагаемые, включающие в себя обобщенный тензор инерции,
функции E1 и φ. Это завершает доказательство. �

Рассмотрим, что произойдет с полученными нами уравнениями движения (4.8)-(4.9) в
нерелятивистском пределе η → 0, t → t/η. По аналогии со случаем релятивистского волч-
ка (3.5)-(3.7), нерелятивистские версии обобщенных тензоров инерции (4.6)-(4.7) принимают
вид:

J̃a(S ij,b) =
∑
α 6=0

S ij,bα Tαfα(zab, ωα), (4.23)

J̃qmn
a (S ij,b) =

∑
α

S ij,bα Tαfα(zab, ωα + qmn). (4.24)

Нерелятивистский предел тензоров инерции определенных в предыдущей секции:

J(S ij,a) = −
∑
α 6=0

S ij,aα TαE2(ωα), (4.25)

Jqmn(S ij,a) = −
∑
α

S ij,aα TαE2(ωα + qmn). (4.26)

Подставляя эти выражения в уравнение для диагонального блока переменной спина (4.9),
мы получаем в точности уравнение (2.15). Для того чтобы взять нерелятивистский предел
уравнения для недиагонального блока спина, также нужно разложить в ряд те слагаемые в
(4.8), которые не выражаются через тензора инерции. Пользуясь выражениями (A.6)-(A.7),
мы получаем: −ηρ(zab) +O(η3). Подставляя это разложение и выражения для тензоров инер-
ции в недиагональное уравнение (4.8), мы получим уравнение движения GL(NM) модели
для гамильтониана H0 (2.14).

Для того чтобы окончательно показать, что наше релятивистское обобщение в пределе
η → 0 превращается в систему уравнений движения для гамильтониана H0 (2.9), нам нужно
получить динамическое уравнение для q̈i. Из условия связи (4.11) мы получаем:

q̈i =
1

N
Tr
(∑

a,b

[
S ii,a, ∂J̃a(S ii,b)

]
+
∑
k:k 6=i

∑
a,b

S ik,a∂J̃qkia (Ski,b)− ∂J̃qika (S ik,b)Ski,a,
)

(4.27)

где мы воспользовались тем, что Tr S ii,a = S ii,a0,0 . Подставляя сюда определенные выше нере-
лятивистские значения тензоров инерции, мы получим в точности (2.13).

5 Заключение
В нашей работе была сформулирована обощенная модель Годена, которая является обобще-
нием эллиптической GL(NM) модели на случай нескольких отмеченных точек. Эта модель
включает в себя широкий класс других систем, в частности эллиптическую и sl(N,C) модели
Годена, которые не входили в множество обобщаемых GL(NM) моделью систем. Более по-
дробно это можно увидеть на иллюстрации (1). Для построенной нами модели мы вычислили
уравнения движения и нашли представление Лакса.

Кроме того, мы рассмотрели релятивистскую версию обобщенной модели Годена, нашли
её уравнения движения и показали, что в нерелятивистском пределе она действительно пе-
реходит в построенную нами систему.
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Рис. 1: Взаимосвязи между интегрируемыми моделями.

A Эллиптические функции
В этом приложении мы приводим основные тождества, которые используются в наших вы-
числениях. С более подробным описанием приведенных здесь формул можно ознакомиться
в [9].

Используемые нами эллиптические функции выражаются в терминах тета-функции:

ϑ(z|τ) =
∑
k∈Z

exp

(
πiτ(k +

1

2
)2 + 2πi(z +

1

2
)(k +

1

2
)

)
(A.1)

где τ - параметр эллиптической кривой C/(Zτ + Z) (Im(τ) > 0). Функция Кронекера имеет
вид:

φ(z, u) =


1/z + 1/u — рациональный случай
coth(z) + coth(u) — тригонометрический случай
ϑ′(0)ϑ(z+u)
ϑ(z)ϑ(u)

— эллиптический случай
(A.2)

φ(z, u) = φ(u, z), φ(−z,−u) = −φ(z, u). (A.3)

Функции Эзенштейна и ℘-функция Вейерштрасса:

E1(z) =


1/z
coth(z)
∂z lnϑ(z)

, E2(z) = −∂zE1(z) = ℘(z) +
ϑ′′′(0)

3ϑ′(0)
(A.4)

E1(−z) = E1(z), E2(−z) = E2(z) (A.5)
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Функция Кронекера и первая функция Эйзенштейна имеют полюс первого порядка в точке
z = 0:

φ(z, u) =
1

z
+ E1(u) +

z

2
(E2

1(u)− ℘(u)) +O(z2) (A.6)

E1(z) =
1

z
+
z

3

ϑ′′′(0)

ϑ′(0)
+O(z3) (A.7)

соответственно вторая функция Эйзенштейна и ℘-функция Вейерштрасса имеют полюс вто-
рого порядка в нуле.

Мы используем обозначение: f(z, u) = ∂uϕ(z, u), тогда:

f(z, u) = φ(z, u)(E1(z + u)− E1(u)), f(−z,−u) = f(z, u). (A.8)

Из (A.6) следует:
f(0, u) = −E2(u). (A.9)

Эллиптические функции квазипереодичны на эллиптической кривой:

E1(z + 1) = E1(z), E1(z + τ) = E1(z)− 2πi,

E2(z + 1) = E2(z), E2(z + τ) = E2(z),

φ(z + 1, u) = φ(z, u), φ(z + τ, u) = e−2πiuφ(z, u)

f(z + 1, u) = f(z, u), f(z + τ, u) = e−2πiu(f(z, u)− 2πiφ(z, u)).

(A.10)

Главным соотношением для нас является тождество Фэя:

φ(z1, u1)φ(z2, u2) = φ(z1, u1 + u2)φ(z2 − z1, u2) + φ(z2, u1 + u2)φ(z1 − z2, u1). (A.11)

Частным случаем этого выражения являются следующие формулы:

f(z1, u1)φ(z2, u2)− φ(z1, u1)f(z2, u2) = φ(z2, u1 + u2)f(z12, u1)− φ(z1, u1 + u2)f(z21, u2), (A.12)

f(z, u1)φ(z, u2)− φ(z, u1)f(z, u2) = φ(z, u1 + u2)(E2(u2)− E2(u1)), (A.13)

φ(z, u)φ(z,−u) = E2(z)− E2(u), (A.14)

φ(z, u1)φ(z, u2) = φ(z, u1 + u2)(E1(z) + E1(u1) + E1(u2)− E1(z + u1 + u2)), (A.15)

из предыдущей формулы и (A.8) мы получаем:

φ(z1, u)φ(z2, u) = φ(z1 + z2, u)(E1(z1) + E1(z2))− f(z1 + z2, u). (A.16)

Еще одна важная формула из тождества Фэя, которую мы используем:

φ(z1, u)ρ(z2)− E1(z2)f(z1, u) + φ(z2, u)f(z12, u)− φ(z1, u)ρ(z21) =
1

2
∂uf(z1, u), (A.17)

где ρ:

ρ(z) =
E2

1(z)− ℘(z)

2
. (A.18)

С помощью (A.8) и соотношения:

(E1(u+ v)− E1(u)− E1(v))2 = ℘(u+ v) + ℘(u) + ℘(v), (A.19)

мы получаем из (A.17):

φ(z, u)ρ(z)− E1(z)f(z, u)− φ(z, u)℘(u) =
1

2
∂uf(z, u). (A.20)
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B Эллиптические функции и группа GL(N,C)
При описании эллиптического волчка мы пользуемся специальным базисом в группеGL(N,C).
Рассмотрим следующие матрицы:

Qmn = δmn exp

(
2πi

N
m

)
, Λmn = δm−n+1=0modN , QN = ΛN = 1, (B.1)

или:
Q = diag

(
exp

(
2πi

N

)
, . . . , exp

(
2πik

N

)
, . . . , 1

)
,

Λ =


0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . .
...

...
...

... . . . ...
0 0 0 . . . 1
1 0 0 . . . 0

 .

(B.2)

Тогда базис в терминах этих матриц принимает вид:

Tα = exp

(
α1α2

πi

N

)
Qα1Λα2 , α = (α1, α2) ∈ ZN × ZN , T0 = 1N , (B.3)

важные соотношения, которые мы используем для этого базиса:

TαTβ = κα,βTα+β, κα,β = exp

(
πi

N
(α2β1 − α1β2)

)
, κα,α+β = κα,β, κ−α,β = κβ,α, (B.4)

Tr(TαTβ) = Nδα+β, δα = δα1,0δα2,0. (B.5)

Если при α ∈ ZN×ZN матрицы Tα образуют базис в GL(N,C), то при α ∈ ZN×ZN/{0, 0} эти
матрицы образуют базис в алгебре Ли sl(N,C). При этом коммутатор этих матриц принимает
вид:

[Tα, Tβ] = (κα,β − κβ,α)Tα,β = 2i sin
( π
N

(α1β2 − α2β1)
)
Tα+β, (B.6)

поэтому эту алгебру еще иногда называют синус-алгеброй. Мы доопределяем эллиптические
функции следующим образом:

ϕα(z, ωα + u) = exp(2πi
α2

N
z)φ(z, ωα + u), ωα =

α1 + α2τ

N
, (B.7)

fα(z, ωα + u) = exp(2πi
α2

N
z)f(z, ωα + u). (B.8)

Все основные формулы в этих обозначениях сохраняют свой вид:

fα(z, ωα + u) = ∂uϕα(z, ωα + u) = ϕα(z, ωα + u)(E1(z + ωα + u)− E1(ωα + u)), (B.9)

в том числе тождество Фэя:

ϕα(z1, ωα + u1)ϕβ(z2, ωβ + u2) =ϕα(z1 − z2, ωα + u1)ϕα+β(z2, ωα+β + u1 + u2)+

+ ϕβ(z2 − z1, ωβ + u1)ϕα+β(z1, ωα+β + u1 + u2),
(B.10)

ϕα(z−za, ωα)ϕβ(z−zb, ωβ) = ϕα(zba, ωα)ϕα+β(z−zb, ωα+β)+ϕβ(zab, ωβ)ϕα+β(z−za, ωα+β), (B.11)
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ϕα(z, ωα + u1)ϕβ(z, ωβ + u2) =ϕα+β(z, ωα+β + u1 + u2)(E1(z)+

+ E1(ωα + u1) + E1(ωβ + u2)− E1(z + ωα+β + u1 + u2)),
(B.12)

ϕα(z1, ωα + u)ϕα(z2, ωα + u) =

=ϕα(z1 + z2, ωα + u)(E1(z1) + E1(z2))− fα(z1 + z2, ωα + u).
(B.13)

Для доопределенных эллиптических функций выполняются следующие условия переодично-
сти по индексам (см. (A.10), (B.7)-(B.8)):

ϕα+β1(z, ωα+β1 + u) = exp(2πi
α2

N
z)φ(z, ωα + 1 + u) = ϕα(z, ωα + u),

fα+β1(z, ωα+β1 + u) = exp(2πi
α2

N
z)f(z, ωα + 1 + u) = fα(z, ωα + u),

ϕα+β2(z, ωα+β2 + u) = exp(2πi
α2 +N

N
z)φ(z, ωα + τ + u) = ϕα(z, ωα + u),

fα+β2(z, ωα+β2 + u) = fα(z, ωα + u)− 2πiϕα(z, ωα + u),

(B.14)

где β1 = (N, 0) β2 = (0, N). Вместе с (B.4), эти условия позволяют нам проводить такие
замены индесов суммирования, как, например, α+β → α, β → β в большинсве используемых
нами формул.
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